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Při p̌renosu informace zpravidla docháźı k jej́ı deformaci. Budeme
pro jednoduchost pracovat s modelem, kdy jednotlivé částečky
informace jsou bud’ nuly nebo jedničky (tj. prvky v Z2) a
p̌renáš́ıme slova o k bitech.

Přenosové chyby chceme

1 rozpoznávat

2 opravovat

a za t́ım účelem p̌ridáváme dodatečných n − k bit̊u informace pro
pevně zvolené n > k. Mluv́ıme pak o (n, k)-kódu.
Všech slov o k bitech je 2k a každé z nich má jednoznačně určovat
jedno kódové slovo z 2n možných. Máme tedy ještě

2n − 2k = 2k(2n−k − 1)

slov, které jsou chybové. Lze tedy tušit, že pro veliké k nám i malý
počet p̌ridaných bit̊u dává hodně redundantńı informace.
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2n − 2k = 2k(2n−k − 1)
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Úplně jednoduchým p̌ŕıkladem je kód kontroluj́ıćı paritu. Kódové
slovo o k + 1 bitech je určené tak, aby p̌ridáńım prvńıho bitu byl
zaručen sudý počet jedniček ve slově.

Pokud p̌ri p̌renosu dojde k lichému počtu chyb, p̌rijdeme na to.
Dvě r̊uzná kódová slova se p̌ri tomto kódu vždy lǐśı alespoň ve
dvou pozićıch, chybové slovo se ale od dvou r̊uzných kódových slov
lǐśı pouze v pozici jedné. Nemůžeme proto umět chyby opravovat
ani kdybychom věděli, že došlo k právě jedné.
Nav́ıc neuḿıme detekovat tak obvyklé chyby, jako je záměna dvou
sousedńıch hodnot ve slově.
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Definice

Hammingova vzdálenost dvou slov je rovna počtu bit̊u, ve
kterých se lǐśı.

Věta

1 Kód odhaluje r a méně chyb právě, když je minimálńı
Hammingova vzdálenost kódových slov právě r + 1.

2 Kód opravuje r a méně chyb právě, když je minimálńı
Hammingova vzdálenost kódových slov právě 2r + 1.
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Jak konstruovat kódová slova, abychom je snadno rozpoznali?
Kontrolu parity jsme už viděli, daľśı triviálńı možnost je prosté
opakováńı bit̊u – nap̌r. (3, 1)–kód bere jednotlivé bity a pośılá je
ťrikrát po sobě.

Docela systematickou cestou je využit́ı dělitelnosti polynomů.
Zpráva b0b1 . . . bk−1 je reprezentována jako polynom
m(x) = b0 + b1x + · · ·+ bk−1x

k−1 ∈ Z2[x ].

Definice

Necht’ p(x) = a0 + · · ·+ an−kx
n−k ∈ Z2[x ] je polynom s a0 = 1,

an−k = 1. Polynomiálńı kód generovaný polynomem p(x) je
(n, k)–kód jehož slova jsou polynomy stupně menš́ıho než n
dělitelné p(x).
Zpráva m(x) je zakódována jako v(x) = r(x) + xn−km(x), kde
r(x) je zbytek po děleńı polynomu xn−km(x) polynomem p(x).
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Docela systematickou cestou je využit́ı dělitelnosti polynomů.
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Z definice v́ıme

v(x) = xn−km(x) + r(x) = q(x)p(x) + r(x) + r(x) = q(x)p(x).

Budou tedy všechna kódová slova dělitelná p(x).

Původńı zpráva je obsažena p̌ŕımo v polynomu v(x), takže
dekódováńı správného slova je snadné.

Př́ıklad

1 Polynom p(x) = 1 + x generuje (n, n − 1)–kód kontroly parity
pro všechna n ≥ 3.

2 Polynom p(x) = 1 + x + x2 generuje (3, 1)–kód opakováńı
bit̊u.

Prvńı tvrzeńı plyne z toho, že 1 + x děĺı polynom v(x) tehdy a jen
tehdy, když v(1) = 0 a to nastane tehdy, když je ve v(x) sudý
počet nenulových koeficient̊u. Druhé je žrejmé.
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Původńı zpráva je obsažena p̌ŕımo v polynomu v(x), takže
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Přenos slova v ∈ Z2[x ] dopadne p̌ŕıjmem polynomu

u(x) = v(x) + e(x)

kde e(x) je tzv. chybový polynom reprezentuj́ıćı vektor chyby
p̌renosu.

Chyba je rozpoznatelná pouze, když generátor kódu p(x) neděĺı
e(x). Máme proto zájem o polynomy, které nevystupuj́ı jako
dělitelé zbytečně často.

Definice

Ireducibilńı polynom p(x) ∈ Z2[x ] stupně m se nazývá primitivńı,
jestliže p(x) děĺı polynom (1 + x`) pro ` = 2m − 1 ale neděĺı jej pro
žádná menš́ı `.
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Věta

Je-li p(x) primitivńı polynom stupně m, pak pro všechna
n ≤ 2m − 1 rozpoznává p̌ŕıslušný (n, n −m)–kód všechny
jednoduché a dvojité chyby.

Důsledek

Je-li q(x) primitivńı polynom stupně m, pak pro všechna
n ≤ 2m − 1 rozpoznává (n, n−m− 1)–kód generovaný polynomem
p(x) = q(x)(1 + x) všechny dvojité chyby a všechna slova s lichým
počtem chyb.
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Věta
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Tabulka dává o informace o výsledćıch p̌redchoźıch dvou vět pro
několik polynomů:

primitivńı polynom kontrolńı bity délka slova

1 + x + x2 2 3
1 + x + x3 3 7
1 + x + x4 4 15

1 + x2 + x5 5 31
1 + x + x6 6 63

1 + x3 + x7 7 127
1 + x2 + x3 + x4 + x8 8 255

1 + x4 + x9 9 511
1 + x3 + x10 10 1023
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Nástroje pro konstrukci primitivńıch polynomů dává teorie
konečných poĺı. Souviśı s tzv. primitivńımi prvky v Galoisových
poĺıch G (2m).

Ze stejné teorie lze také dovodit p̌ŕıjemnou realizaci děleńı se
zbytkem (tj.) ově̌rováńı, zda je p̌rijaté slovo kódové, pomoćı
zpožd’ovaćıch registr̊u. Jde o jednoduchý obvod s tolika prvky,
kolik je stupeň polynomu.
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zpožd’ovaćıch registr̊u. Jde o jednoduchý obvod s tolika prvky,
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(n, k)–kódy Polynomiálńı kódy Lineárńı kódy

Definice

Lineárńı kód je injektivńı lineárńı zobrazeńı g : (Z2)k → (Z2)n.
Matice G typu n/k reprezentuj́ıćı toto zobrazeńı v standardńıch
baźıch se nazývá generuj́ıćı matice kódu.

Pro každé slovo u je
v = G · u

p̌ŕıslušné kódové slovo.
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baźıch se nazývá generuj́ıćı matice kódu.

Pro každé slovo u je
v = G · u

p̌ŕıslušné kódové slovo.



(n, k)–kódy Polynomiálńı kódy Lineárńı kódy

Věta

Každý polynomiálńı (n, k)–kód je lineárńı kód.

Matice p̌ŕıslušná k polynomu p(x) = 1 + x + x3 a j́ım určenému
(7, 4)–kódu je

G =



1 0 1 1
1 1 1 0
0 1 1 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


.
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(n, k)–kódy Polynomiálńı kódy Lineárńı kódy

Věta

Je-li g : (Z2)k → (Z2)n lineárńı kód s (blokově zapsanou) matićı

G =

(
P
Ik

)
,

potom zobrazeńı h : (Z2)n → (Z2)n−k s matićı

H =
(
In−k P

)
má následuj́ıćı vlastnosti

1 Ker h = Im g

2 Přijaté slovo v = G · u je kódové slovo právě, když je
H · v = 0.

Matici H z věty se ř́ıká matice kontroly parity p̌ŕılušného
(n, k)–kódu.
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(n, k)–kódy Polynomiálńı kódy Lineárńı kódy

Jak jsme viděli, p̌renos zprávy u dává výsledek

v = u + e,

kde ale neznáme u, e a hledáme takový “rozklad”, kde e obsahuje
co nejméně jedniček (oprava chyby za p̌redpokladu co nejmenš́ıho
počtu chyb).

Je-li v =

(
x
y

)
, pak jednou z možnost́ı na odeslanou zprávu je

Gy =

(
Py
y

)
(ne nutně optimálńı), tedy

(
x
y

)
=

(
Py
y

)
+

(
x + Py

0

)
kde s = x + Py je právě syndrom slova v a jedná se tedy o chybu
za p̌redpokladu, že k ńı došlo pouze na kontrolńıch bitech (z
informačńıch bit̊u lze proto p̌reč́ıst původńı slovo).
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(n, k)–kódy Polynomiálńı kódy Lineárńı kódy

Protože kódová slova jsou právě součty sloupc̊u matice G , lze
všechny daľśı možnosti obdržet p̌rič́ıtáńım sloupc̊u gi ke kódovému
slovu i chybě:(

x
y

)
=

((
Py
y

)
+ gi

)
+

((
x + Py

0

)
+ gi

)
atd.

Přitom p̌ričteńı každého sloupce vyrob́ı jednu 1 v informačńıch
bitech chyby, snaž́ıme se jejich počet kompenzovat sńıžeńım počtu
1 v kontrolńıch bitech. Toto budeme zkoušet pouze pro malý počet
chyb, viz cvičeńı.
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