
závěrečná ṕısemka 5.1.2022, skupina A

Obecné doporučeńı: Čtěte pozorně, často jsou v textu informace, které Vám poč́ıtáńı zjed-
noduš́ı. Nav́ıc se po Vás také často chce několik věćı, tak na žádnou nezapomeňte.

1. Lukáš se zabýval poč́ıtáńım odmocnin modulo 49.

a) Z učebnice vyčetl, že primitivńı kořen modulo 49 existuje a že k jeho nalezeńı se mu bude
hodit primitivńı kořen modulo 7, kterým je např. 3. Porad’te mu, jakou (jednu!) mocninu
č́ısla 3 modulo 49 má spoč́ıtat (sami ji nepoč́ıtejte!), aby zjistil, zda je 3 primitivńı kořen
dokonce modulo 49. Možná byste chtěli spoč́ıtat tři mocniny, ale dvě z nich stač́ı uvážit
modulo 7.

b) Prvně zkusil využ́ıt Jacobiho symbolu
(

x
49

)
k ověřeńı, zda dané x, nesoudělné s 49, je druhou

mocninou. Vysvětlete, proč je to zcela nevhodné. Najděte nějaké takové x, pro které sice(
x
49

)
= 1, ale druhou mocninou neńı (můžete také využ́ıt daľśıho bodu).

c) Dále se dočetl, že odmocniny lze poč́ıtat snadno pomoćı diskrétńıho logaritmu log3 vzhle-
dem k primitvńımu kořenu 3. Porad’te mu, jak pomoćı log3 x zjistit, zda x je druhou
mocninou modulo 49 a jak spoč́ıtat druhé odmocniny x (stač́ı jako vhodné mocniny primi-
tivńıho kořene 3). Demonstrujte na př́ıkladu x ≡ 30 (mod 49) s vypočteným log3 30 = 14
(odmocniny neńı potřeba dopoč́ıtávat explicitně).

(12 bod̊u)

2. V šifrovaćım systému RSA s veřejným kĺıčem daným modulem n = 247 = 13 ·19 a exponentem
e = 29 je zašifrována zpráva. Dešifrujte zprávu c = 35, přičemž poč́ıtejte prvně zvlášt’ modulo
13 a modulo 19 a tyto výpočty pak dejte dohromady (pomoćı CRT). (12 bod̊u)

3. Polynomem 1+x+x3 lze generovat lineárńı (k+3, k)-kód pro libovolné k. Pro které nejmenš́ı
k se vrchńı tři prvky prvńıho sloupce matice kódu, tj. 110, poprvé zopakuj́ı v nějakém daľśım
sloupci? (Tj. generujte matici, dokud nedostanete znovu sloupec zač́ınaj́ıćı 110.) Uvažujme dále
toto k, tj. š́ı̌rku matice.

a) Vysvětlete, na př́ıkladu obdrženého slova 110 | 0 · · · 0, že výsledný kód nezvládne opravovat
jednoduché chyby.

b) V př́ıpadě obdrženého slova 010 | 1010 · · · 0 však v něm obsaženou jednouduchou chybu
opravit zvládne, ukažte jak. (klasické dekódováńı)

c) Určené k neńı nejmenš́ı, při kterém výsledný kód nezvládne opravovat jednoduché chyby.
Jaká je tato nejmenš́ı š́ı̌rka matice?

(12 bod̊u)

4. Ćılem tohoto př́ıkladu bude spoč́ıtat pr̊uměrný počet hod̊u jednou šestistěnnou kostkou po-
třebných na hozeńı dvou šestek po sobě.

a) Označme ak pravděpodobnost, že v k po sobě jdoućıch hodech nepadne šestka dvakrát
po sobě a nav́ıc posledńı hod je šestka. Podobně označme bk pravděpodobnost, že v k po
sobě jdoućıch hodech nepadne šestka dvakrát po sobě a nav́ıc posledńı hod neńı šestka.
Sestavte soustavu rekurenćı pro tyto posloupnosti, počátečńı podmı́nky budou a0 = 0,
b0 = 1. Najděte vytvořuj́ıćı funkce A(x), B(x) těchto posloupnost́ı, o explicitńı vzoreček
pro ak, bk se nesnažte (nebude hezký a nebudete ho potřebovat).

b) Označme dále pk pravděpodobnost, že v k po sobě jdoućıch hodech padne šestka dvakrát
po sobě, ale až v úplně posledńıch dvou hodech a označme P (x) vytvořuj́ıćı funkci této
posloupnosti. Dokažte, že derivace funkce P (x) v č́ısle 1 je rovna

P ′(1) =
∑
k≥0

pk · k

a je tedy rovna pr̊uměrnému počtu hod̊u jednou šestistěnnou kostkou potřebných na hozeńı
dvou šestek po sobě. Zjevně pk = 1

6 ·ak−1 a vytvořuj́ıćı funkce proto bude P (x) = 1
6 ·x ·A(x).

c) Spočtěte tuto pr̊uměrnou hodnotu (bud’ jako derivaci z předchoźıho bodu nebo jinak, ale
úplně zadarmo to asi nep̊ujde).

(18 bod̊u)


