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Predikatova logika
Predikatova logika

@ plné prejima vysledky vyrokové logiky
@ zabyva se navic strukturou jednotlivych jednoduchych vyrokl — na
zékladé této analyzy |ze odvodit platnost nékterych vyroki, které ve
vyrokové logice platné nejsou
P¥iklad: méjme nasledujici vyroky (+ oznaceni vyrokovymi symboly):
Kazdy ¢lovék je smrtelny. (p)
Sokrates je Elovék. (q)
Sokrates je smrtelny. (r)
Na zakladé vyrokové logiky nevyplyva r z p a q; presto je Usudek zfejmé
platny (na jiné dGrovni, nez je vyrokova logika).
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Z3kladni pojmy. Syntax

Zakladni pojmy. Syntax

o Predikat je n-arni relace; vyjadfuje vlastnosti objektd a vztahy mezi
objekty.

@ konstanty reprezentuji jména objektd (individui); jedna se o prvky
predem specifikované mnoziny hodnot — domény

@ proménné zastupuji jména objekt, mohou nabyvat libovolnych hodnot
z dané domény

@ n-arni predikaty Ize chapat jako mnoziny takovych n-tic konstant, pro
které je predikat splnén
e priklady:
doména: prirozena Cisla s nulou
predikat x < 4 lze chapat jako {0, 1,2, 3}
doména: {0,1,2}
predikat x < y lze chapat jako {(0,1),(1,2),(0,2)}
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Z3kladni pojmy. Syntax

Funkce, termy. Kvantifikatory

o funkce reprezentuji slozend jména objekt(

e priklad: necht funkce f(x,y) reprezentuje s¢itani. Pak f(1,2) (stejné
jako f(2,1), f(0,3)) jsou mozna slozena jména pro konstantu 3.

@ poznamka: konstanty jsou nularni funkce

@ vyrazy slozené pouze z funkénich symboli, konstant a proménnych =
termy. P¥iklad termu: f(x, g(y, h(x, y), 1), z)

@ termy nabyvaj9 hodnot z dané domény

@ napf. pro doménu pfirozenych &isel s nulou
term 2 + (2 % x) mize nabyvat hodnot z mnoziny {2,4,6,...}

Slozené predikaty lze vytvaret i pomoci kvantifikatord
@ univerzalni (obecny) kvantifikator V:
VxP(x) — pro kazdy prvek x domény plati P(x)
@ existencni kvantifikator 3:
IxP(x) — existuje alespon jeden prvek x domény, pro ktery plati P(x)
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Z3kladni pojmy. Syntax

Poznamky k zavedenému formalnimu jazyku

@ pro predikatovou logiku 1. fadu je charakteristické, ze jediny ptipustny
typ proménnych jsou objektové (individualni) proménné (a pouze ty lze
vazat kvantifikatory). V logice druhého ¥adu jsou povoleny i predikatové
proménné.

@ konkrétni volbou (konstant), funkénich a predikatovych symbold Ize
formulovat specificky jazyk, pro ktery budou jisté platit obecné logické
principy. Navic pro néj mohou platit v zavislosti na vlastnostech
zvolenych prvki i jiné (mimologické) principy, které je ovsem tfeba
specifikovat pomoci axiomi nebo pravidel. Takovy jazyk je pak
oznacovan jako jazyk prvniho fadu.

Priklad — jazyk elementarni aritmetiky:
zvolené symboly: konstanta 0, unarni funkce naslednik s, binarni -+, x
mozné termy: 0, 5(0), s(x), (x +y) * 0, (s(s(0)) + (x * y)) = s(0)
mozné formule: s(0) = (0 % x) + s(0), Ix(y = x * z),
Vx((x # 0) = Ty (x = s(y)))
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Z3kladni pojmy. Syntax

Vazany a volny vyskyt proménnych

@ podformule formule A je libovolna spojitd podcast A, kterd je sama
formuli
Ptiklad: formule A = 3x((VyP(z)) = R(x,y)) méa kromé sebe samé
nasledujici podformule: (YyP(z)) = R(x,y),VyP(z), R(x,y), P(z)

@ vyskyt proménné x ve formuli A je vazany, pokud existuje podformule B
formule A, kterd obsahuje tento vyskyt x a zacind Vx, resp. dx. Vyskyt
proménné je volny, neni-li vazany.

P¥iklad: vyskyt proménné x v predchozi formuli A je vazany (hledanou
podformuli je celd A), proménné y a z jsou volné

@ proménné x se volné vyskytuje v A, ma-li tam alespon jeden volny vyskyt
@ sentence predikdtové logiky je formule bez volnych vyskytii proménnych
(v8echny vyskyty vSech proménnych jsou vazané)

@ otevrena formule je formule bez kvantifikatori
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Z3kladni pojmy. Syntax

Substituce proménnych

@ ,skute¢nymi proménnymi‘, za které |ze dosadit (udélit jim hodnotu,
provést substituci), jsou pouze volné proménné

@ term t je substituovatelny za proménnou x ve formuli A, pokud pro
kazdou proménnou y obsaZenou v t neobsahuje zadna podformule A
tvaru VyB, JyB volny vyskyt proménné x

@ je-li t substituovatelny za x v A, oznalime A(x/t) vyraz, ktery vznikne
z A nahrazenim kazdého volného vyskytu x termem t

e priklad: ve formuli A = 3xP(x, y) je mozné provést napt¥iklad nasledujici
substituce: A(y/z) = 3xP(x,z), A(y/2) = IxP(x, 2),
A(y/f(z,z)) = IxP(x, f(z, z)). Neni vSak mozné substituovat
A(y/f(x,x)) = 3IxP(x, f(x,x)), protoze by doslo k nezadouci vazbé
proménnych.
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Sémantika predikatové logiky

Sémantika predikatové logiky

@ pro analyzu sémantiky potfebujeme nejprve specifikaci jazyka (doména,
konstanty, funkéni a predikatové symboly)

o priklad: formalni jazyk s jedinym binarnim predikatovym symbolem
P(x,y) a jedingym binarnim funk&nim symbolem f(x,y) lze chdpat mj.
jako
= prirozena Cisla s < a +
= racionalni ¢&isla s > a max
= celd &islas > a x

@ interpretace (realizace) jazyka predikatové logiky je struktura / slozend z

= libovolné neprazdné mnoziny D (domény, oboru interpretace)
= zobrazeni I(f) : D"D pro kazdy n-arni funkéni symbol f,n >0
= n-arni relace /(P) C D" pro kazdy n-arni predikatovy symbol P, n >1
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Sémantika predikatové logiky
Interpretace jazyka: priklad

P¥iklad: méjme jazyk s bindrnim predikdtovym symbolem P(x,y),
bindrnim funkénim symbolem f(x,y) a symboly pro konstanty
a,ai,as,..., b1, by, ..., ktery chceme interpretovat jako cela ¢isla s > a
+.
@ D je mnozina celych ¢&isel,
o /(a)=0,/(a1) =1,/(a2) =2,..., /(1) = —1,1(b2) = —2,... (jedna se
o nularni funkce),
o I(f)=+
(funkce zadanad pomoci rovnosti funkci: zobrazeni /(f) definujeme jako
funkci s¢itani celych &isel; pak napf. I(f)(4,—2) = 2),
o I(P)= >
(relace zadana pomoci rovnosti relaci: /(P) definujeme jako relaci ,vétsi
nez' pro cela &isla; napt. (2, —1) € I(P))
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Sémantika predikatové logiky

Interpretace proménnych a termi

@ interpretace volnych proménnych spociva v jejich ohodnoceni, coz je
libovolné zobrazeni V' (valuace) z mnoziny vSech proménnych do D

@ ohodnoceni, které prirazuje proménné x prvek d € D a na ostatnich
proménnych splyva s valuaci V, oznadime V|[x/d]

@ hodnotou termu t v interpretaci / a valuaci V je prvek [t[,,, € D takovy,
ze
= je-li t proménna, [t],, = V(t)
= jeli t =f(t,...,t,), pak [t[,, je hodnotou funkce /() pro argumenty

|tl|/,v7 ceey |tn|/,v

e priklad: méjme interpretaci / z pfedchoziho pfikladu (celé &islas > a +)
a valuaci V(x) = 2. Pak
|f (b1, f(b2, b2))l,, = +(—1,+(-2,-2)) = =5
[(f(a, b1), f(x,a1))],, = +(+(0,-1),+(2,1)) = 2
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Sémantika predikatové logiky
Splnitelnost formuli

Formule A je spliiovana interpretaci / a valuaci V/, pokud

o Aje P(t1,...,tn) a (|tal,y,---,tal, ) € I(P)

o Ajet; = tp a|t1],, = |2, (oba termy reprezentuji tyZ prvek)
@ Aje =B al, V nespliuji B

Ajetvaru BACal,V spliuji Bi C

Aje BV C al,V spliuji B nebo C

A je tvaru B = C a I, V nesplnuji B nebo splnuji C

Aje B< C al,V spliuji Bi C nebo nesplnuji Bi C

A je VxB a I, V[x/d] spliuji B pro libovolné d € D

A je IxB a I, V[x/d] splfiuji B alespori pro jedno d € D
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Sémantika predikatové logiky
Splnitelnost — priklad

P¥iklad: méjme d¥ive uvedenou interpretaci | (celé &isla's > a +), méjme

jinou interpretaci I’ téhoZz formélniho jazyka (celd &islas > a x, od [ se li&i

pouze definici I'(f) = %) a valuace definované na proménné x takto:

Vl(X) = —2, VQ(X) =2

o formuli VxP(f(x, a1), x) interpretujeme v / jako Vx(x + 1 > x); formule
je spliovana [ a libovolnou valuaci. V I’ interpretujeme formuli jako
Vx(x * 1 > x) — neni splnéna pro libovolnou valuaci.

e VxP(x,y) interpretujeme (v /i I') jako Vx(x > y), formule neni
spliovana / (ani I) a libovolnou valuaci

o formule P(x, a) interpretovana (v /i I') jako x > 0 je spliiovéana / (i /')
a V,, neni spliiovana / (ani /') a V4

e formule Vx(P(x, a) = JyP(x,y)) interpretovana (v I i I') jako
Vx((x > 0) = Jy(x > y)) je spliiovana / (i I') a libovolnou valuaci
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Sémantika predikatové logiky

Pravdivost formuli a jejich klasifikace

@ formuli A nazveme pravdivou v interpretaci /, je-li splfiovana / pro
libovolnou valuaci, piseme =, A

@ pravdivost formule zalezi pouze na valuaci volnych proménnych, které se
v ni vyskytuji

e pravdivost sentence (uzaviené formule) nezavisi na valuaci viibec

Formule A predikatové logiky se nazyva

e tautologie, je-li pravdiva pro kazdou interpretaci (tj. pro kazdou / plati
=, A), znalime = A

@ splnitelnd, pokud existuje alespon jedna interpretace a valuace, které ji
spliuji (pf.: VxP(x,x))

o kontradikce, je-li —A tautologie (tj. = —A)
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Normalni formy v predikatové logice

Normalni formy v predikatové logice

Prenexova normalni forma (pnf)

e cil: prevést libovolnou (uzavienou) formuli do tvaru, v némz jsou
vsechny kvantifikatory na zacatku a nasleduje oteviené (= bez
kvantifikatord) jadro v nkf (ndf)

QXl...QXn((All \/...\//41,1)/\(/421 \/"'\/A2/2)/\"‘
ANAmV...VAL ))

e priklad: VxVy3zVw((P(x,y) V =Q(z)) A (R(x,w) V R(y, w)))

@ Véta: pro kazdou formuli existuje ekvivalentni formule v konjunktivni
(disjunktivni) prenexové normalni formé.
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Normalni formy v predikatové logice

Prenexova normalni forma: algoritmus prevodu

1. eliminovat zbyte¢né kvantifikatory

. prejmenovat korektné proménné tak, aby u kazdého kvantifikatoru byla
jind proménna

. eliminovat vSechny spojky rizné od =, A a V

4. presunout negaci dovnitf, je-li potreba:

—VxA nahradit Ix—-A

—(A A B) nahradit ~AV =B apod.

. pfesunout kvantifikatory doleva (o € {A,V}, Q € {V,3}):
A o QxB nahradit Qx(A o B)
QxA o B nahradit Qx(A o B)

. pouzit distributivni zdkony k pfevodu jadra do nkf (ndf):
AV (B A C) nahradit (AV B) A (AV C)
(AN B)V C nahradit (AV C)A(BV C)
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Normalni formy v predikatové logice
Prevod do pnf — priklad

P¥iklad: prevedte do konjunktivni pnf formuli
Vx3y—-(P(x,y) = VzR(y)) V =3xQ(x).

AR I

Vx3y=(P(x,y) = R(y)) V 73xQ(x) (zbytetné Vz)
Vx13y—(P(x1,y) = R(y)) V =3x2Q(x2) (prejmenovani x)
Vx13y—(=P(x1,y) V R(y)) V 73x2Q(x2) (eliminace =)
Vx13y(P(x1,y) A =R(y)) V ¥x2=Q(x2) (pFesun negace 2x)

) (
Vx1(3y(P(x1,¥) A =R(y)) V Vx2—Q(x2)) (posun Vx; doleva)
Vx13y((P(x1,y) A =R(y)) V ¥x2=Q(x2)) (posun Jy doleva)
)
)

~— —

Vx13yVxo((P(x1,y) A =R(y)) V =Q(x2)) (posun Vx» doleva)
Vx13yVxe((P(x1,y) V —Q(x2)) A (mR(y) V =Q(x2))) (jadro do nkf)

—_ o~
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