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Skolemizace
Skolemovy normalni formy. Skolemizace

@ prevod formuli na formule bez existencnich kvantifikatord v jazyce, ktery
je rozsiren o tzv. Skolemovy funkce; zachovava splnitelnost

@ idea prevodu: formuli Vx; ... Vx,3yP(x1, ..., Xn, ¥)
transformujeme na Vxy ... VxaP(x1,. .., Xn, F(X1,...,Xn))

e priklad: méjme cela &isla s +. Formuli Vx3Jy(x + y = 0) pfevedeme na
Vx(x + f(x) = 0). Interpretace f — unarni funkce, kterd pro dany
argument vrati opacné Cislo.

@ Skolemova normalni forma je prenexova normalni forma pouze
s univerzalnimi kvantifikatory.

e Véta: kazdou formuli A Ize pFevést na takovou formuli A’ ve Skolemové
normalni formé, Ze A je splnitelnd pravé kdyz A’ je splnitelna.
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Skolemizace
Algoritmus prevodu do Skolemovy nf

1. prevést formuli do prenexové konjunktivni nf

2. provést Skolemizaci: odstranit vsechny existenéni kvantifikatory a
nahradit jimi vazané proménné pomocnymi Skolemovymi funkcemi

e priklad 1: pfevedte do Skolemovy nf formuli
Vx3y—(P(x,y) = VzR(y)) V =3xQ(x)
1 VxiIyVxo((P(xi, y) V =Q(x2)) A (-R(y) V =Q(x2)))
2. Vx1¥xa((P(x1, f(x1)) V =Q(x2)) A (=R(f(x1)) V = Q(x2)))
e priklad 2: pfevedte do Skolemovy nf nasledujici formuli v pnf
Vx3yVz3w(P(x,y) V ~Q(z, w))
2. YxVz(P(x, fi(x)) V = Q(z, f(x, 2)))
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Skolemizace
Herbrandova véta |

@ motivace: hleddme snazsi prostfedky k uréeni, zda dand mnozina formuli
je splnitelna

@ pracujeme s mnozinou S formuli ve Skolemové nf (univerzalni
kvantifikatory se asto p¥i zapisu vynechavaji), jejimi konstantami
(alesponi jedna, ptip. pfidand mimo S), funkénimi a predikatovymi
symboly

@ Herbrandovo univerzum U(S) je mnozina vSech uzavienych termi, které
Ize utvofit z konstant a funkénich symbolli z S (tzv. zakladni termy)
pr.. pro S = {P(f(0))} je U(S) ={0,(0), f(f(0)), f(f(f(0))),...}

@ Herbrandova baze B(S) je mnozina vSech atomickych formuli, které Ize
vytvorit nad prvky U(S);
B(S) = {P(t1,...,tn)|ti € U(S), P je predik. symbol figurujici v S}
pf.: pro S = {P((0))} je B(S) = {P(0), P(£(0)), P(£(£(0))), -}
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Skolemizace
Herbrandova véta Il

@ Herbrandova interpretace je libovolnd podmnozina baze B(S) zahrnujici
ty aplikace predikati na prvky univerza, které jsou pravdivé
Poznamka: s funkcemi a konstantami Ize pracovat i nadale pouze na
symbolické tdrovni

@ Herbrandiv model M(S) mnoziny S je takova Herbrandova interpretace,
ve které jsou vSechny formule z S pravdivé

e Herbrandova véta: bud existuje Herbrandiiv model S nebo existuje
kone¢né mnoho uzavfenych instanci prvki S, jejichz konjunkce neplati

@ slabsi tvrzeni: S je splnitelnad pravé tehdy, kdyz existuje jeji Herbrandiv
model

@ zavér: k rozhodnuti o splnitelnosti mnoziny jiz nepotfebujeme brat
v Uvahu vSechny mozné interpretace, stali pracovat pouze se
,symbolickymi‘ Herbrandovymi interpretacemi
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Skolemizace

Herbrandovy modely — prlklady

Ptiklad 1: S = {P(0), P(s(x)) V =P(x)} (ptedp. ¥ kvantifikovany)

o U(S) ={0,5(0),s(s(0)), s(s(s(0))),... }
B(S) = {P(0), P(s(0)), P(s(s(0))), P(s(s(s(0)))), - - - }
M(S) = B(S) (minimalni Herbrandiv model je celd baze)
poznadmka: P vyjadfuje vlastnost ,byt korektni p¥irozené &islo* (pomoci
naslednikd nuly)

Piklad 2: S' = {P(0), (s(x))\/ P
o U(S') = {0,5(0), s(s
B(S") = {P(0), P(s

—~

x), R(x,s(x)) vV =P(x)}
. } (stejné jako pro S)
P(s(s(s(0).

R(0,0), R(0, s(O) R(s 0),0),R(s(0),s(0)),...}

M(S) = {P(0). P(5(0)). P(s(s(0))). P(((s(0))))- - .

R(0,5(0)), R(s(0), 5(s(0))), R(s(5(0)). s(s(s(0))) ..}
poznamka: P je stejné jako pro S, R(x,y) reprezentuje binarni vlastnost
,y je naslednikem x' (resp. ,x je predchidcem y*)
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Axiomatické systémy

Axiomaticky systém pro vyrokovou logiku

@ jazyk: stejny jako jazyk vyrokové logiky; primarné pouzivame systém
spojek {=-, —}, ostatni spojky jsou chapany jako zkracené zapisy:
AN B =4 —|(A:> —|B),A\/ B =4 A= B,

As B=g (A= B)A (B = A)

@ axiomy (resp. schémata axiomu; A, B, C jsou formule):

A A= (B=A)
A, (A= (B=0C)=(A=B)= (A= ()
A3 (-B=-A)= (A= B)

@ odvozovaci (inferenéni) pravidlo modus ponens (MP) (pravidlo
odloueni): jsou-li z axiom( dokazatelné (odvoditelné) formule A a
A = B, pak je dokazatelna i B. Zapisujeme téz

A A= B
B
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Axiomatické systémy
Priklad

@ dikaz A: konecna posloupnost formuli, jejiz kazdy ¢len je axiom nebo
disledek MP, jehoz predpoklady jsou mezi predchozimi Cleny, a posledni
Clen je formule A. Je-li A dokazatelna, piseme - A.

e priklad: dokazte - A = A (vpravo jsou komentére k jednotlivym

kroktim)
lFAé((AéA)éA) Aq
FA=(A=A)=A)=((A=(A=A)= (A= A)A;
FA= (A= A))= (A= A) MP(1,2)
4. FA= (A= A) Ay
5HA= A MP(3,4)
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Axiomatické systémy

Axiomaticky systém predikatové logiky |

@ pouzivdme spojky {=-, —} a kvantifikitor V. Ostatni spojky jsou
chapany jako zkratky uvedené ve vyr. logice, resp. IxA =4 “Vx—A
@ axiomy pro spojky (A, B, C jsou formule) — shodné s vyr. logikou:
Ay A= (B=A)
Ay (A= (B=0C)=(A=B)= (A= ()
A; (-B=-A)= (A= B)
@ axiomy pro V:
Ay VXA = A(x/t)
A5 Vx(A = B) = (A = VxB), A neobsahuje volné x
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Axiomatické systémy

Axiomaticky systém predikatové logiky Il

@ axiomy pro rovnost:

Ag x = x

A7 (x=y) = (F(X1y oy Xim1, Xy Xig 1y o+ -y Xn) =
f(Xl, s Xi—1, Y, Xit1, - - Xn))

Ag (x =y) = (P(X1y. oy Xi—1, X, Xig1y .-y Xn) =
P(Xl,...,X,',l,y,X,'Jrl,.. ))

@ odvozovaci pravidla:
= modus ponens (MP, stejné s vyr. logikou): z A a A = B odvodime B pro
libovolné formule A, B
= generalizace (PG): z A odvodime VxA
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Axiomatické systémy

Axiomaticky systém: priklad

Priklad: dikaz z predpokladu. Ukazte, ze pokud je dokazatelna formule
A = B a proménna x neni volnd v A, pak je dokazatelnd i formule
A = VxB.

1. FA=B predpoklad
2. FVYx(A= B) PG(1)

3. FVx(A=B)=(A=VxB) As

4., +FA=VxB MP(2,3)
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Axiomatické systémy
Vlastnosti axiomatického systému

o Véta (korektnost a tplnost): A je dokazatelna pravé tehdy, kdyz je
pravdivd, tj. FA< E A
Dakaz: = (korektnost): ovéfime, ze axiomy jsou tautologie a jsou-li
predp. MP tautologie, pak i disledek je tautologie (tabulky, véta
o implikaci)
neutrdlni formuli a lemma o odvozeni z atomickych komponent)
Pozn.: véta vystihuje vztah mezi syntaxi a sémantikou vyr. logiky

@ rozhodnutelnost: neexistuje systematicka procedura (jde spise
o "hadani"jednotlivych krokd dikazu), nevhodné pro strojové
zpracovani. Dokazovani lze zjednodusit pomoci dokazatelnosti
z predpokladil a syntaktické véty o dedukci (T,AF B< T+ A= B).

@ axiomy jsou nezavislé (zadny nelze odvodit ze zbyvajicich dvou)
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Axiomatické systémy

Vyuziti axiomatického systému: teorie

@ teorie: mnozina uzavienych formuli T, model teorie T: interpretace,
v niz je kazda formule z T pravdiva

Ptiklad: teorie elementarni aritmetiky (0, unarni funkce naslednik s, binarni
+, %)
e Ax; Vx—(s(x) =0)
Axy Vx(x + 0 = x)
Ax3 VxVy(x + s(y) = s(x + y))
Axy Vx(x *0=0)
Axs VxVy(x xs(y) = (x *y) + x)
@ pomocna odvozovaci pravidla:
(PS) je-liF x =y, pak F y = x (symetrie =)
(PT) jellikF x=y atk y=z pak - x = z (tranzitivita =)
(PPS) je-li F x =y, pak - s(x) = s(y) (pfidani s)
(PVS) je-li = s(x) = s(y), pak F x = y (vypusténi s)
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Axiomatické systémy

Teorie: priklad diikazu

Ptiklad: dokazte v teorii elementarni aritmetiky s(0) + s(0) = s(s(0)).
1. FVxVy(x+s(y) =s(x+y)) Ax;
2. F(WxYy(x+s(y)=s(x+y)))=
(Vy(s(0) + s(y) = s(s(0) + ¥))) Ay

3. FVy(s(0)+ s(y) = s(s(0) + y)) MP(1,2)
4.+ (Vy(s(0) +s(y) = s(s(0) +y))) =
(s(0) +s(0) = s(s(0) + 0)) A,

5. Fs(0)+s(0) =s(s(0)+0) MP(3,4)

6. FVx(x+0=x) Ax

7. I— (Vx(x +0=x)) = (s(0)+0=s5(0)) As

8. Fs(0)+0=s(0) MP(6,7)

9. F s(s(0)+0)=s(s(0)) PPS(8)
10.  Fs(0) + s(0) = s(s(0)) PT(5.,9)
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Deduktivni systémy
Deduktivni systémy

Axiomaticky systém je prikladem deduktivniho systému (nebo téz
formalniho systému).
@ postaveny vyhradné na syntaktické bazi: jazyk logiky neinterpretujeme,
provadime s nim pouze syntaktické manipulace — diikazy
@ cil: ziskat formalni teorii jako souhrn dokazatelnych formuli — teoréma
o formalni systém tvori
= jazyk + formule (symbolicky jazyk vyrokové logiky) — bez interpretaci
= odvozovaci pravidla — operace na formulich umoznujici konstrukce diikaz(
= piipadné axiomy — vychozi tvrzeni pfijimand bez dikazu; (axiomy spolu
s odvozovacimi pravidly tvofi dedukéni systém)
@ formalni systémy lze rozdélit na
= axiomatické (méné pravidel)
= predpokladové (méné axiomii)
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Deduktivni systémy

Pozadované vlastnosti formalnich deduktivnich systémii

e (pozadované) vlastnosti formalnich (axiomatickych) systém:

= korektnost (bezespornost): je dadna vybérem axiomi a odvozovacich pravidel;
systém je korektni, nelze-li v ném zaroven odvodit tvrzeni i jeho negaci. Ve
sporném systému lze odvodit cokoliv. VyZzadovéana vzdy. (Sémanticka
korektnost: existuje alespon jeden model.)

= (plnost: pfipojenim neodvoditelné véty k Gplnému systému se tento stane
spornym. Nevyzadovana vzdy — (plné jsou pouze velmi jednoduché teorie.
(Sémanticka dplnost: kazdé tvrzeni pravdivé ve std. interpretaci lze odvodit.)

= rozhodnutelnost: existence algoritmu pro ovéreni dokazatelnosti libovolné
formule. V axiom. systémech podminéna (plnosti; zpravidla splnéna pouze
pro urcité tridy formuli.

= nezdvislost axiomi: nezavisly axiom nelze odvodit z ostatnich axiomi;
zavisly axiom mize byt vypustén z dané soustavy axiomi
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Rezoluéni metoda
Rezolu¢ni metoda

Rezoluce: dalsi formalni systém

vhodna pro strojové dokazovani (Prolog)
metoda zalozena na vyvraceni: dokazuje se nesplnitelnost formuli

pracujeme s formulemi v konjuktivni normalni formé (téz klauzularnim
tvaru), ale pouzivame jinou notaci:

klauzule je kone¢nd mnozina literdld (chapana jako jejich disjunkce); je
pravdiva, pokud alespon jeden prvek je pravdivy. Prazdna klauzule O je
vzdy nepravdivd — neobsahuje Zadny pravdivy prvek.

Priklad klauzule: {p,—q,r} (tj. pV =gV r)

formule je (ne nutné kone¢nd) mnozina klauzuli (chdpana jako jejich
konjunkce, tedy nkf); je pravdiva, je-li kazdy prvek pravdivy. Prazdna
formule () je vzdy pravdivd — neobsahuje Zadny nepravdivy prvek.
Priklad formule: {{—q},{-p,q},{p,q,r}} (.
~qA(=pVq@)A(pVaqVr))
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Rezoluéni metoda
Rezolu¢ni pravidlo

e rezoluéni pravidlo: necht C; = {p} U Cj, o = {—-p} U C} jsou klauzule,
jejich rezolventou je C = C] U G5 (rezolvovali jsme na literdlu p)

@ rezoluéni pravidlo zachovava splnitelnost (lib. valuace spliujici C; a G,
spliuje i C; klauzule Cy, G, oznalujeme jako rodi¢e, C jako potomka)

@ rezolu¢ni dikaz klauzule C z formule S je kone¢na posloupnost klauzuli
C1, G, ..., Cy kde C, = C a kazdé C; je bud prvkem S, nebo
rezolventou klauzuli C;, C pro j, k < i. Existuje-li tento dilkaz, je C
rezolu¢né dokazatelnd z S (piSeme S kg C). Odvozeni O z S je
vyvracenim S.

e priklad: dokazte C = {—q} z S = {{p,r},{—q,r}, {-p}}
G ={p,r} (prvek S), Co = {—q,—r} (prvek S),
G = {p,—q} (rezolventa Gy, G3), C4 = {—-p} (prvek S),
C = G = {—q} (rezolventa C3, C4)
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Rezoluéni metoda
Rezoluce — stromy

@ prehlednéjsi formou rezolucnich dikazl jsou stromy
@ strom rezoluéniho dikazu C z S je binarni strom T s vlastnostmi:

= kofenem T je C

= listy T jsou prvky S

= libovolny vnitini uzel C; s bezprostfednimi nésledniky C;, Cx je rezolventou
ij Ck

e priklad: strom diikazu C = {—q} z S ={{p,r},{—q,~r},{-p}}
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Rezoluéni metoda
Rezoluce — stromy

@ prehlednéjsi formou rezolucnich diikazl jsou stromy
@ strom rezolu¢niho dikazu C z S je binarni strom T s vlastnostmi:

= kofenem T je C
= listy T jsou prvky S
= libovolny vnitini uzel C; s bezprostiednimi nésledniky C;, Cy je rezolventou
Cj7 Ck
o priklad: strom dikazu C = {—q} z S = {{p, r}, {—q,~r}, {-p}}

{par} {_'q: —|’I"}

NS
{p,—q} {-pr}

NS
{—aq}

Uvod do umélé inteligence 7/12 20 / 51



Rezoluéni metoda

Priklad: Rezolu¢ni vyvraceni

e piiklad: vytvoite strom rezolucniho vyvraceni S (dokazte S - OJ), je-li

S={{p,r}{q.~r} {=q},{-p,t}, {-s}, {s, ~t}}

{p,T} {Q7_‘T} {_‘p)t} {S’_'t}
AN / AN /
{p,q} {-a} {—s} {-p, s}
/ AN
{r} {-»}
\ D /
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Rezoluéni metoda
Rezoluce — vlastnosti

@ Véta (korektnost a tplnost rezoluce): rezoluéni vyvraceni formule S
existuje pravé tehdy, kdyz je S nesplnitelna.

@ dsledek: existuje-li rezolu¢ni strom s listy z mnoZiny S a kofenem (1,
pak je S nesplnitelna

@ obecné schéma ditkazu "formule A je log. disledkem mnoziny formuli
T": vytvofime konjunkci T’ vech prvki z T, formuli T/ A —A
prevedeme do nkf a ukdzeme nkf(7' A —-A) kg O

@ vyhody pro strojové zpracovani: systematické hledani dikazu, prace
s jednoduchou datovou strukturou, jediné odvozovaci pravidlo

@ problém: strategie generovani rezolvent — prohledavany prostor miize byt

prilis velky; pt.: {{p}, {p,=q},{-p,q,r},{-p,~r}, {r}} — postup, kdy
rezolvujeme 2. a 3. klauzuli na p a vysledek poté se 4. na r, k diikazu
nevede
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Rezoluéni metoda

Zjemnéni rezoluce

@ snaha omezit prohledavany prostor
= ukoncenim prohledavani neperspektivnich cest
= urCenim poradi p¥i prochazeni alternativnich cest

e = dalsi podminky na rodiCovské klauzule nebo rezolventu v definici
rezoluce

o kazdé omezeni rezolu¢niho pravidla je korektni, ne kazdé zachovava
Gplnost.

Ptiklady moznych zjemnéni

@ vylouceni klauzuli s literdlem, ktery je ve formuli S pouze v jedné parité

@ T-rezoluce: zadna z rodicovskych klauzuli neni tautologie.
tautologie obsahuje tyz literdl v obou paritach napf. {p,—q,—p, r}

@ necht A je libovolna interpretace, A-rezoluce (sémanticka rezoluce) je
rezoluce, kde alespon jedna z rodi¢ovskych klauzuli je v A nepravdiva.
(Budou-li rodi¢e v dané valuaci pravdivi, bude v ni pravdivy i potomek — touto cestou

k nesplnitelnosti nedojdeme. A-rezoluce je korektni a Gplna.)
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Rezoluéni metoda
Unifikace — motivace

@ sméfujeme k rezoluci v predikatové logice:
= formule umime reprezentovat v konjunktivni pnf odpovidajici klauzularni
formé (V nepiSeme, ale predpokladdme univerzalni kvantifikaci vSech
proménnych)
= literaly nyni predstavuji atomické formule a jejich negace
= z{stava jediny problém: jak instanciovat proménné, aby bylo mozné pouzit
rezoluéni pravidlo
o priklad: méjme klauzule G; = {P(f(x)),~Q(a,x)} a
G, = {—P(f(g(a)))}; nahradime-li x termem g(a), ziskdme rezolventu
{=Q(a,5(2))}
poznamka: C; odpovida formuli Vx(P(f(x)) V =Q(a, x)), takze mizeme
pouzit libovolnou instanci

@ obecné fesi uvedeny problém se substitucemi proménnych unifikace
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Rezoluéni metoda
Substituce

@ kone¢na substituce ¢ je kone¢nd mnozina {x1/t1,x2/t2, ..., Xn/tn}, kde
vSechna x; jsou vzajemné rlizné proménné a kazdé t; je term riizny od
x;. Jsou-li vSechna t; uzavrené termy, jedna se o uzavrenou substituci.
Pokud jsou t; proménné, oznaCujeme ¢ jako pfejmenovani proménnych.

@ oznacme libovolny term nebo literdl jako vyraz E; pak E¢ je vysledek
nahrazeni vSech vyskytl vSech x; odpovidajicimi termy t; (obdobné pro
mnoziny vyrazi)

@ poznamka: substituce proménnych probihaji paralelné, ne postupné

e priklad:

S ={f(x,8(y)),~P(y,x),Qly,z,a)}
6= {x/h(y).y/g(2).2/c}
5¢ = {f(h(y), g(8(2))), ~P(&(2), h(y)), Q(g(2), ¢, a)}

Uvod do umélé inteligence 7/12 25 /51



Rezoluéni metoda

Kompozice substituci

@ kompozice substituci
o={x1/t1,....xn/tn} a v ={y1/s1,...,¥Ym/Sm} je mnoZzina
o = {x1/t1, ..., Xn/tatb, y1/S1, .., Ym/Sm} beze viech x;/t;1, pro
kterd x; = tjb, a viech y;j/sj,y; € {x1,...,xn}
@ pro prazdnou substituci € a libovolnou substituci ¢ plati e = €p = ¢
@ pro libovolny vyraz E a substituce ¢, v, o plati (E¢)y = E(¢1)) a
(pv)o = (Vo)
e priklad:
S= {f(Xag(y))7 —'P(y,X), Q(Ya Z, a)}
={x/h(y).y/w,z/g(w,y)}, = {x/a,y/f(b),w/y}
o = {x/h(f(b)),z/g(y,f(b)),w/y}
5¢ = {f(h(y),&(w)), =P(w, h(y)), Q(w,g(w,y),a)}
S(o) = (So)y =
{f(h(f(b)),g(y)), ~P(y, h(f(b))), Ry, &(y, f(b)),a)}

Uvod do umélé inteligence 7/12 26 / 51



Rezoluéni metoda
Unifikace

@ substituci ¢ nazveme unifikdtorem mnoziny S = {E;, ..., Ex}, pokud
Ei¢p = Exp=--- = E, ¢, tedy v pFipadé, Ze S¢ ma jediny prvek.
Existuje-li unifikdtor mnoziny, oznacime ji jako unifikovatelnou.

o priklady:

1. {P(x,3), P(b, )}, {P(F(x), 2), P(a, )}, {P(x, ), ~P(a, W)},
{P(x,y,z),P(a, b)},{R(x), P(x)} nejsou unifikovatelné

2. unifikdtorem {P(x,c), P(b,c)} je ¢ = {x/b}; Zadny jiny neexistuje

3. unifikdtorem {P(f(x),y), P(f(a), w)} mize byt ¢ = {x/a,y/w}, ale také
Y =1{x/a,y/a,w/a}, c = {x/a,y/b,w/b} atd.

e unifikdtor ¢ mnoziny S je nejobecnéjsim unifikdtorem (mgu) S, pokud
pro libovolny unifikator ¢» mnoziny S existuje substituce A takova, Ze
PA =1

e priklad: v bodu 3. predchoziho pfikladu je mgu ¢, odpovidajici
substituce A\ pro unifikatory 1 resp. o je {w/a} resp. {w/b}
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Rezoluéni metoda
Rozdil mezi vyrazy

@ poznamka: pro unifikovatelné mnoziny existuje jediny mgu (az na
prejmenovani proménnych)

@ méjme mnozinu S vyrazi. Najdeme prvni (nejlevéjsi) pozici, na které
nemaji vSechny prvky S stejny symbol. Rozdil D(S) mezi vyrazy pak
definujeme jako mnozZinu podvyrazi vsech E € S zalinajicich na této
pozici.

Poznamka: kazdy unifikator S nutné unifikuje i D(S).

o priklady:

+ S = {f(x.g(x)), f(h(y). g(h(2))}
D(S1) = {x, h(y)}
T1 = Si{x/h(y)} = {f(h(y), g(h(y))), f(h(y), g(h(z))}
D(Ty) ={y,z}
= 5 = {f(h(x), g(x)), f(g(x), f(x))}
D(S2) = {h(x), g(x)}
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Rezoluéni metoda
Unifikacni algoritmus

unifikaéni algoritmus pro mnozinu vyraz S
@ krok 0: Sp:=S5,¢9 := ¢
@ krok k + 1:

= je-li Sk jednoprvkova, ukonéi algoritmus s vysledkem
mgu(S) = ¢op192 - - - Pk

= jinak, pokud v D(Sk) neni proménnd v a term t, ktery ji neobsahuje, ukond&i
algoritmus s vysledkem neexistuje mgu(5)

= jinak vyber takovou proménnou v a term t, ktery neobsahuje v,
Ok+1 := {v/t}, Ski1 := Skdr+1 a pokraéuj krokem k + 2

Algoritmus skon¢i korektné pro libovolnou mnozinu vyrazi S.
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Unifikace — priklad

Najdéte nejobecnéjsi unifikator mnoziny

= {P(f(y,&(2)), h(b)), P(f(h(w), g(a)), x), P(f(h(b), &(2)), y)}
1. So = S neni jednoprvkova; D(So) = {y, h(w), h(b)}, vyberme ze dvou

moznosti ¢1 = {y/h(w)}, S1 = Spp1 =

{P(f(h(w),&(z2)), h(b)), P(f(h(w), g(a)), x), P(f(h(b), &(2)), h(w))}
2. ( ) {W> b}a $2 = {W/b}752 =512 =

{P(f(h(b),g(z)), h(b)), P(f(h(b), g(a)),x), P(f(h(b),&(z)), h(b))}
3. D(S2) ={z,a},¢3 ={z/a}, 53 = Sop3 =

{P(f(h(b),g(a)), h(b)), P(f(h(b),g(a)),x), P(f(h(b),&(a)) h(b))}
4. D(S3) )

{P(f(h )

{h(b),x}, ¢ = {x/h(b

= b, Su = S3u =
(b),&(a)), h(b)), P(f(h(b

,&(a)), h(b)), P(f(h(b), g(a)), h(b))}

5. mgu(S) = {y/h(w)}{w/b}{z/a}{x/h(b)} =
{y/h(b),w/b,z/a,x/h(b)}




Rezoluce v predikatové logice
Rezoluce v predikatové logice

@ metoda zalozena na vyvraceni, pracujeme s formulemi ve Skolemové
normalni formé, kvantifikatory nepiSeme

@ jako ve vyrokové logice: formuli
VxVy((P(x,f(x)) V=Q(y)) A (—R(f(x)) V—=Q(y))) reprezentujeme
jako {{P(x,(x)),~Q(y)} {~R(f(x)), ~Q(y)}}

Standardizace proménnych

@ proménné chapeme jako lokalni v dané klauzuli (pozn.:
Vx(A(x) A B(x)) < (YxA(x) A VxB(x)) < (YxA(x) AYyB(y)))

@ mezi stejnymi proménnymi v riiznych klauzulich neni zddnd vazba

@ standardizace proménnych: prejmenujeme proménné v rlznych
klauzulich tak, aby v nich Zadné stejné pojmenované proménné
nevystupovaly

@ standardizace proménnych je nezbytna, pfiklad:
{{P(x)},{=P(f(x))}} je nesplnitelnd < bez pfejmenovani P(x) a
P(f(x)) nezunifikujeme < a bez unifikace nemtzZeme rezolvovat
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Rezoluce v predikatové logice

Rezolu¢ni pravidlo pro predikatovou logiku

@ rezolu¢ni pravidlo pro predikatovou logiku: méjme klauzule C; a G bez
spole¢nych proménnych (po pfipadném prejmenovani) ve tvaru
G = G U{P(X),...,P(X,)}, G =CU{=P(a),...,~P(Vm)}. Jeli
¢ mgu mnoziny {P(x1),...,P(Xn), P(¥1), ..., P(¥m)}, pak rezolventou
CaGje C{(ﬁ U C£¢

@ rezolu¢ni diikazy a rezolu¢ni vyvraceni definujeme stejné jako ve
vyrokové logice, pouze pouzivame rezolu¢ni pravidlo pro predikatovou
logiku:
= rezoluéni diikaz C z S je binarni strom s listy z S a kofenem C, jehoZ kazdy

vnitfni uzel je rezolventou svych bezprostfednich naslednikd,

= rezolu¢ni vyvraceni S je rezoluéni dikaz 0z S
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Rezoluce v predikatové logice
Rezolventa — priklady |

P¥. 1: rezolvujeme klauzule {P(x,a)} a {-P(x,x)}

@ prejmenujeme proménné napf. v prvni klauzuli: {P(x1, a)}
o mgu({P(x1,a), P(x,x)}) = {x1/a, x/a}

@ rezolventa O

P¥. 2: rezolvujeme klauzule {P(x,y),—R(x)} a {=P(a, b)}

o mgu({P(x,y), P(a,b)}) = {x/a,y/b}
@ aplikujeme mgu na {—R(x)}

@ rezolventa {—R(a)}
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Rezoluce v predikatové logice

Rezolventa — priklady Il

PY. 3: rezolvujeme klauzule G; = {Q(x), ~R(y), P(x,y), P(f(z),f(z))} a
G = {=N(u), ~R(w), ~P(F(3), F(a)), ~P(F(w), F(w))}
@ vybereme mnozinu literall, na kterych budeme rezolvovat
{P(x,y), P(f(2),f(2)), P(f(a), (a)), P(f(w), f(w))}
o jeji mgu ¢ = {x/f(a),y/f(a),z/a,w/a}
o (1 ={Q(x),~R(y)}, Gé ={Q(f(a)), ~R(f(a))}
o G ={-N(u),~R(w)}, G¢é ={-N(u),~R(a)}
@ vyslednd rezolventa Ci¢ U Ciop = {Q(f(a)), ~R(f(a)), ~N(u),~R(a)}

Uvod do umélé inteligence 7/12 34 /51



Rezoluce v predikatové logice
Rezolu¢ni dikazy

@ obecné schméma dikazu ,A je disledkem mnoZiny formuli T': vSechny
prvky T a —A prevedeme do klauzularni formy, dokazujeme
nesplnitelnost jejich sjednoceni

@ poznamka: pri jednom rezolu¢nim kroku musime byt schopni odstranit
nékolik literald zarover (pokud bychom v nasledujicim p¥ikladu
rezolvovali vzdy pouze na jediném literalu, mnozinu rezolu¢né
nevyvratime)

o priklad: ukazte rezoluéni vyvraceni {{P(x), P(y)}, {-P(x1),7P(y1)}}

{P(z),P(y)} {=P(x1),~P(y1)}

z/y1,y/Y1,¢1/Y1 x/y1,y/91,21/91
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Rezoluce v predikatové logice
Rezoluéni dikaz — priklad |

Z predpokladu reflexivity ¥xP(x, x) a vlastnosti
VxVyVz((P(x,y) A P(y,z)) = P(z,x)) dokazte symetrii
VxVy(P(x,y) = P(y, x)).

o prevedeme predpoklady do klauzuldrniho tvaru:
S1={{P(x;x)}}
S = {{=P(x,y),=P(y, z), P(z,x)}}

@ dokazovanou formuli negujeme:
Ix3y(P(x,y) A =P(y, x)),
prevedeme do klauzularniho tvaru (pfes Skolemovu nf):
P(a,b) A —P(b, a)
S ={{P(a,0)},{~P(b,a)}}

@ dokazujeme nesplnitelnost S; U S U S
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Rezoluce v predikatové logice
Rezolucni dikaz — priklad Il

@ dokazujeme nesplnitelnost mnoZziny klauzuli

{{P(X7X)}v{_'P(Xa)/)>_‘P(YaZ)aP(Zax)}7{P(a> b)}v{_"D(bv a)}}

@ strom rezoluéniho vyvraceni (jeden z moznych):

{=P(z,v), ~P(y, 2), P(z,2)} {P(a,b)}

{P(z,z)} {=P(b,a)}

z/a,y/b z/a,y/b

{—=P(b,2), P(z,a)}

xz/b \
z/b

{=P(,0)}

o

[m}
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Rezoluce v predikatové logice
Rezoluce — vlastnosti

@ stejné jako ve vyrokové logice je rezoluce v predikatové logice korektni a
aplna

@ stejny problém jako ve vyrokové logice: strategie generovani rezolvent
(prili$ velky prohledavany prostor)

@ Ize pouzit vSechny metody zjemnéni uvedené pro vyrokovou logiku
(T-rezoluce, sémanticka rezoluce atd.)

@ uvedeme pouze priklady variant rezoluce postupné sméftujicich
k SLD-rezoluci (pouzivané téz v Prologu)
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Rezoluce v predikatové logice
Linearni rezoluce

@ linearni struktura dlikazu, rezolvujeme vzdy predchozi rezolventu
s klauzuli z vyvracené mnoziny nebo d¥ive odvozenou rezolventou;
korektni a uplna

@ priklad: linearni rezolucni vyvraceni mnoziny

{{P(X7X)}7{_'P(XvY)v_‘P(Y7Z)7'D(Z’X)}?{P(aa b)}7{_'P(b7 a)}}
{=P(z,y),~P(y,2), P(z,z)}  {P(a,b)}

z/a,y/b //my/b

{=P(b,2), P(z,a0)} {-P(b,a)}

2/b

{=P(b,0)} {P(z, 2)}

z/b
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Rezoluce v predikatové logice
Hornovy klauzule

@ omezeni na urdity typ klauzuli pouzivanych v programovacim jazyce
Prolog

@ Hornova klauzule je klauzule s nejvySe jednim pozitivnim literdlem.
Priklad: C = {p, ~q,—r}
Bézny zapis ve vyrokové logice p V —q V —r Ize ekvivalentnimi Gpravami
prevést na pV —(g A r) a dale na p < g A r, coz v Prologu zapisujeme
P :-q, r.

e typy Hornovych klauzuli:
— programové s pravé jednim pozitivnim literdlem dale délime na
* fakta bez negativnich lit. (pf.: {p}, v Prologu p.)
* pravidla s alespori jednim negativnim lit. (pf.: {p,—q}, p :- q.)
— cile bez pozitivniho literdlu (pf.: {-p}, := p. resp. 7= p.)

@ Kazda nesplnitelnd mnozina neprazdnych Hornovych klauzuli musi
obsahovat alespon jeden fakt a alespon jeden cil.
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Rezoluce v predikatové logice
Ll-rezoluce a LD-rezoluce

Ll-rezoluce - linearni rezoluce zaéinajici cilovou klauzuli (Z&dny pozitivni
literal), rezolvujeme vzdy predchozi rezolventu (vyhradné) s klauzuli

z vyvracené mnoziny. Korektni, obecné neni Gplna; Gplnd pro Hornovy
klauzule.

@ LD-rezoluce vychazi z Ll-rezoluce, sméfujeme k implementaci

@ pracujeme vyhradné s Hornovymi klauzulemi (nejvyse jeden pozitivni

literal)

klauzule nahradime usporadanymi klauzulemi; zména notace

z {P(X)7 ﬁR(X’ f(y))v ﬁQ(a)} na ['D(X)v ﬁR(Xv f()’))v ﬁQ(a)]
rezoluce pro usporadané klauzule v predikatové logice: méjme
usporadané klauzule bez spole¢nych proménnych (po pfipadném
prejmenovani)

G = [—\Al7 —\AQ, ceey —\An] a

H= [Bo, -By,—B,, ..., ﬁBm],

rezolventou G a H pro ¢ = mgu(By, A;) bude usporadana klauzule
[~A10, Axd, ..., ~Ai_16, ~Bid, ~Ba, ..., Bmd, ~Ai1160, ..., And|
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Rezoluce v predikatové logice
Netplnost LI-rezoluce

{—p, —q} {p, —q}
|
{—q} {p.q}
|
{pr} {—-p, q}
-
{aq} {p, —q}
|

{pr} {—p, q}
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Rezoluce v predikatové logice
LD-rezoluce: priklad

@ LD-rezolu¢ni vyvraceni mnoziny usporadanych klauzuli
{[P(va)]v [P(Z7X)7 _‘P(va)ﬂ _'P()@Z)]: [P(a, b)]7 [—|P(b, 3)]}

[_‘P(bx a)] [P(z,w),—\P(x,y),—\P(y,z)]

[+P(a,y),~P(y,0)] [P(a,b)]

y/a

Uvod do umélé inteligence 7/12 43 /51



Rezoluce v predikatové logice
SLD-rezoluce

@ pomoci selekéniho pravidla algoritmizuje vybér literdlu z cilové klauzule,
na kterém se bude rezolvovat

@ SLD-rezoluce (s libovolnym selekénim pravidlem) je korektni a Gplna pro
Hornovy klauzule

@ budeme pouzivat selekéni pravidlo, které vybird nejlevéjsi literal

@ generovani rezolvent pro uvedené pravidlo:
G =[-A1, A, ..., 0AL,
H= [Bo, -B1,—Bo,..., ﬁBm],
rezolventou G a H pro ¢ = mgu(By, A1) je
[-B1¢, 7B, ..., Bmop, ~A20, ..., And]
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Rezoluce v predikatové logice
SLD-rezoluce: priklad

o priklad: SLD-rezolu¢ni vyvraceni se zvolenym selekénim pravidlem

Vv

[#P(b,0)]  [P(z z),~P(z,9), ~P(y,2)]

z/a,z/b
4 //b

[=P(a,y), ~P(y,b)]  [P(a,b)]

@ srovnani s LD-rezoluci: ve druhém kroku musime rezolvovat na =P(a, y)
(v LD-rezoluci bylo mozné vybrat libovolny z literdld —P(a, y), ~P(y, b))
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Rezoluce v predikatové logice
SLD-rezoluce: vyznam

@ mame mnozinu programovych klauzuli P a cilovou klauzuli
G = [FALR). ..., ~An(X)]

e dokazujeme nesplnitelnost P U {G}, tj. P A VX(—A1(X) V...V =AL(X))

@ uvedena nesplnitelnost je ekvivalentni P - —G, tj.
PE3X(A1(X) A ... ANAp(X))

@ zadanim cile G tedy chceme zjistit, zda existuji néjaké objekty (pfipadné
jaké), které na zakladé P spliiuji formuli A1(X) A ... A Ap(X)

o aplikujeme-li kompozici vSech mgu postupné pouzitych pri
SLD-odvozeni na jednotlivé proménné vektoru X, ziskdme konkrétni
priklady zminénych objekti (termd) spliujicich danou formuli
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Rezoluce v predikatové logice
SLD-stromy

Prostor vSech moznych SLD-derivaci p¥i vyhodnocovani daného cile G pro
program P dokdZeme zachytit SLD-stromem.

Priklad:
1. [P(x.¥),=Q(x,2),mR(z,y)] 5. [Q(x,a),mR(a,x)] 9. [S(x),~T(x,x)]
2. [P(x,x),~S(x)] 6. [R(b,a)] 10. [T(a,b)]
3. [Q(x,b)] 7. [S(x),~T(x,a)] 11. [T(b,a)]
4. [Q(b,a)] 8. [S(x),~T(x,b)] cil: [=P(x,x)]

Na néasledujicim slidu Cislo hrany odpovida pofadovému dislu klauzule,
ktera je druhym rodi¢em.
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Rezoluce v predikatové logice
SLD-stromy

[~P(z.2)] -
[-Q(z, [ﬂs
[-R(b,z)] [~R(a,b)[-R(a,z),R [T (z,0)] [T(z,b)] [T(z,z)]
6| | | 1| o
o [z/a) nelspéch nedspéch o [z/b] o [z/a] nedspéch
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Logické programovani
Logické programovani

strategie prohledavani stavového prostoru (SLD-stromu) do hloubky
vybér programovych klauzuli shora doli

vybér podcilii zleva doprava (viz selekéni pravidlo v SLD rezoluci)

silné vyuziva rekurzi

historie: 70. I. 20. stol. — Colmerauer, Kowalski; D.H.D. Warren (WAM)
jazyk Prolog
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Logické programovani
SLD-odvozeni pro logicky program

Ptirozena ¢isla s nulou 0 e NAVX : (X +1)e N<= X e N)
+1—5()

natural0(0).
natural0(s(X)) :- natural(X).

= num(s(s(0)) num(s(X)), = num(X)
X/SA /
= num(s(0)) num(s(X)),— num(X)
= num(0) num(0) = num(0, num(0)
[m] O
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Logické programovani

Priklad: Scitani dvou Cisel

X+Y=Z

VXX +0=X
VXVYVZ : X+ (Y+1)=(Z+1)«X+Y =2

Peanova aritmetika: 1 = s(0), 2 = s(s(0)), s(Y) odpovida Y + 1

plus1(X,0,X).
plus1(X,s(Y),s(2)) :- plus1(X,Y,Z).
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