
Skolemizace. Důkazové systémy.
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Skolemizace

Skolemovy normálńı formy. Skolemizace

p̌revod formuĺı na formule bez existenčńıch kvantifikátor̊u v jazyce, který
je rozš́ı̌ren o tzv. Skolemovy funkce; zachovává splnitelnost
idea p̌revodu: formuli ∀x1 . . . ∀xn∃yP(x1, . . . , xn, y)
transformujeme na ∀x1 . . . ∀xnP(x1, . . . , xn, f (x1, . . . , xn))
p̌ŕıklad: mějme celá č́ısla s +. Formuli ∀x∃y(x + y = 0) p̌revedeme na
∀x(x + f (x) = 0). Interpretace f – unárńı funkce, která pro daný
argument vrát́ı opačné č́ıslo.
Skolemova normálńı forma je prenexová normálńı forma pouze
s univerzálńımi kvantifikátory.
Věta: každou formuli A lze p̌revést na takovou formuli A′ ve Skolemově
normálńı formě, že A je splnitelná právě když A′ je splnitelná.
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Skolemizace

Algoritmus p̌revodu do Skolemovy nf

1. p̌revést formuli do prenexové konjunktivńı nf
2. provést Skolemizaci: odstranit všechny existenčńı kvantifikátory a

nahradit jimi vázané proměnné pomocnými Skolemovými funkcemi

p̌ŕıklad 1: p̌reved’te do Skolemovy nf formuli
∀x∃y¬(P(x , y) ⇒ ∀zR(y)) ∨ ¬∃xQ(x)
1. ∀x1∃y∀x2((P(x1, y) ∨ ¬Q(x2)) ∧ (¬R(y) ∨ ¬Q(x2)))
2. ∀x1∀x2((P(x1, f (x1)) ∨ ¬Q(x2)) ∧ (¬R(f (x1)) ∨ ¬Q(x2)))
p̌ŕıklad 2: p̌reved’te do Skolemovy nf následuj́ıćı formuli v pnf
∀x∃y∀z∃w(P(x , y) ∨ ¬Q(z ,w))
2. ∀x∀z(P(x , f1(x)) ∨ ¬Q(z , f2(x , z)))
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Skolemizace

Herbrandova věta I

motivace: hledáme snazš́ı prosťredky k určeńı, zda daná množina formuĺı
je splnitelná
pracujeme s množinou S formuĺı ve Skolemově nf (univerzálńı
kvantifikátory se často p̌ri zápisu vynechávaj́ı), jej́ımi konstantami
(alespoň jedna, p̌ŕıp. p̌ridaná mimo S), funkčńımi a predikátovými
symboly
Herbrandovo univerzum U(S) je množina všech uzav̌rených termů, které
lze utvǒrit z konstant a funkčńıch symbol̊u z S (tzv. základńı termy)
p̌r.: pro S = {P(f (0))} je U(S) = {0, f (0), f (f (0)), f (f (f (0))), . . . }
Herbrandova báze B(S) je množina všech atomických formuĺı, které lze
vytvǒrit nad prvky U(S);
B(S) = {P(t1, . . . , tn)|ti ∈ U(S),P je predik. symbol figuruj́ıćı v S}
p̌r.: pro S = {P(f (0))} je B(S) = {P(0),P(f (0)),P(f (f (0))), . . . }
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Skolemizace

Herbrandova věta II

Herbrandova interpretace je libovolná podmnožina báze B(S) zahrnuj́ıćı
ty aplikace predikát̊u na prvky univerza, které jsou pravdivé
Poznámka: s funkcemi a konstantami lze pracovat i nadále pouze na
symbolické úrovni
Herbrandův model M(S) množiny S je taková Herbrandova interpretace,
ve které jsou všechny formule z S pravdivé
Herbrandova věta: bud’ existuje Herbrandův model S nebo existuje
konečně mnoho uzav̌rených instanćı prvk̊u S, jejichž konjunkce neplat́ı
slabš́ı tvrzeńı: S je splnitelná právě tehdy, když existuje jej́ı Herbrandův
model
závěr: k rozhodnut́ı o splnitelnosti množiny již nepoťrebujeme brát
v úvahu všechny možné interpretace, stač́ı pracovat pouze se
,symbolickými‘ Herbrandovými interpretacemi
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Skolemizace

Herbrandovy modely – p̌ŕıklady

Př́ıklad 1: S = {P(0),P(s(x)) ∨ ¬P(x)} (p̌redp. ∀ kvantifikovány)
U(S) = {0, s(0), s(s(0)), s(s(s(0))), . . . }
B(S) = {P(0),P(s(0)),P(s(s(0))),P(s(s(s(0)))), . . . }
M(S) = B(S) (minimálńı Herbrandův model je celá báze)
poznámka: P vyjaďruje vlastnost ,být korektńı p̌rirozené č́ıslo‘ (pomoćı
následńık̊u nuly)

Př́ıklad 2: S ′ = {P(0),P(s(x)) ∨ ¬P(x),R(x , s(x)) ∨ ¬P(x)}
U(S ′) = {0, s(0), s(s(0)), s(s(s(0))), . . . } (stejné jako pro S)
B(S ′) = {P(0),P(s(0)),P(s(s(0))),P(s(s(s(0)))), . . . ,

R(0, 0),R(0, s(0)),R(s(0), 0),R(s(0), s(0)), . . . }
M(S ′) = {P(0),P(s(0)),P(s(s(0))),P(s(s(s(0)))), . . . ,

R(0, s(0)),R(s(0), s(s(0))),R(s(s(0)), s(s(s(0)))) . . . }
poznámka: P je stejné jako pro S, R(x , y) reprezentuje binárńı vlastnost
,y je následńıkem x ‘ (resp. ,x je p̌redchůdcem y ‘)
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Axiomatické systémy

Axiomatický systém pro výrokovou logiku

jazyk: stejný jako jazyk výrokové logiky; primárně použ́ıváme systém
spojek {⇒,¬}, ostatńı spojky jsou chápány jako zkrácené zápisy:
A ∧ B =df ¬(A ⇒ ¬B),A ∨ B =df ¬A ⇒ B,
A ⇔ B =df (A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A)
axiomy (resp. schémata axiomů; A,B,C jsou formule):
A1 A ⇒ (B ⇒ A)
A2 (A ⇒ (B ⇒ C)) ⇒ ((A ⇒ B) ⇒ (A ⇒ C))
A3 (¬B ⇒ ¬A) ⇒ (A ⇒ B)
odvozovaćı (inferenčńı) pravidlo modus ponens (MP) (pravidlo
odloučeńı): jsou-li z axiomů dokazatelné (odvoditelné) formule A a
A ⇒ B, pak je dokazatelná i B. Zapisujeme též

A A ⇒ B
B
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Axiomatické systémy

Př́ıklad

důkaz A: konečná posloupnost formuĺı, jej́ıž každý člen je axiom nebo
důsledek MP, jehož p̌redpoklady jsou mezi p̌redchoźımi členy, a posledńı
člen je formule A. Je-li A dokazatelná, ṕı̌seme ⊢ A.
p̌ŕıklad: dokažte ⊢ A ⇒ A (vpravo jsou komentá̌re k jednotlivým
krok̊um)

1. ⊢ A ⇒ ((A ⇒ A) ⇒ A) A1
2. ⊢ (A ⇒ ((A ⇒ A) ⇒ A)) ⇒ ((A ⇒ (A ⇒ A)) ⇒ (A ⇒ A)) A2
3. ⊢ (A ⇒ (A ⇒ A)) ⇒ (A ⇒ A) MP(1,2)
4. ⊢ A ⇒ (A ⇒ A) A1
5. ⊢ A ⇒ A MP(3,4)
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Axiomatické systémy

Axiomatický systém predikátové logiky I

použ́ıváme spojky {⇒,¬} a kvantifikátor ∀. Ostatńı spojky jsou
chápány jako zkratky uvedené ve výr. logice, resp. ∃xA =df ¬∀x¬A
axiomy pro spojky (A,B,C jsou formule) – shodné s výr. logikou:
A1 A ⇒ (B ⇒ A)
A2 (A ⇒ (B ⇒ C)) ⇒ ((A ⇒ B) ⇒ (A ⇒ C))
A3 (¬B ⇒ ¬A) ⇒ (A ⇒ B)
axiomy pro ∀:
A4 ∀xA ⇒ A(x/t)
A5 ∀x(A ⇒ B) ⇒ (A ⇒ ∀xB),A neobsahuje volně x
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Axiomatické systémy

Axiomatický systém predikátové logiky II

axiomy pro rovnost:
A6 x = x
A7 (x = y) ⇒ (f (x1, . . . , xi−1, x , xi+1, . . . , xn) =

f (x1, . . . , xi−1, y , xi+1, . . . , xn))
A8 (x = y) ⇒ (P(x1, . . . , xi−1, x , xi+1, . . . , xn) =

P(x1, . . . , xi−1, y , xi+1, . . . , xn))
odvozovaćı pravidla:
• modus ponens (MP, stejné s výr. logikou): z A a A ⇒ B odvod́ıme B pro

libovolné formule A,B
• generalizace (PG): z A odvod́ıme ∀xA
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Axiomatické systémy

Axiomatický systém: p̌ŕıklad

Př́ıklad: důkaz z p̌redpokladu. Ukažte, že pokud je dokazatelná formule
A ⇒ B a proměnná x neńı volná v A, pak je dokazatelná i formule
A ⇒ ∀xB.
1. ⊢ A ⇒ B p̌redpoklad
2. ⊢ ∀x(A ⇒ B) PG(1)
3. ⊢ ∀x(A ⇒ B) ⇒ (A ⇒ ∀xB) A5
4. ⊢ A ⇒ ∀xB MP(2,3)
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Axiomatické systémy

Vlastnosti axiomatického systému

Věta (korektnost a úplnost): A je dokazatelná právě tehdy, když je
pravdivá, tj. ⊢ A ⇔ |= A
Důkaz: ⇒ (korektnost): ově̌ŕıme, že axiomy jsou tautologie a jsou-li
p̌redp. MP tautologie, pak i důsledek je tautologie (tabulky, věta
o implikaci)
⇐ (úplnost): složitěǰśı, na základě pomocných tvrzeńı (lemma o
neutrálńı formuli a lemma o odvozeńı z atomických komponent)
Pozn.: věta vystihuje vztah mezi syntax́ı a sémantikou výr. logiky
rozhodnutelnost: neexistuje systematická procedura (jde sṕı̌se
o ”hádáńı”jednotlivých krok̊u důkazu), nevhodné pro strojové
zpracováńı. Dokazováńı lze zjednodušit pomoćı dokazatelnosti
z p̌redpokladů a syntaktické věty o dedukci (T ,A ⊢ B ⇔ T ⊢ A ⇒ B).
axiomy jsou nezávislé (žádný nelze odvodit ze zbývaj́ıćıch dvou)
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Axiomatické systémy

Využit́ı axiomatického systému: teorie

teorie: množina uzav̌rených formuĺı T, model teorie T: interpretace,
v ńıž je každá formule z T pravdivá

Př́ıklad: teorie elementárńı aritmetiky (0, unárńı funkce následńık s, binárńı
+, ∗)

Ax1 ∀x¬(s(x) = 0)
Ax2 ∀x(x + 0 = x)
Ax3 ∀x∀y(x + s(y) = s(x + y))
Ax4 ∀x(x ∗ 0 = 0)
Ax5 ∀x∀y(x ∗ s(y) = (x ∗ y) + x)
pomocná odvozovaćı pravidla:
(PS) je-li ⊢ x = y , pak ⊢ y = x (symetrie =)
(PT) je-li ⊢ x = y a ⊢ y = z , pak ⊢ x = z (tranzitivita =)
(PPS) je-li ⊢ x = y , pak ⊢ s(x) = s(y) (p̌ridáńı s)
(PVS) je-li ⊢ s(x) = s(y), pak ⊢ x = y (vypuštěńı s)
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Axiomatické systémy

Teorie: p̌ŕıklad důkazu

Př́ıklad: dokažte v teorii elementárńı aritmetiky s(0) + s(0) = s(s(0)).
1. ⊢ ∀x∀y(x + s(y) = s(x + y)) Ax3
2. ⊢ (∀x∀y(x + s(y) = s(x + y))) ⇒

(∀y(s(0) + s(y) = s(s(0) + y))) A4
3. ⊢ ∀y(s(0) + s(y) = s(s(0) + y)) MP(1,2)
4. ⊢ (∀y(s(0) + s(y) = s(s(0) + y))) ⇒

(s(0) + s(0) = s(s(0) + 0)) A4
5. ⊢ s(0) + s(0) = s(s(0) + 0) MP(3,4)
6. ⊢ ∀x(x + 0 = x) Ax2
7. ⊢ (∀x(x + 0 = x)) ⇒ (s(0) + 0 = s(0)) A4
8. ⊢ s(0) + 0 = s(0) MP(6,7)
9. ⊢ s(s(0) + 0) = s(s(0)) PPS(8)

10. ⊢ s(0) + s(0) = s(s(0)) PT(5,9)
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Deduktivńı systémy

Deduktivńı systémy

Axiomatický systém je p̌ŕıkladem deduktivńıho systému (nebo též
formálńıho systému).

postaveny výhradně na syntaktické bázi: jazyk logiky neinterpretujeme,
provád́ıme s ńım pouze syntaktické manipulace – důkazy
ćıl: źıskat formálńı teorii jako souhrn dokazatelných formuĺı – teorémů
formálńı systém tvǒŕı
• jazyk + formule (symbolický jazyk výrokové logiky) – bez interpretaćı
• odvozovaćı pravidla – operace na formuĺıch umožňuj́ıćı konstrukce důkaz̊u
• p̌ŕıpadně axiomy – výchoźı tvrzeńı p̌rij́ımaná bez důkazu; (axiomy spolu

s odvozovaćımi pravidly tvǒŕı dedukčńı systém)
formálńı systémy lze rozdělit na
• axiomatické (méně pravidel)
• p̌redpokladové (méně axiomů)
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Deduktivńı systémy

Požadované vlastnosti formálńıch deduktivńıch systémů

(požadované) vlastnosti formálńıch (axiomatických) systémů:
• korektnost (bezespornost): je dána výběrem axiomů a odvozovaćıch pravidel;

systém je korektńı, nelze-li v něm zároveň odvodit tvrzeńı i jeho negaci. Ve
sporném systému lze odvodit cokoliv. Vyžadována vždy. (Sémantická
korektnost: existuje alespoň jeden model.)

• úplnost: p̌ripojeńım neodvoditelné věty k úplnému systému se tento stane
sporným. Nevyžadována vždy – úplné jsou pouze velmi jednoduché teorie.
(Sémantická úplnost: každé tvrzeńı pravdivé ve std. interpretaci lze odvodit.)

• rozhodnutelnost: existence algoritmu pro ově̌reńı dokazatelnosti libovolné
formule. V axiom. systémech podḿıněna úplnost́ı; zpravidla splněna pouze
pro určité ťŕıdy formuĺı.

• nezávislost axiomů: nezávislý axiom nelze odvodit z ostatńıch axiomů;
závislý axiom může být vypuštěn z dané soustavy axiomů
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Rezolučńı metoda

Rezolučńı metoda
Rezoluce: daľśı formálńı systém

vhodná pro strojové dokazováńı (Prolog)
metoda založená na vyvraceńı: dokazuje se nesplnitelnost formuĺı
pracujeme s formulemi v konjuktivńı normálńı formě (též klauzulárńım
tvaru), ale použ́ıváme jinou notaci:

klauzule je konečná množina literál̊u (chápaná jako jejich disjunkce); je
pravdivá, pokud alespoň jeden prvek je pravdivý. Prázdná klauzule 2 je
vždy nepravdivá – neobsahuje žádný pravdivý prvek.
Př́ıklad klauzule: {p,¬q, r} (tj. p ∨ ¬q ∨ r)

formule je (ne nutně konečná) množina klauzuĺı (chápaná jako jejich
konjunkce, tedy nkf); je pravdivá, je-li každý prvek pravdivý. Prázdná
formule ∅ je vždy pravdivá – neobsahuje žádný nepravdivý prvek.
Př́ıklad formule: {{¬q}, {¬p, q}, {p, q, r}} (tj.
¬q ∧ (¬p ∨ q) ∧ (p ∨ q ∨ r))
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Rezolučńı metoda

Rezolučńı pravidlo

rezolučńı pravidlo: necht’ C1 = {p} ⊔ C ′
1,C2 = {¬p} ⊔ C ′

2 jsou klauzule,
jejich rezolventou je C = C ′

1 ∪ C ′
2 (rezolvovali jsme na literálu p)

rezolučńı pravidlo zachovává splnitelnost (lib. valuace splňuj́ıćı C1 a C2
splňuje i C ; klauzule C1,C2 označujeme jako rodiče, C jako potomka)
rezolučńı důkaz klauzule C z formule S je konečná posloupnost klauzuĺı
C1,C2, . . . ,Cn, kde Cn = C a každé Ci je bud’ prvkem S, nebo
rezolventou klauzuĺı Cj ,Ck pro j , k < i . Existuje-li tento důkaz, je C
rezolučně dokazatelná z S (ṕı̌seme S ⊢R C). Odvozeńı 2 z S je
vyvráceńım S.
p̌ŕıklad: dokažte C = {¬q} z S = {{p, r}, {¬q,¬r}, {¬p}}
C1 = {p, r} (prvek S), C2 = {¬q,¬r} (prvek S),
C3 = {p,¬q} (rezolventa C1,C2), C4 = {¬p} (prvek S),
C = C5 = {¬q} (rezolventa C3,C4)
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Rezolučńı metoda

Rezoluce – stromy

p̌rehledněǰśı formou rezolučńıch důkaz̊u jsou stromy
strom rezolučńıho důkazu C z S je binárńı strom T s vlastnostmi:
• kǒrenem T je C
• listy T jsou prvky S
• libovolný vniťrńı uzel Ci s bezprosťredńımi následńıky Cj ,Ck je rezolventou

Cj ,Ck

p̌ŕıklad: strom důkazu C = {¬q} z S = {{p, r}, {¬q,¬r}, {¬p}}
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Rezolučńı metoda

Rezoluce – stromy
p̌rehledněǰśı formou rezolučńıch důkaz̊u jsou stromy
strom rezolučńıho důkazu C z S je binárńı strom T s vlastnostmi:
• kǒrenem T je C
• listy T jsou prvky S
• libovolný vniťrńı uzel Ci s bezprosťredńımi následńıky Cj ,Ck je rezolventou

Cj ,Ck

p̌ŕıklad: strom důkazu C = {¬q} z S = {{p, r}, {¬q,¬r}, {¬p}}
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Rezolučńı metoda

Př́ıklad: Rezolučńı vyvráceńı
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Rezolučńı metoda

Rezoluce – vlastnosti

Věta (korektnost a úplnost rezoluce): rezolučńı vyvráceńı formule S
existuje právě tehdy, když je S nesplnitelná.
důsledek: existuje-li rezolučńı strom s listy z množiny S a kǒrenem 2,
pak je S nesplnitelná
obecné schéma důkazu ”formule A je log. důsledkem množiny formuĺı
T”: vytvǒŕıme konjunkci T ′ všech prvk̊u z T, formuli T ′ ∧ ¬A
p̌revedeme do nkf a ukážeme nkf(T ′ ∧ ¬A) ⊢R 2

výhody pro strojové zpracováńı: systematické hledáńı důkazu, práce
s jednoduchou datovou strukturou, jediné odvozovaćı pravidlo
problém: strategie generováńı rezolvent – prohledávaný prostor může být
p̌ŕılǐs velký; p̌r.: {{p}, {p,¬q}, {¬p, q, r}, {¬p,¬r}, {r}} – postup, kdy
rezolvujeme 2. a 3. klauzuli na p a výsledek poté se 4. na r , k důkazu
nevede
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Rezolučńı metoda

Zjemněńı rezoluce
snaha omezit prohledávaný prostor
• ukončeńım prohledáváńı neperspektivńıch cest
• určeńım pǒrad́ı p̌ri procházeńı alternativńıch cest
= daľśı podḿınky na rodičovské klauzule nebo rezolventu v definici
rezoluce
každé omezeńı rezolučńıho pravidla je korektńı, ne každé zachovává
úplnost.

Př́ıklady možných zjemněńı
vyloučeńı klauzuĺı s literálem, který je ve formuli S pouze v jedné paritě
T-rezoluce: žádná z rodičovských klauzuĺı neńı tautologie.
tautologie obsahuje týž literál v obou paritách nap̌r. {p,¬q,¬p, r}
necht’ A je libovolná interpretace, A-rezoluce (sémantická rezoluce) je
rezoluce, kde alespoň jedna z rodičovských klauzuĺı je v A nepravdivá.
(Budou-li rodiče v dané valuaci pravdiv́ı, bude v ńı pravdivý i potomek – touto cestou
k nesplnitelnosti nedojdeme. A-rezoluce je korektńı a úplná.)
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Rezolučńı metoda

Unifikace – motivace

smě̌rujeme k rezoluci v predikátové logice:
• formule uḿıme reprezentovat v konjunktivńı pnf odpov́ıdaj́ıćı klauzulárńı

formě (∀ neṕı̌seme, ale p̌redpokládáme univerzálńı kvantifikaci všech
proměnných)

• literály nyńı p̌redstavuj́ı atomické formule a jejich negace
• z̊ustává jediný problém: jak instanciovat proměnné, aby bylo možné použ́ıt

rezolučńı pravidlo
p̌ŕıklad: mějme klauzule C1 = {P(f (x)),¬Q(a, x)} a
C2 = {¬P(f (g(a)))}; nahrad́ıme-li x termem g(a), źıskáme rezolventu
{¬Q(a, g(a))}
poznámka: C1 odpov́ıdá formuli ∀x(P(f (x)) ∨ ¬Q(a, x)), takže můžeme
použ́ıt libovolnou instanci
obecně řeš́ı uvedený problém se substitucemi proměnných unifikace
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Rezolučńı metoda

Substituce

konečná substituce ϕ je konečná množina {x1/t1, x2/t2, . . . , xn/tn}, kde
všechna xi jsou vzájemně r̊uzné proměnné a každé ti je term r̊uzný od
xi . Jsou-li všechna ti uzav̌rené termy, jedná se o uzav̌renou substituci.
Pokud jsou ti proměnné, označujeme ϕ jako p̌rejmenováńı proměnných.
označme libovolný term nebo literál jako výraz E ; pak Eϕ je výsledek
nahrazeńı všech výskyt̊u všech xi odpov́ıdaj́ıćımi termy ti (obdobně pro
množiny výraz̊u)
poznámka: substituce proměnných prob́ıhaj́ı paralelně, ne postupně
p̌ŕıklad:
S = {f (x , g(y)),¬P(y , x),Q(y , z , a)}
ϕ = {x/h(y), y/g(z), z/c}
Sϕ = {f (h(y), g(g(z))),¬P(g(z), h(y)),Q(g(z), c, a)}

Úvod do umělé inteligence 7/12 25 / 51



Rezolučńı metoda

Kompozice substitućı

kompozice substitućı
ϕ = {x1/t1, . . . , xn/tn} a ψ = {y1/s1, . . . , ym/sm} je množina
ϕψ = {x1/t1ψ, . . . , xn/tnψ, y1/s1, . . . , ym/sm} beze všech xi/tiψ, pro
která xi = tiψ, a všech yj/sj , yj ∈ {x1, . . . , xn}
pro prázdnou substituci ϵ a libovolnou substituci ϕ plat́ı ϕϵ = ϵϕ = ϕ

pro libovolný výraz E a substituce ϕ, ψ, σ plat́ı (Eϕ)ψ = E (ϕψ) a
(ϕψ)σ = ϕ(ψσ)
p̌ŕıklad:
S = {f (x , g(y)),¬P(y , x),Q(y , z , a)}
ϕ = {x/h(y), y/w , z/g(w , y)}, ψ = {x/a, y/f (b),w/y}
ϕψ = {x/h(f (b)), z/g(y , f (b)),w/y}
Sϕ = {f (h(y), g(w)),¬P(w , h(y)),Q(w , g(w , y), a)}
S(ϕψ) = (Sϕ)ψ =
{f (h(f (b)), g(y)),¬P(y , h(f (b))),Q(y , g(y , f (b)), a)}
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Rezolučńı metoda

Unifikace

substituci ϕ nazveme unifikátorem množiny S = {E1, . . . ,E2}, pokud
E1ϕ = E2ϕ = · · · = Enϕ, tedy v p̌ŕıpadě, že Sϕ má jediný prvek.
Existuje-li unifikátor množiny, označ́ıme ji jako unifikovatelnou.
p̌ŕıklady:
1. {P(x , a),P(b, c)}, {P(f (x), z),P(a,w)}, {P(x ,w),¬P(a,w)},

{P(x , y , z),P(a, b)}, {R(x),P(x)} nejsou unifikovatelné
2. unifikátorem {P(x , c),P(b, c)} je ϕ = {x/b}; žádný jiný neexistuje
3. unifikátorem {P(f (x), y),P(f (a),w)} může být ϕ = {x/a, y/w}, ale také

ψ = {x/a, y/a,w/a}, σ = {x/a, y/b,w/b} atd.
unifikátor ϕ množiny S je nejobecněǰśım unifikátorem (mgu) S, pokud
pro libovolný unifikátor ψ množiny S existuje substituce λ taková, že
ϕλ = ψ

p̌ŕıklad: v bodu 3. p̌redchoźıho p̌ŕıkladu je mgu ϕ, odpov́ıdaj́ıćı
substituce λ pro unifikátory ψ resp. σ je {w/a} resp. {w/b}
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Rezolučńı metoda

Rozd́ıl mezi výrazy

poznámka: pro unifikovatelné množiny existuje jediný mgu (až na
p̌rejmenováńı proměnných)
mějme množinu S výraz̊u. Najdeme prvńı (nejlevěǰśı) pozici, na které
nemaj́ı všechny prvky S stejný symbol. Rozd́ıl D(S) mezi výrazy pak
definujeme jako množinu podvýraz̊u všech E ∈ S zač́ınaj́ıćıch na této
pozici.
Poznámka: každý unifikátor S nutně unifikuje i D(S).
p̌ŕıklady:
• S1 = {f (x, g(x)), f (h(y), g(h(z))}

D(S1) = {x , h(y)}
T1 = S1{x/h(y)} = {f (h(y), g(h(y))), f (h(y), g(h(z))}
D(T1) = {y , z}

• S2 = {f (h(x), g(x)), f (g(x), f (x))}
D(S2) = {h(x), g(x)}
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Rezolučńı metoda

Unifikačńı algoritmus

unifikačńı algoritmus pro množinu výraz̊u S
krok 0: S0 := S, ϕ0 := ϵ

krok k + 1:
• je-li Sk jednoprvková, ukonči algoritmus s výsledkem

mgu(S) = ϕ0ϕ1ϕ2 . . . ϕk
• jinak, pokud v D(Sk) neńı proměnná v a term t, který ji neobsahuje, ukonči

algoritmus s výsledkem neexistuje mgu(S)
• jinak vyber takovou proměnnou v a term t, který neobsahuje v ,
ϕk+1 := {v/t}, Sk+1 := Skϕk+1 a pokračuj krokem k + 2

Algoritmus skonč́ı korektně pro libovolnou množinu výraz̊u S.
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Rezolučńı metoda

Unifikace – p̌ŕıklad

Najděte nejobecněǰśı unifikátor množiny
S = {P(f (y , g(z)), h(b)),P(f (h(w), g(a)), x),P(f (h(b), g(z)), y)}
1. S0 = S neńı jednoprvková; D(S0) = {y , h(w), h(b)}, vyberme ze dvou

možnost́ı ϕ1 = {y/h(w)}, S1 = S0ϕ1 =
{P(f (h(w), g(z)), h(b)),P(f (h(w), g(a)), x),P(f (h(b), g(z)), h(w))}

2. D(S1) = {w , b}, ϕ2 = {w/b},S2 = S1ϕ2 =
{P(f (h(b), g(z)), h(b)),P(f (h(b), g(a)), x),P(f (h(b), g(z)), h(b))}

3. D(S2) = {z , a}, ϕ3 = {z/a}, S3 = S2ϕ3 =
{P(f (h(b), g(a)), h(b)),P(f (h(b), g(a)), x),P(f (h(b), g(a)), h(b))}

4. D(S3) = {h(b), x}, ϕ4 = {x/h(b)},S4 = S3ϕ4 =
{P(f (h(b), g(a)), h(b)),P(f (h(b), g(a)), h(b)),P(f (h(b), g(a)), h(b))}

5. mgu(S) = {y/h(w)}{w/b}{z/a}{x/h(b)} =
{y/h(b),w/b, z/a, x/h(b)}
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Rezoluce v predikátové logice

Rezoluce v predikátové logice
metoda založená na vyvraceńı, pracujeme s formulemi ve Skolemově
normálńı formě, kvantifikátory neṕı̌seme
jako ve výrokové logice: formuli
∀x∀y((P(x , f (x)) ∨ ¬Q(y)) ∧ (¬R(f (x)) ∨ ¬Q(y))) reprezentujeme
jako {{P(x , f (x)),¬Q(y)}, {¬R(f (x)),¬Q(y)}}

Standardizace proměnných
proměnné chápeme jako lokálńı v dané klauzuli (pozn.:
∀x(A(x) ∧ B(x)) ⇔ (∀xA(x) ∧ ∀xB(x)) ⇔ (∀xA(x) ∧ ∀yB(y)))
mezi stejnými proměnnými v r̊uzných klauzuĺıch neńı žádná vazba
standardizace proměnných: p̌rejmenujeme proměnné v r̊uzných
klauzuĺıch tak, aby v nich žádné stejně pojmenované proměnné
nevystupovaly
standardizace proměnných je nezbytná, p̌ŕıklad:
{{P(x)}, {¬P(f (x))}} je nesplnitelná ⇔ bez p̌rejmenováńı P(x) a
P(f (x)) nezunifikujeme ⇔ a bez unifikace nemůžeme rezolvovat
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Rezoluce v predikátové logice

Rezolučńı pravidlo pro predikátovou logiku

rezolučńı pravidlo pro predikátovou logiku: mějme klauzule C1 a C2 bez
společných proměnných (po p̌ŕıpadném p̌rejmenováńı) ve tvaru
C1 = C ′

1 ⊔ {P(x⃗1), . . . ,P(x⃗n)}, C2 = C ′
2 ⊔ {¬P(y⃗1), . . . ,¬P(y⃗m)}. Je-li

ϕ mgu množiny {P(x⃗1), . . . ,P(x⃗n),P(y⃗1), . . . ,P(y⃗m)}, pak rezolventou
C1 a C2 je C ′

1ϕ ∪ C ′
2ϕ.

rezolučńı důkazy a rezolučńı vyvráceńı definujeme stejně jako ve
výrokové logice, pouze použ́ıváme rezolučńı pravidlo pro predikátovou
logiku:
• rezolučńı důkaz C z S je binárńı strom s listy z S a kǒrenem C , jehož každý

vniťrńı uzel je rezolventou svých bezprosťredńıch následńık̊u,
• rezolučńı vyvráceńı S je rezolučńı důkaz 2 z S
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Rezoluce v predikátové logice

Rezolventa – p̌ŕıklady I

Př. 1: rezolvujeme klauzule {P(x , a)} a {¬P(x , x)}
p̌rejmenujeme proměnné nap̌r. v prvńı klauzuli: {P(x1, a)}
mgu({P(x1, a),P(x , x)}) = {x1/a, x/a}
rezolventa 2

Př. 2: rezolvujeme klauzule {P(x , y),¬R(x)} a {¬P(a, b)}
mgu({P(x , y),P(a, b)}) = {x/a, y/b}
aplikujeme mgu na {¬R(x)}
rezolventa {¬R(a)}
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Rezoluce v predikátové logice

Rezolventa – p̌ŕıklady II

Př. 3: rezolvujeme klauzule C1 = {Q(x),¬R(y),P(x , y),P(f (z), f (z))} a
C2 = {¬N(u),¬R(w),¬P(f (a), f (a)),¬P(f (w), f (w))}

vybereme množinu literál̊u, na kterých budeme rezolvovat
{P(x , y),P(f (z), f (z)),P(f (a), f (a)),P(f (w), f (w))}
jej́ı mgu ϕ = {x/f (a), y/f (a), z/a,w/a}
C ′

1 = {Q(x),¬R(y)}, C ′
1ϕ = {Q(f (a)),¬R(f (a))}

C ′
2 = {¬N(u),¬R(w)}, C ′

2ϕ = {¬N(u),¬R(a)}
výsledná rezolventa C ′

1ϕ ∪ C ′
2ϕ = {Q(f (a)),¬R(f (a)),¬N(u),¬R(a)}
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Rezoluce v predikátové logice

Rezolučńı důkazy
obecné schméma důkazu ,A je důsledkem množiny formuĺı T‘: všechny
prvky T a ¬A p̌revedeme do klauzulárńı formy, dokazujeme
nesplnitelnost jejich sjednoceńı
poznámka: p̌ri jednom rezolučńım kroku muśıme být schopni odstranit
několik literál̊u zároveň (pokud bychom v následuj́ıćım p̌ŕıkladu
rezolvovali vždy pouze na jediném literálu, množinu rezolučně
nevyvrát́ıme)
p̌ŕıklad: ukažte rezolučńı vyvráceńı {{P(x),P(y)}, {¬P(x1),¬P(y1)}}
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Rezoluce v predikátové logice

Rezolučńı důkaz – p̌ŕıklad I

Z p̌redpokladu reflexivity ∀xP(x , x) a vlastnosti
∀x∀y∀z((P(x , y) ∧ P(y , z)) ⇒ P(z , x)) dokažte symetrii
∀x∀y(P(x , y) ⇒ P(y , x)).

p̌revedeme p̌redpoklady do klauzulárńıho tvaru:
S1 = {{P(x , x)}}
S2 = {{¬P(x , y),¬P(y , z),P(z , x)}}
dokazovanou formuli negujeme:
∃x∃y(P(x , y) ∧ ¬P(y , x)),
p̌revedeme do klauzulárńıho tvaru (p̌res Skolemovu nf):
P(a, b) ∧ ¬P(b, a)
S = {{P(a, b)}, {¬P(b, a)}}
dokazujeme nesplnitelnost S1 ∪ S2 ∪ S
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Rezoluce v predikátové logice

Rezolučńı důkaz – p̌ŕıklad II
dokazujeme nesplnitelnost množiny klauzuĺı
{{P(x , x)}, {¬P(x , y),¬P(y , z),P(z , x)}, {P(a, b)}, {¬P(b, a)}}
strom rezolučńıho vyvráceńı (jeden z možných):
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Rezoluce v predikátové logice

Rezoluce – vlastnosti

stejně jako ve výrokové logice je rezoluce v predikátové logice korektńı a
úplná
stejný problém jako ve výrokové logice: strategie generováńı rezolvent
(p̌ŕılǐs velký prohledávaný prostor)
lze použ́ıt všechny metody zjemněńı uvedené pro výrokovou logiku
(T-rezoluce, sémantická rezoluce atd.)
uvedeme pouze p̌ŕıklady variant rezoluce postupně smě̌ruj́ıćıch
k SLD-rezoluci (použ́ıvané též v Prologu)
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Rezoluce v predikátové logice

Lineárńı rezoluce
lineárńı struktura důkazu, rezolvujeme vždy p̌redchoźı rezolventu
s klauzuĺı z vyvracené množiny nebo ďŕıve odvozenou rezolventou;
korektńı a úplná
p̌ŕıklad: lineárńı rezolučńı vyvráceńı množiny
{{P(x , x)}, {¬P(x , y),¬P(y , z),P(z , x)}, {P(a, b)}, {¬P(b, a)}}
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Rezoluce v predikátové logice

Hornovy klauzule

omezeńı na určitý typ klauzuĺı použ́ıvaných v programovaćım jazyce
Prolog
Hornova klauzule je klauzule s nejvýše jedńım pozitivńım literálem.
Př́ıklad: C = {p,¬q,¬r}
Běžný zápis ve výrokové logice p ∨ ¬q ∨ ¬r lze ekvivalentńımi úpravami
p̌revést na p ∨ ¬(q ∧ r) a dále na p ⇐ q ∧ r , což v Prologu zapisujeme
p :- q, r.

typy Hornových klauzuĺı:
– programové s právě jedńım pozitivńım literálem dále děĺıme na
* fakta bez negativńıch lit. (p̌r.: {p}, v Prologu p.)
* pravidla s alespoň jedńım negativńım lit. (p̌r.: {p,¬q}, p :- q.)
– ćıle bez pozitivńıho literálu (p̌r.: {¬p}, :- p. resp. ?- p.)
Každá nesplnitelná množina neprázdných Hornových klauzuĺı muśı
obsahovat alespoň jeden fakt a alespoň jeden ćıl.
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Rezoluce v predikátové logice

LI-rezoluce a LD-rezoluce
LI-rezoluce - lineárńı rezoluce zač́ınaj́ıćı ćılovou klauzuĺı (žádný pozitivńı
literál), rezolvujeme vždy p̌redchoźı rezolventu (výhradně) s klauzuĺı
z vyvracené množiny. Korektńı, obecně neńı úplná; úplná pro Hornovy
klauzule.
LD-rezoluce vycháźı z LI-rezoluce, smě̌rujeme k implementaci
pracujeme výhradně s Hornovými klauzulemi (nejvýše jeden pozitivńı
literál)
klauzule nahrad́ıme uspǒrádanými klauzulemi; změna notace
z {P(x),¬R(x , f (y)),¬Q(a)} na [P(x),¬R(x , f (y)),¬Q(a)]
rezoluce pro uspǒrádané klauzule v predikátové logice: mějme
uspǒrádané klauzule bez společných proměnných (po p̌ŕıpadném
p̌rejmenováńı)
G = [¬A1,¬A2, . . . ,¬An] a
H = [B0,¬B1,¬B2, . . . ,¬Bm],
rezolventou G a H pro ϕ = mgu(B0,Ai) bude uspǒrádaná klauzule
[¬A1ϕ,¬A2ϕ, . . . ,¬Ai−1ϕ,¬B1ϕ,¬B2ϕ, . . . ,¬Bmϕ,¬Ai+1ϕ, . . . ,¬Anϕ]
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Rezoluce v predikátové logice

Neúplnost LI-rezoluce
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Rezoluce v predikátové logice

LD-rezoluce: p̌ŕıklad

LD-rezolučńı vyvráceńı množiny uspǒrádaných klauzuĺı
{[P(x , x)], [P(z , x),¬P(x , y),¬P(y , z)], [P(a, b)], [¬P(b, a)]}
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Rezoluce v predikátové logice

SLD-rezoluce

pomoćı selekčńıho pravidla algoritmizuje výběr literálu z ćılové klauzule,
na kterém se bude rezolvovat
SLD-rezoluce (s libovolným selekčńım pravidlem) je korektńı a úplná pro
Hornovy klauzule
budeme použ́ıvat selekčńı pravidlo, které vyb́ırá nejlevěǰśı literál
generováńı rezolvent pro uvedené pravidlo:
G = [¬A1,¬A2, . . . ,¬An],
H = [B0,¬B1,¬B2, . . . ,¬Bm],
rezolventou G a H pro ϕ = mgu(B0,A1) je
[¬B1ϕ,¬B2ϕ, . . . ,¬Bmϕ,¬A2ϕ, . . . ,¬Anϕ]
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Rezoluce v predikátové logice

SLD-rezoluce: p̌ŕıklad

p̌ŕıklad: SLD-rezolučńı vyvráceńı se zvoleným selekčńım pravidlem
(vyb́ıraj́ıćım vždy nejlevěǰśı literál)

srovnáńı s LD-rezolućı: ve druhém kroku muśıme rezolvovat na ¬P(a, y)
(v LD-rezoluci bylo možné vybrat libovolný z literál̊u ¬P(a, y),¬P(y , b))
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Rezoluce v predikátové logice

SLD-rezoluce: význam

máme množinu programových klauzuĺı P a ćılovou klauzuli
G = [¬A1(x⃗), . . . ,¬An(x⃗)]
dokazujeme nesplnitelnost P ∪ {G}, tj. P ∧ ∀x⃗(¬A1(x⃗) ∨ . . . ∨ ¬An(x⃗))
uvedená nesplnitelnost je ekvivalentńı P ⊢ ¬G , tj.
P ⊢ ∃x⃗(A1(x⃗) ∧ . . . ∧ An(x⃗))
zadáńım ćıle G tedy chceme zjistit, zda existuj́ı nějaké objekty (p̌ŕıpadně
jaké), které na základě P splňuj́ı formuli A1(x⃗) ∧ . . . ∧ An(x⃗)
aplikujeme-li kompozici všech mgu postupně použitých p̌ri
SLD-odvozeńı na jednotlivé proměnné vektoru x⃗ , źıskáme konkrétńı
p̌ŕıklady zḿıněných objekt̊u (termů) splňuj́ıćıch danou formuli
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Rezoluce v predikátové logice

SLD-stromy

Prostor všech možných SLD-derivaćı p̌ri vyhodnocováńı daného ćıle G pro
program P dokážeme zachytit SLD-stromem.

Př́ıklad:
1. [P(x ,y),¬Q(x ,z),¬R(z,y)] 5. [Q(x ,a),¬R(a,x)] 9. [S(x),¬T (x ,x)]
2. [P(x ,x),¬S(x)] 6. [R(b,a)] 10. [T (a,b)]
3. [Q(x ,b)] 7. [S(x),¬T (x ,a)] 11. [T (b,a)]
4. [Q(b,a)] 8. [S(x),¬T (x ,b)] ćıl: [¬P(x ,x)]

Na následuj́ıćım slidu č́ıslo hrany odpov́ıdá pǒradovému č́ıslu klauzule,
která je druhým rodičem.
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SLD-stromy
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Logické programováńı

Logické programováńı

strategie prohledáváńı stavového prostoru (SLD-stromu) do hloubky
výběr programových klauzuĺı shora dol̊u
výběr podćıl̊u zleva doprava (viz selekčńı pravidlo v SLD rezoluci)
silně využ́ıvá rekurzi
historie: 70. l. 20. stol. – Colmerauer, Kowalski; D.H.D. Warren (WAM)
jazyk Prolog
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Logické programováńı

SLD-odvozeńı pro logický program
Přirozená č́ısla s nulou 0 ∈ N ∧ ∀X : ((X + 1) ∈ N ⇐ X ∈ N)

+ 1 → s()

natural0(0).
natural0(s(X)) :- natural(X).
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Logické programováńı

Př́ıklad: Sč́ıtáńı dvou č́ısel

X + Y = Z

∀X : X + 0 = X
∀X∀Y ∀Z : X + (Y + 1) = (Z + 1) ⇐ X + Y = Z

Peanova aritmetika: 1 = s(0), 2 = s(s(0)), s(Y) odpov́ıdá Y + 1

plus1(X,0,X).
plus1(X,s(Y),s(Z)) :- plus1(X,Y,Z).
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