11 Formalizace a diikazy pro algoritmy

Je faktem, Ze situace, kdy programdtorem zapsany kéd ve skute&nosti po&itd néco

trochu jiného, neZ si autor predstavuje, je snad nejcast&jsi programatorskou chybou —
o to zakefngjsi, Ze ji zadny ,chytry” pfeklada¢ nemize odhalit.

Proto jiz na poc¢atku studia informatiky je Zddouci kldst diraz na spravné chapani
zapisu algoritmi i na pfesné diikazy jejich vlastnosti a spravnosti.

Struény piehled lekce
* Jednoducha formalizace pojmu algoritmus.
* Jak dokazovat vlastnosti a spravnost algoritmd.

* Indukce p¥i dokazovani algoritmd.
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11.1 Formalni popis algoritmu

P¥ed samotnym zdvérem kurzu si poloZme otdzku, co je vlastn& algoritmus?

Poznamka: Za definici algoritmu je obecné pfijimana tzv. Church—Turingova teze
tvrdici, Ze vSechny algoritmy lze ,simulovat” na Turingové stroji. Jedna se sice o
pFesnou, ale zna&né nepraktickou definici.

Mimo Turingova stroje existuji i jiné matematické modely vypocti, jako tfeba stroj
RAM, ktery je abstrakci skute¢ného strojového kddu, nebo neprocedurdlni modely.

Konvence 11.1. Zjednodusené zde algoritmem rozumime kone¢nou posloup-
nost elementarnich vypocletnich krokd, ve které kazdy dalsi krok vhodné vyuZziva
(neboli zavisi na) vstupni tdaje ¢ hodnoty vypoctené v ptedchozich krocich.
Tuto zdvislost pfitom pojimame zcela obecné nejen na operandy, ale i na vy-
konavané instrukce v krocich.

Pro zépis algoritmu a jeho zpFehlednéni a zkraceni vyuZivame Fidici konstrukce
— podminénd vétveni a cykly.

Vidite, jak blizké si jsou konstruktivni matematické dikazy a algoritmy v nasem pojeti?
Jednd se nakonec o jeden ze zaméri naseho pfistupu. ..
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Ukazka algoritmického zapisu

Priklad 11.2. Zdpis algoritmu pro vypolet priméru daného pole al[] sn prvky.

e Inicializujeme sum <+ 0;

e postupné pro i=0,1,2,...,n-1 provedeme
% sum < sum+ali] ;

e vypiseme podil (sum/n) .

Ve ,vy8si trovni* formalnosti se totéz da zapsat jako:

Algoritmus 11.3. Primér z daného pole a[] s n prvky.

input pole all délkyn > 1;

sum <— 0;

foreach i<+ 0,1,2,...,n-1 do
sum < sum+a[i];

done

res < sum/n;

output res.
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Symbolicky zapis algoritmui

Znaceni. Pro potfeby symbolického formalniho zapisu algoritmi v pfedmétu
FI: IBO0O si zavedeme ndsledujici pravidla:

e Proménné nebudeme deklarovat ani typovat, pole odli§ime zdvorkami p[].

e Prifazeni hodnoty zapisujeme a <— b, pfipadné a := b, ale nikdy ne a=b.

e Jako elem. operace je moZné pouZit jakékoliv aritmetické vyrazy v b&zném
matematickém zdpise. Rozsahem a presnosti Cisel se zde nezabyvdme.

e Podminéné vétveni uvedeme klicovymi slovy if ... then ... else

fi, kde else vé&tev lze vynechat (a n&kdy, na jednom ¥adku, i £i).

e Pevny cyklus uvedeme kli¢ovymi slovy foreach ... do ... done,
kde ¢ast za foreach musi obsahovat pfedem danou mnoZinu hodnot pro
p¥irazovani do ¥idici proménné.

e Podminény cyklus uvedeme klicovymi slovy while ... do ... done.
Zde se mlZe za while vyskytovat jakakoliv logickd podminka.

e V zdpise pouzivame jasné odsazovani (zleva) podle drovn& zano¥eni
Fidicich struktur (coZ jsou if, foreach, while).

e Pokud je to dostate¢né jasné, elementdrni operace nebo podminky
muZeme i ve formalnim zapise popsat b&znym jazykem.
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Co pocita nasledujici algoritmus?

Priklad 11.4. Je ddn ndsledujici symbolicky zapsany algoritmus. Co je jeho
vystupem v zavislosti na vstupech a,b?

Algoritmus 11.5.

input a, b;

res < 7;

foreach i<+ 1,2,...,b-1,b do
res < res+a+2b+8;

done

output res.

Vypocitame hodnoty vysledku res v pocatecnich iteracich cyklu:

b=0: res=1717,
b=1. res=7+ a+2b+ 38,
b=2 res=7+ (a+2b+8) + (a+2b+38), ...

Co dale? Vy&et hodnot naznaluje pravidelnost a zavér, Ze obecny vysledek po b
iteracich cyklu bude mit hodnotu
res = 7T+0bla+2b+8) =ab+20* +8b+7. O
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11.2 O ,spravnosti“ a dokazovani programil

Jak se mame presvédcit, Ze je dany program podita ,spravné"?
e Co tfeba ladéni programi?
JelikoZ potet moznych vstupnich hodnot je (v principu) neohraniceny, nelze
otestovat vSechna moZna vstupni data.

e Situace je zvlasté komplikovand v pfipadé paralelnich, randomizovanych,
interaktivnich a nekonticich programi (opera&ni systémy, systémy Fizeni
provozu apod.). Takové systémy maji nedeterministické chovani a opako-
vané experimenty vedou k riznym vysledkdm.

Nelze je tudiz ani rozumné ladit. . .

e V nékterych pfipadech je v3ak tfeba mit naprostou jistotu, Ze program
funguje tak jak ma, p¥fipadné Ze spliiuje zakladni bezpeénostni pozadavky.
x Pro ,malé" algoritmy je mozné podat presny matematicky diikaz .
« Nardstajici sloZitosti programovych systémii si pak vynucuji vyvoj jinych
»spolehlivych® formalnich verifikaénich metod.

Mimochodem, co to vlastné znamena , poé&itat sprdvn&"“?
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Ukazka formalniho diikazu algoritmu

P¥iklad 11.6. Je ddn ndsledujici symbolicky zapsany algoritmus. DokaZte, Ze
jeho vysledkem je ,,vyména" vstupnich hodnot a,b.

Algoritmus 11.7.
input a, b;
a < atb;
b < a-b;
a < a-b;
output a, b.

Pro spravny formalni diikaz si musime nejprve uvédomit, Ze je tfeba symbolicky
odlisit od sebe proménné a,b od jejich danych vstupnich hodnot, tfeba hg, hy.
Nyni v krocich algoritmu pocitame hodnoty proménnych:

x a = hg, b= hy,

x a<—a+b=hg+hy, b=hy,

x a = hg + hp, b<—a—b=ha+hb—hb:@,
k a<—a—b=hg+hy—heg="hy, b=hg,

Timto jsme s dliikazem hotovi. O
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11.3 Rekurzivni algoritmy

* Rekurentni vztahy posloupnosti, stru¢né uvedené v Oddile 5.1, maji svou
pfirozenou obdobu v rekurzivné zapsanych algoritmech.

x Zjednodu$ené Feleno to jsou algoritmy, které se v pribéhu vypoltu od-
volavaji na vysledky sebe sama pro jiné (mensi) vstupni hodnoty.

x U takovych algoritm( je zvlasté daleZité kontrolovat jejich spravnost a také
praktickou proveditelnost (¢asovou i pamé&tovou).

Priklad 11.8. Symbolicky zapis jednoduchého rekurzivniho algoritmu.
Algoritmus .
function faktorial(x):
if x < 1 then t<+1;
else t < x-faktorial(x-1);
return t.

Co je vysledkem vypoétu?

Jednoduse fe€eno, vysledkem je faktoridl vstupni p¥irozené hodnoty z, tj. hod-
notaz!l=z-(z—1)-----2-1. O
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Fibonacciho ¢isla

Pro jiny pt¥iklad rekurze se vratime k Oddilu 5.1, kde byla zminéna
znama Fibonacciho posloupnost 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,.... Nynf{
tuto posloupnost budeme uvaZovat jiz od jejiho nultého ¢&lenu, tj. jako
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, .. . .

Algoritmus 11.9. Rekurzivni vypolet &lenti Fibonacciho posloupnosti.
Pro dané prirozené x > 0 vypocitime x-té Fibonacciho Cislo ndsledovné:
function fibonacci(x):

if x < 2 then t < x;

else t < fibonacci(x-1) + fibonacci(x-2);
return t.

Spravnost Algoritmu 11.9 je viceméné& zfejma z jeho pfimé podoby s rekurentnim vzor-
cem v definici Fibonacciho &isel. Algoritmus 11.9 tudiZ lze prohlasit za defini¢ni, &ili
referenéni implementaci vypoctu Fibonacciho &isel. Zamyslete se viak, jak je to s prak-
tickou ,,proveditelnosti” takového algoritmu. ..

Co tfeba fibonacci(40) nebo fibonacci(50)?
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Priklad 11.10. Nerekurzivni algoritmus pro Fibonacciho ¢&isla.

DokaZte, Ze nasledujici algoritmus pro kaZzdé pt¥irozené n poéita tutéz hodnotu
jako rekurentni funkce fibonacci(n) v Algoritmu 11.9.

Algoritmus .

input n;

b[0] < 0; b[1]<«+1;

foreach i<+2,3,...,n do
bli] <+ bli-1]+b[i-2];

done

output b[n] .

Indukci budeme dokazovat, Ze po i-té iteraci cyklu algoritmu bude vzdy platit
bli] = fibonacci(i). Co se ty¢e baze indukce, tato vyplyva z dvodniho p¥itazeni.
x Pro libovolné 7 > 1 v ind. kroku pfedpokladame platnost naseho indukéniho
predpokladu b[j] = fibonacci(j) pro j € {i,1 — 1}.
« V (i + 1)-ni iteraci cyklu pak nastane
bli+1] < b[i]4+b[i—1] = fibonacci(i)+ fibonacci(i—1) = fibonacci(i+1),

coz je presné podle rekurentni definice z Algoritmu 11.9. O
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11.4 Techniky dikazu indukci

e Doposud zde byla matematickd indukce obvykle pfedstavovdna ve své
pfimocaré formé&, kdy dokazované tvrzeni ihned nabizelo celodiselny para-
metr, podle néjz bylo potfebné indukci vést.

e Indukéni krok pak prosté zpracoval prechod ,n =i ~ n =17+ 1"

e To v3ak u dokazovani spravnosti algoritmi ¢asto neplati a nagim cilem zde je
ukazat rGizné mozné techniky, jak spravné indukci na dokazovani algoritmi
aplikovat.

e Uvidime, jak si z nabizejicich se parametr(i sprdvné vybrat a jak je pfipadné
kombinovat.
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Technika fixace parametru

Pr¥iklad 11.11. Mé&me ndsledujici algoritmus. Co je jeho vysledkem vypoctu?

Algoritmus .
function soucin(x,y):

if x < 0 then t<+0;

else t < soucin(x-1,y)+y;
return t .

Sledovanim priib&hu rekurze v algoritmu zjistime, Ze hloubka zanofeni volan{
funkce soucin bude rovna nezaporné (horni celé) &asti x. Jelikoz kazdé zanoteni
poté k vysledku pfi¢te hodnotu y, odhadneme:

Véta. Pro kazdé x,y € IN Algoritmus 11.11 vrati hodnotu ¢t = x - y.

Jaky je vhodny postup k dikazu tohoto tvrzeni indukci? Je snadno vidét, Ze na
hodnot& vstupu y vlastn& nijak podstatn& nezdlezi (Ize y fixovat) a dilezité je
sledovat x. Tato tvaha nds dovede k ndsledujicimu:
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function soucin(x,y):
if x < 0 then t<+0;
else t ¢« soucin(x-1,y)+y;

Dikaz: Budiz y € IN libovolné ale pro dalsi dvahy pevné.
Dokazujeme tady, Ze pro kazdy vstup = := ¢ € IN volani funkce soucin(x,y)
navrati hodnotu i - 3.

e V bdzi pro x =i = 0 provedeme prvni vétev podminky, tj. t <0 =0 - y.

e Indukéni krok. Necht je tvrzeni zndmo pro 2 = i € N a uvaZujme dal3f
vstup x :=1+1 > 0. V tom p¥ipadé se vykondvd druhd vétev podminky,
Cili t + soucin(z — 1,y) + y. V&imnéte si, Ze plati x — 1 = 1.

Podle indukéniho predpokladu jiZz vime, Ze ndvratovou hodnotu volani
funkce soucin(i,y) je i-y. Zbyva jen uvedené poznatky spravn& zret&zit

t < soucin(z —1,y) +y = soucin(i,y)+y=i-y+y=(i+1l)y=z-y.

Dikaz matematickou indukci je timto zdarné ukonéen. 0O
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Indukce k souctu parametri

P¥iklad 11.12. Co je vysledkem ndsledujiciho rekurzivniho vypoctu?

Algoritmus .
function zkombinovat(m,n) :
if m=0 V n=0 then res <+ 1;
else
res < =zkombinovat(m-1,n) + zkombinovat(m,n-1);
fi
return res.

Vy%e uvedeny vzorec (a ostatn& i nazev funkce) naznaluje, Ze funkce ma co
spole¢ného s kombinaénimi &isly a Pascalovym trojuhelnikem

a+1\ a 4 a
b+1) \b+1 b)’
je vSak tfeba spravné , nastavit” vyznam parametri a,b. ..

Véta. Pro kazdé parametry m,n € N je vysledek vypoctu
funkce zkombinovat(m,n) roven poltu vSech m-prvkovych podmnoZzin

(m + n)-prvkové mnoZiny, tedy kombinagnimu &slu res = ("'").
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if m=0 V n=0 then res <+ 1;
else
res < zkombinovat(m-1,n) + zkombinovat(m,n-1);
fi
res © potet m-prvkovych podmn. (m + n)-prvk. mnoz., tj. ("""

Duakaz indukci vzhledem k sou¢tu parametrd ¢ = m + n:

e Bizei =m+n =0 pro m,n € N znamend, Ze m = n = 0. Zde v3ak s
vyhodou vyuZijeme tzv. ,rozsifeni baze" na v8echny hrani¢ni ptipady m = 0
nebo n = 0 zvldst.

V obou rozsitenych pfipadech dand podminka algoritmu neni splnéna, a
proto vysledek vypo¢tu bude po&ite¢ni res=1. Je toto platnd odpovéd?

« Kolik je prazdnych podmnozin (m = 0) jakékoliv mnoZiny? Jedna, ().

« Kolik je m-prvkovych podmnoZin (n = 0) m-prvkové mnoziny? Zase
jedna, ta mnoZina samotna.

Tim je dikaz rozsitené baze indukce dokoncen.
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if m=0 V n=0 then res <+ 1;
else

res < zkombinovat(m-1,n) + zkombinovat(m,n-1);
fi

e Indukéni krok pfechazi na soulet i +1 = m +n pro m,n > 0.
Nyni je podminka algoritmu splnéna a vykonaji se rekurentni volani

zkombinovat (m-1,n) + zkombinovat(m,n-1).

Rekurentni volani se vztahuji k vyb&ru podmnoZin nosné mnoZiny, ktera
md m—1+n=m+n-—1 =1 prvkl, napfiklad M = {1,2,...,i}.
Vysledkem tedy je, podle indukéniho pfedpokladu pro soudet ¢, polet viech
(m — 1)-prvkovych plus m-prvkovych podmnoZin mnoZiny M.
Kolik je m-prvkovych podmn. (i+ 1)-prvkové mnoziny M’ = M U {i + 1}?
Pokud ze vSech téchto podmnoZin odebereme prvek 7+ 1, dostaneme pravé
* m-prvkové podmnoziny (z téch neobsahujicich prvek i + 1)
plus
* (m — 1)-prvkové podmnoZziny (z t&ch pivodn& obsahujicich i + 1).
A to je v soutu rovno zkombinovat(m-1,n) + zkombinovat(m,n-1),
jak jsme méli v indukénim kroku dokazat. O
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Zesileni dokazovaného tvrzeni

Priklad 11.13. Zjistéte, jakd je ndvratovd hodnota volani ndsledujici funkce
tajemne(x, 1) v zdvislosti na celo&iselné vstupni hodnoté .

Algoritmus 11.14.
function tajemne(x,y):
if x < 0 then t<+0;
else t < tajemne(x-1,2-y)+y;

return t .
Zkusime-li si vypocet simulovat pro z = 0,1,2,3,4..., postupné ziskdme pro
tajemne(x, 1) navratové hodnoty 0,1,3,7,15.... Na zdklad& toho jiZ neni

obtizné uhodnout, Ze ndvratova hodnota asi bude obecné uréena vztahem 27 —1.

Toto je v8ak tfeba dokdzat!

Jak zahy zjistime, matematickd indukce na nage tvrzeni p¥fimo ,nezabird”, ale mnohem
[épe se ndm povede s nasledujicim p¥irozenym zesilenim dokazovaného tvrzeni, které
zobeciiuje vysledek na prom&nné hodnoty parametru y (a které také musime uhodnout):
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Algoritmus .
function tajemne(x,y):
if x < 0 then t<0;
else t < tajemne(x-1,2-y)+y;

Véta. Pro kazdad pfirozend x,y voldni funkce tajemne(z,y) Algorit-
mu 11.14 vrati hodnotu (2% — 1) - y.
Diikaz: Postupujeme indukci podle z := 7 € N.
e V bézi, pro vstup x = i = 0 je navrdcena hodnota 0 = (2° — 1) - .

e Indukéni krok. Necht je tvrzeni zndmo pro z = i € N a uvaZujme dal3f
vstup x :=1¢+ 1 > 0. V tom p¥ipadé se vykondva druh3 vétev podminky a
vysledek bude roven hodnoté tajemne(z—1,2y)+y = tajemne(i, 2y)+y.
Podle indukéniho p¥edpokladu jiz vime, Ze volani funkce tajemne(i,2y)
navrati (2 — 1) - 2y, a celkem tak platf:

tajemne(i,2y) +y = (2' —1)- 2y +y=2"y -2 +y=(2"" - 1)y

Posledni vyraz je roven poZadovanému (2* — 1) - y. O
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11.5 Deodatek: Zajimavé algoritmy aritmetiky
Euklidiv algoritmus

Algoritmus 11.15. Euklidiiv pro nejvétsiho spole¢ného délitele.
input p, q;
while p>0 A g>0 do
if p>q then p <« p—q;
else q < q-p;
done
output p+q.

Véta. Pro kazdé p,q € IN na vstupu algoritmus vrati hodnotu nejvétsiho
spole¢ného délitele Cisel p a ¢, nebo 0 pro p = ¢ = 0.
Dukaz povedeme indukci podle sou¢tu i = p + ¢ vstupnich hodnot.
(Jak jsme psali, je to p¥irozend volba v situaci, kdy kazdy prichod cyklem
algoritmu sniZi jedno z p, g, avdak neni jasné, které z nich.)

e Baze indukce pro i = p+ g = 0 je zfejma; cyklus algoritmu neprob&hne
a vysledek ihned bude 0.
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while p>0 A g>0 do
if p>q then p < p-q;
else q < qg-p;

done

e Ve skuteCnosti je zase vyhodné uvaZovat rozsifenou bazi, kterd zahrnuje i
ptipady, kdy jen jedno z p, ¢ je nulové (coZ je ukonZovaci podminka cyklu).
Pak vysledek p + ¢ bude roven tomu nenulovému z obou sé&itancli, coz je v
tomto p¥ipadé& zdroven jejich nejvétsi spole¢ny délitel.

e Indukeni krok. UvaZme vstupy p := h;, a q := hg, pficemz h, +h, =i+ 1
a h, >0 a hy >0 - tehdy dojde k prvnimu priichodu télem cyklu.
* P¥edp. h, > hy; poté po prvnim priichodu té&lem cyklu budou hodnoty
p=hy,—hgaq=hg coZznamend p+q=h, < h,+h;—1=1.
* Podle induk&niho prfedpokladu tudiz vysledkem algoritmu pro vstupy
p = hy—hy a g = hy bude nejvétsi spoletny délitel N.SD(h,—hy, hy).
* Symetricky pro h, < hq algoritmus vrati NSD(hy, hg — hy).

Diikaz proto bude dokon&en ndsledujicim Lematem 11.16. O
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Nejvétsi spolecny délitel
Lema 11.16. NSD(a,b) = NSD(a — b,b) = NSD(a,b — a).
Vsimnéte si, ze délitelnost je dobfe definovana i na zapornych celych &islech.

Diikaz: Ov&¥ime, ze ¢ = NSD(a —b,b) je také nejv&tsi spoledny délitel &isel a
a b (druhd st je pak symetricka).

o Jeliko? &islo ¢ d&li &isla a —b a b, déli i jejich soutet (a —b) +b = a. Potom
c je spole¢nym délitelem a a b.

o Naopak necht d n&jaky spole¢ny délitel &isel a a b. Pak d dé&li také rozdil

a—"0. Tedy d je spole¢ny délitel ¢isel a —b a b. JelikoZ c je nejvétsi spoleny

délitel téchto dvou ¢&isel, nutné d déli ¢ a zavér plati. -
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Modularni umocriovani

Dale naptiklad umociiovani na velmi vysoké exponenty je podkladem RSA Sifry.

Algoritmus 11.17. Bindarni postup umociiovani.

Pro dand &isla a,b vypo&teme jejich celo&iselnou mocninu (omezenou na zbyt-
kové tFidy modulo m pro prevenci pFeteceni rozsahu celych &isel v pocitaci),
tj. hodnotu a® mod m, ndsledujicim postupem.

input a,b, m;

res <+ 1;

while b>0 do
if b mod 2 >0 then res < (res-a) mod m;
b < |[b/2]; a <« (aa) mod m;

done

output res.

K dikazu spravnosti pouZijeme indukci podle délky ¢ binarniho zdpisu &isla b.

Véta. Algoritmus 11.17 skon&i a spravné vypocte hodnotu a® mod m.
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res < 1;

while b>0 do
if b mod 2 >0 then res < (res-a) mod m;
b < |b/2]; a + (aa) mod m;

done

output res.

Diikaz: Baze indukce je pro ¢ = 1, kdy b = 0 nebo b = 1. P¥itom pro b = 0 se
cyklus viibec nevykond a vysledek je res = 1. Pro b = 1 se vykona jen jedna
iterace cyklu a vysledek je res =a mod m.

Necht tvrzeni plati pro véechny vstupy b délky ¢ =i > 1 a uvaZme vstup délky
{ =i+ 1. Pak zfejmé b > 2 a vykonaji se alespoii dvé iterace cyklu.
Po prvni iteraci budou hodnoty proménnych po fadé

((Lb mod 2) mod m .

ay=a%, by =1|b/2] a res=r =

Tudiz délka binarniho zdpisu b; bude jen £ — 1 = i a podle indukéniho prFed-
pokladu zbylé iterace algoritmu skoné&i s vysledkem

res =ry - albl mod m = (ab mod 2, aQWQJ) mod m = a® mod m. -
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Dodatek Il

Relativné rychlé odmocnéni

Na zavér oddilu si ukdZzeme jeden netradi¢ni kratky algoritmus a jeho analyzu a
dikaz zde ponechdme oteviené. DokaZete popsat, na &em je algoritmus zaloZen?

Algoritmus 11.18. Celotiselnd odmocnina.
Pro dané pFirozené &islo x vypo&teme dolni celou &st jeho odmocniny |+/x|:

input x;

P < X; res < 0;

while p>0 do
while (res+p)? < x do res ¢ res+p;
p < [p/2];

done

output res.
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