2 Matematicka logika a diikazy

Jak jsme jiZ poznali, vyrokové logice chybi moZnost , parametrizace"” vyrokd, coZ zna-
mend zavedeni omezeného a dobfe definovaného kontextu pro kazdé tvrzeni, ve kterém
pak mizeme uZ jednotlivé vyroky vyhodnocovat podle pravidel vyrokové logiky.

Takovou parametrizaci si lze v jednoduché ukazce predstavit jako proménnou X, jez
tfeba nabyva hodnot ze skupiny naich studenti a umoZiiuje ndm hovofit v rliznych
vyrocich o stejném nespecifikovaném studentovi X. ..

Nt

Obecné se tak dostdvame na ,vy33i droven” predikdtové logiky.

Struény piehled lekce
* Vysvétleni kvantifikatorl a zjednodugené st¥ipky predikatové logiky.
* Normadlni tvar formule, mechanickad negace formuli.

* Jak vymyglet (tvofit) a spravné formulovat matematické dikazy.
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2.1 Kvantifikace a predikatova logika

D¥ive popsand vyrokova logika je velmi omezend faktem, Ze kazdy vyrok musf
byt (tzv. absolutn&) vyhodnocen jako pravda nebo nepravda.

e Predikatovd logika pracuje s predikaty. Predikaty jsou , parametrizované
vyroky", které jsou bud pravdivé nebo nepravdivé pro kaZzdou konkrétni
volbu parametrii. = Vyrok. prom. Ize chapat jako predikdty bez parametri.

Pro neformdlni p¥ibliZzeni si uvedeme nékolik ukdzek predikati:
* x > 3 (parametrem je zde z € R),
x ‘Cisla x a y jsou nesoud&Ind’ (parametry z,y € N),

% obecn& jsou predikdty psany P(z,y), kde z,y jsou libovolné parametry.
Ndsledng& pak mizeme psat formule ve stylu (a vice viz nasledujici definice)

* (P(a,y) AQ(x,2)) = R(y, 2),

 (P(z,y) AQ(y, 2)) — —R(z, ).

Parametriim predikdtl se také ¥ika proménné, ale je tfeba davat pozor, aby se
nepletly s vyrokovymi proménnymi, jedna se o jiné objekty.
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Syntaxe a sémantika predikatové logiky

Definice: Z predikatd (zahrnuji i vyrokové prom&nné) Ize vytvatet predikatové
formule pomoci uz znamych vyrokovych spojek a takzvanych kvantifikatord.
P¥esng&ji, necht ¢ je formule vyrokové &i predikatové logiky, pak také

x (vseobecny kvantifikdtor) formule V. ¢ a

* (existen¢ni kvantifikator) formule 3z . ¢

jsou formulemi predikatové logiky.

Pro ukazku si uvedeme napftiklad predikatovou formuli:

V:c.EIy.(:c—i—2<y /\Vz.(a:+y+z>2023))

Nas zépis predikdtovych formuli ve stylu V. ¢ neni jediny moZny, €asto se také
setkate se zdpisy Vz: ¢ nebo Vx (<p) Vsechny tyto tfi zplsoby mizete pouzivat.
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Definice 2.1. Zjednodu3ena sémantika (vyznam) predikdtové logiky.
UvaZujme libovolnou mnoZinu (nebo t¥idu) U, zvanou univerzum, a pted-
poklddejme, Ze kazdy predikatovy parametr (promé&nnd) x,y,... ma zvolenou
hodnotu z U. Vyhodnoceni predikdtové formule o pak definujeme induktivné
takto:

e KaZdy predikdt P(z,y,...) se vyhodnoti (na 0 nebo 1) jako wvyrok
v aktudlnim kontextu, tj. vzhledem k aktudln& zvolenym hodnotam svych
parametrQ z,y, . ...

e Vyrokové spojky jsou vyhodnoceny podle pravidel Definice 1.8.

e Formule tvaru Vz .¢ se vyhodnoti jako pravdiva (1), prav& kdyz pro kazdou
volbu parametru = € U je pravdivd formule .

e Formule tvaru 3z . ¢ se vyhodnoti jako pravdiva (1), pravé kdyz existuje
alespon jedna volba parametru x € U, pro kterou je pravdiva formule (.

Vsimnéte si, ze Definice 2.1 neddvéd konzistentni ndvod na vyhodnoceni takové pre-
dikdtové formule, ve které se néktera promé&nna vyskytuje mimo kvantifikator.

Fakt: Je-li kazda proménna — parametr predikdtu — v dané formuli kvantifiko-

vana (tj. formule je uzaviend), pak je formule bud pravdivd nebo nepravdiva.
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Priklad 2.2. UkaZme si vyjadreni ndsl. slovnich vyrokii v predikatové logice:
o KaZzdé prvolislo vétsi nez 2 je liché;
Vn [(n € NA Pr(n) An>2) = Li(n)],
pritemz lze rozepsat Li(n) = 3k € N (n =2k + 1).

o Kazdé celé &islo n > 1, které neni prvocislem, je délitelné né&jakym celym
Cislem y kde n £y ay > 1;

Vn [(n € ZAn > lAﬁPr(n)) = Ely(y SN 1/\n7£y/\y\n)].

O
P¥iklad 2.3. Pro¢ na poFadi kvantifikatori velmi zaleZi:

e Pro kazdého studenta A v poslucharné plati, Ze existuje student B v po-
sluchdrné takovy, ze A je kamarad B.

e Existuje student B v posluchadrng, Ze pro kazdého studenta A v poslucharné
plati, Ze A je kamarad B. O
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Konvence zapisu predikatovych formuli
e Pokud pi%eme vice kvantifikatorli za sebou, vynechdavame zbyte¢n& opako-
vané symboly jako VaVy3dz. ¢,
nebo dokonce Va,y, z3s,t (p) .
e Jsou-li ve formuli ¢ n&které parametry predikati bez kvantifikace (,,ne-

uzaviené"), naptiklad x,y,..., pak mohou byt v zdpise zdlrazn&ny jako
parametry samotné formule o(z,y,...).

Naptiklad ¢(z,y) = Jz(xz < 2z < y).
e Dalsi moZna modifikace se tykd univerza pro hodnoty kvantifikovanych

proménnych. Zatimco striktn€ bychom méli psat Vn(n €7 = n?> n)
&asto vidime jiny mozny zépis Vn € Z (n? > n).
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2.2 Normalni tvar logickych formuli

P¥esny vyznam tvrzeni se zanofenymi negacemi je nékdy skute&né obtizné pochopit.
»Neni pravda, Ze nemohu nefict, Ze neni pravda, Ze té€ nemam nerad."”
Vyrokové formule se proto obvykle prezentuji v tzv. normalnim tvaru, ve kterém se

negace zanofenych podformuli nevyskytuji, formaing:

Definice: Formule ¢ je v normalnim tvaru, pokud se v ni operdtor negace
aplikuje pouze na vyrokové promé&nné (p¥ipadné& na predikaty).

e Pro ilustraci, k formuli =(A = B) je ekvivalentni normdlini tvar A A =B,
e k formuli =(C A (=4 = B)) je ekvivalentni =C V (=A A —B),
e k formuli ~((A = B) = C) je ekvivalentni (A = B) A ~C

e a pokud disledng& aplikujeme p¥irozené pravidlo dvoji negace (| ——A & A),
tak vySe napsané tvrzeni ,,...nemdm nerad" si pfevedeme na |épe srozumitelny
tvar:

,Nemusim ¥ict, 7e t&€ mam nerad."
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Negace formule v normalnim tvaru

PouZitim ndsledujicich neformdlnich , pFepisovacich® pravidel dokdaZeme prevést
kaZdou formuli predikatové logiky na normalni tvar:

e Je-li (jiz znegovand) formule tvaru —(y = 1), bude p¥epsdna na (@ A—1)):
“(e=¢)  ~ PN

e Podobné:
—(p V1) ~ A

pAY) o~ eV
e Pro kvantifikatory se pak pouZije nasledujici intuitivni pfevod:
—(3z. ¢) ~ V.~

(V. @) ~r dz. -

Plny formalni popis této metody p¥evodu do normdlniho tvaru ponechdvame na
budouci Oddil 5.4.
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(o = 1) ~ © N
(e V) ~ —p A=
(A1) ~ V)

Uvazme vyrokovou formuli =(A4 = (B V =(C = —A))). Uzitim uvedeného
postupu ji upravime takto:
(A= ~(BVA(C=-4) = AA(~(BV(C=-4) =
AN (BV(C = —A4)) —  AA(BV(CA—(-A)
AN(BV(CAA)

Obdobn& uvaZme predikatovou formuli =(Vz3y ~P(x,y)). Tu uZitim naseho

postupu upravime nasledovné:

~(Va3dy-P(z,y)) = Jz-(Iy-Plz,y)) =
JaVy —(—P(z,y)) = 3aVyP(z,y)
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2.3 Tvofeni matematickych dikazi

Jak moc formalni maji spravné matematické dlikazy vlastn& byt?
e ZaleZi, komu je dikaz uréen — konzument musi byt schopen ,,snadno”
ovéFit korektnost kaZdého tvrzeni v diikazu a pIné pochopit, z ¢eho vyplyva.
e Je tedy hlavné na vas zvolit tu sprdvnou Uroven formalnosti zapisu vét
i ditkaz( podle situace.
e AvSak vibec neplati, Ze &m vice formalnich matematickych symboli
v dlikazu pouzijete misto bézného jazyka, tim by byl diikaz presnégjsi!

A jak na ten spravny matematicky ditkaz mame pfijit?

e No..., nalézdni matematickych dikazi je tvirdi Cinnost, kterd neni viibec
snadnd a jako takovd vyZaduje tvir&i (pfimo ,,umélecké") matematické
vlohy. | pokud takové vlohy (zatim) v sob& necitite, snaZte se ji alespo
trochu pfiudit.
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Dokazovat ¢&i vyvracet tvrzeni?

P¥edstavme si, Ze nasim tkolem je rozhodnout platnost matematického tvrzeni.
Jak pak matematicky spravné zdiivodnime nalezenou odpovéd?

e Zilezi na odpovédi samotné. ..
e Pokud je to ANO (plati), prost& poddme dikaz podle uvedenych zvyklosti.

e Pokud je odpovéd NE, tak naopak podame diikaz negace daného tvrzeni.

Pomérné ¢astym pFipadem je matematickd v&ta 7', kterd tvrdi néjaky zavér pro
Sirokou oblast vstupnich moZnosti. Potom je postup néasledujici:
e Pokud T plati, nezbyva neZ podat vylerpavajici ditkaz platnosti pro vSechny
vstupy.

e Avsak pokud 7T je nepravdiva, staéi uhodnout vhodny protipfiklad a jen pro
néj dokdzat, Ze p¥i platnosti vSech predpokladli zavér tvrzeni platny neni.

Ke slovi¢ku ,,stadi” jesté doddvame, Ze pro sprdvné matematické vyvrdceni
nepravdivého tvrzeni T' protip¥iklad uvést pfimo musite

(viz pravidlo =(Vz . ) ~ Fz.-¢p).
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Priklad 2.5. Rozhodnéte platnost ndsledujiciho tvrzeni: Pro vsechna redlnd x
plati
2’ +3x+2>0.

Diikaz: Standardnimi algebraickymi postupy si miZeme upravit vztah na 2% +
3r+2=(z+1)-(z+2)>0. Condm tato tprava naznaluje? Nap¥iklad to,
Ze k poruseni daného tvrzeni stadi volit x tak, aby jedna ze zavorek byla kladna

a druhd zdpornd. To nastane tfeba pro = = —%.
Pro vyvraceni tvrzeni ndm tedy staéi zadit volbou protipfikladu redlného &isla
T = —% (neni nutno zdivodiiovat, jak jsme jej ,uhodli"!) a ndsledn& dokazat
Gpravou
3 3 1 1 1
2243242 = (z+1)-(2+42) = (-2 +1)- (=2 +2) = (—2)-(+=2) = —~ < 0.
2 2 2 2 4
Dané tvrzeni tudiz neni platné. 0
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Konstruktivni a existenc¢ni dikazy

Z hlediska praktické vyuZitelnosti je vhodné rozliSovat tyto dvé kategorie dlikazl
(tfebaze z formdIn&—matematického pohledu mezi nimi kvalitativni rozdil nenf).
e Diikaz z Ptikladu 1.5 je konstruktivni. Dokdzali jsme nejen, Ze &islo 2 exis-
tuje, ale podali jsme také ndvod, jak ho pro dané x a y sestrojit.
e Existencni dlikaz je takovy, kde se prokdZe existence néjakého objektu bez
toho, aby byl poddn pouZitelny ndvod na jeho konstrukci.

P¥iklad 2.6. Cist& existencniho diikazu.
Véta. Existuje program, ktery vypiSe na obrazovku Cisla taZena ve 45. tahu
sportky v roce 2023.

Diikaz: Existuje pouze kone¢né mnoho moznych vysledkil losovani 45. tahu
sportky v roce 2023. Pro kaZzdy mozny vysledek existuje program, ktery tento
dany vysledek vypiSe na obrazovku. Mezi témito programy je tedy jisté takovy,
ktery vypiSe pravé ten vysledek, ktery bude ve 45. tahu sportky v roce 2023
skute¢né vylosovan. 0O

To je ale podvod, Ze? /A pFece neni... Formaln& spravné to je prosté tak a tecka.
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