5 Rekurze, Strukturalni indukce

Mimo ,,pfimo&arych” definic mnoZin a funkci, jako vy&tem prvki &i explicitnim zadanim,
se obzvlasté v informatice setkavame s definicemi nepfimymi, které se odvolavaji na
sebe sama.

Odborné se takova situace nazyva rekurzi ¢i induktivni definici.
Struény piehled lekce
* Posloupnosti a rekurentni vztahy, jejich ¥edeni.
* Induktivni definice mnoZin a funkci, pouZiti strukturdlni indukce.

* Nazpét k matematické logice:
sémantika vyrokové logiky a formalni pfevod do normalniho tvaru.

Petr Hlinény, FI MU Brno, 2020 FI: 1B000: Strukturdini indukce



5.1 Posloupnosti a rekurentni vztahy

e Usporadané k-tice z daného oboru hodnot H jsou nazyvany konecnymi
posloupnostmi délky k (nad H).

e Pojem posloupnosti zobecriuje toto pojeti na ,,nekone¢nou délku” takto:

Definice 5.1. Posloupnost (nekonetnd) je zobrazenim z pfirozenych &isel N
do oboru hodnot H, neboli

p: N — H.

Misto ,,funk&niho" zapisu n-tého €lenu posloupnosti jako p(n) €astéji pouzivdme
»indexovou" formu jako p,,, ve které se celd posloupnost zapide (p,)nen-

Oborem hodnot H posloupnosti obvykle byva n&jaka ¢iselnd mnoZina, ale miZe to byt
i jakakoliv jind mnoZina.

Poznamka: T¥ebaZe to neni zcela formalné presné, b&Zné se setkdme s posloupnostmi
indexovanymi od nuly nebo od jedniéky, jak se to v aplikacich hodi.
I my se budeme timto ¥idit a vZdy si uréime pocate¢ni index podle potfeby.
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Ptiklady posloupnosti

e po=0,p1=2,...,p; = 2i,... je posloupnost sudych nezdpornych &isel,

(3, 3.1, 3.14, 3.141,...) je posl. postupnych dekadickych rozvoji T,

tfeba (jablko, hruska, svestka, hruska, hruska,. .. ) je posloupnost nad druhy
ovoce coby oborem hodnot.

(1, =1, 1, —1,...) je posloupnost uréend vztahem p; = (— ) >0,

avdak pokud bychom chté&li stejnou posloupnost (1, —1, 1, )
indexy od jedné, tj. zadat ji jako ¢;, 7 > 1, tak vztah bude ¢; = ( 1)~

Definice: Posloupnost (p,,)nen je
* rostouci pokud py1 > p, a nerostouci pokud ppy1 < Py,
x klesajici pokud p,11 < pp a neklesajici pokud p,11 > pp

plati pro v8echna n.
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Rekurentni zadani posloupnosti

Definice: Rikdme, Ze posloupnost (p,),cx je zaddna rekurentné, pokud je dan
jeji potatetni €len py (&i nékolik potdtednich &lend) a dile mame predpis, jak
urit hodnotu &lenu p,,+1 z hodnot p; pro néjakd i < n.

Ukazky rekurentné zadanych posloupnosti:

e Zadame-li posloupnost p,, poéate¢nim &lenem py = 1 a rekurentnim vzta-
hem pn4+1 = 2p, pro n > 0, pak plati p, = 2™ pro v8echna n.

e Funkce ,faktoridl” (na p¥irozenych &islech) je ddna potatedni hodnotou
0! =1 a rekurentnim vztahem (n +1)! = (n + 1) - n! pro n > 0.

e Znama Fibonacciho posloupnost je zadand po&atecnimi Eleny f1 = fo =1
a vztahem fy10 = fri1 + fn pron > 1.

Vsimnéte si v posledni ukazce, Ze neni potfeba doslova dodrZovat formu reku-
rentniho vztahu ,p,+1 z hodnot p;“, ale vzdy je tfeba hodnotu ndsledujiciho
¢lenu posloupnosti odvozovat z predchozich (tj. uZ uréenych) €lend, v tom
ptipadé ,, fn12 z hodnot f;, i =n,n+ 1"
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Reseni rekurentni posloupnosti

P¥iklad 5.2. Posloupnost f : N — 7. je zadana rekurentni definici
f0)=3 a fn+1)=2-f(n)+1
pro vSechna pFirozend n. Uréete hodnotu f(n) vzorcem v zavislosti na n.

Reseni: V prvni fazi feéeni takového piikladu musime n&jak ,,uhodnout" hledany vzorec
pro f(n). Jak? Zkusime vypotitat né&kolik prvnich hodnot a uvidime. ..

f1)y = 2-f0)+1=2-34+1=7
f2) = 2-f)+1=2-7+1=15
f(3) 2-f2)+1=2-15+1=31
f(4) 2-f(3)+1=2-31+1=63

Nep¥ipominaji ndm tato &isla néco? Co tfeba vyrazy 8 — 1, 16 — 1,32 -1, 64 —1...7
Bystrému ¢tendfi se jiZ asi podafilo uhodnout, Ze piijde o mocniny dvou sniZzené o 1.
P¥esn&ji, f(n) = 271+2 — 1.

Ve druhé fazi nesmime ale zapomenout spravnost naseho ,v&téni“ dokazat, nejlépe
matematickou indukci podle n. O
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P¥iklad 5.2. Posloupnost f : N — 7. je zadand rekurentni definici
fO0)=3 a fin+1)=2-f(n)+1
pro vSechna pFirozend n. Uréete hodnotu f(n) vzorcem v zdvislosti na n.

Regeni: ...

Bystrému ¢tend¥i se jiz asi podafilo uhodnout, Ze plijde o mocniny dvou sniZzené o 1.
P¥esn&ji, f(n) = 2712 — 1.

Ve druhé fazi nesmime ale zapomenout spravnost naseho ,v&sté&ni" dokazat, nejlépe
matematickou indukci podle n.

e Bize pron:=0¥ki f(0) =272 —1=4—1=3= f(0), coZ plati.
e Indukéni krok vyuZije induk&ni predpoklad platnosti vztahu f(n) = 2"*% — 1 pro
n =1 (tj. f(i) = 2!72 — 1) a pokra&uje tpravou ze zadaného rekurentniho vzorce
fl+1)=2-f@)+1=2-(2F2—1)41=2.22 241 =20F+D+2 _ 1
co? po dosazeni pro n := i+ 1 znamena opé&t pozadovany vztah f(n) = 272 -1,

Podle principu matematické indukce je nyni dokdzano, Ze pro zadanou rekurentni po-
sloupnost f plati f(n) = 2"*2 — 1 pro véechna p¥irozend n. O
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P¥iklad 5.3. Posloupnost (s,).cnN je zadand rekurentni definici
so=0 a s,=68,_1+ n?
pro vechna n > 1. DokaZte, %e s, = tn(n +1)(2n + 1) pro vdechna p¥irozend n.

ReZeni: Op&t postupujeme matematickou indukci podle 7.
o Bizen:=0:50=%-0-(0+1)(2-0+1) =0, co plati.
o Indukeni krok: za vyuZiti s,y = 2(i—1)(i—14+1)(2i—241) = L(i—1)i(2i — 1),
co? je indukéni predpoklad pro n :=1i — 1 a libovolné ¢ > 1, upravujeme

1 1
Si=s8i_1+i° = 6(71—1)7:(2i—1)+7:2: 67:(2i2—3i+1)+7:2

1 1
= Ez’(?iz —3i+1+6i) = 6i(z’+ 1)(2i + 1),

co? dokazuje poZadovany vztah s, = n(n+ 1)(2n + 1) také pro n :=i.
Pozndmka: Vysledek P¥ikladu 5.3 je ukazkou tzv. sumaéniho vzorce pro fadu
1
P+22 4. 0= g +1)(2n +1).

Jinou ukézkou je uz d¥ive zmingny zakladni vztah 142+ - +n = in(n+1).
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5.2 Induktivni definice mnozin a funkci
P¥imym zobecn&nim rekurentnich definic posloupnosti je nasledujici koncept.

Definice 5.4. Induktivni definice mnoZiny.
Jedna se obecné& o popis (n&jaké) mnoZiny M v nasledujicim tvaru:
e Je ddno n&kolik pevnych (bazickych) prvkl ai,as, ..., a; € M.
e Je dan soubor induktivnich pravidel typu
Jsou-li (libovolné prvky) z1,...,xy € M, pak také y € M.
V tomto p¥ipadé je y typicky funkci vy = fi(x1,...,2¢).

Pak nase induktivné definovana mnoZina M je urena jako nejmensi (inkluzi)
mnoZina vyhovujici véem témto pravidlim.
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Nékolik ukdzek. ..

e Pro nejblizsi priklad induktivni definice se obrdtime na mnoZinu vsech
ptirozenych &isel, kterd je formalné zavedena nasledovné.
-0eN
— Je-lii € N, pak také succ(i) € N (kde naslednik succ(i) odpovida i+1).

ORORORCO RO
e Pro kazdé y € N miZeme definovat jinou mnoZinu M, C N induktivné:
-yeM,

— Jestlize x € M, a x + 1 je liché, pak z +2 € M,,.
Pak naptiklad M3 = {3}, nebo My = {4+ 2i | i € N}.

e Dalsim ptikladem induktivni definice je uz znamé zavedeni vyrokovych for-
muli z Oddilu 1.4. Uméli byste ted presné ¥ici, co tam byly bazické prvky a
jaka byla induktivni pravidla? A jaka byla v definici formuli role zavorek?
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Jednoznaénost induktivnich definic

Definice: Rekneme, 7e dand induktivni definice mno¥iny M je jednoznaéna,
pravé kdyz kazdy prvek M lIze odvodit z bazickych prvki pomoci induktivnich
pravidel pravé jednim zplsobem.

e Definujme naptiklad mnozinu M C N induktivné takto:
-2,3eM
— Jestlize z,y € M a x < v, pak také 22 +y? a x - y jsou prvky M.
Pro¢ tato induktivni definice neni jednoznaéna? ~Napf¥iklad &islo 8 € M Ize
odvodit zpiisobem 8 = 2 - (2-2), ale zdroveii zcela jinak 8 = 22 4 22

e V Cem tedy spociva dilezitost jednoznaénych induktivnich definic mnoZin?
Je to predevsim v dalsim mozném vyuZiti induktivni definice mnoZiny jako
»zakladny" pro odvozené vyssi definice, viz nasledujici.
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Definice 5.5. Induktivni definice funkce z induktivni mnoZiny.
Necht mnoZina M je dana jednozna¢nou induktivni definici. Pak ¥ikime, Ze
funkce F : M — X je definovana induktivné (vzhledem k induktivni defi-
nici M), pokud je ¥eteno:
e Pro kazdy z bazickych prvki ai,as,...,ar € M je ureno F(a;) = ¢;.
e Pro kaZdé induktivni pravidlo typu
“Jsou-li (libovolné prvky) z1,...,z, € M, pak také f(zy,...,xp) € M"

je definovano
F(f(z1,...,2¢)) na zékladg hodnot F(x1),. .., F ().

llustrujme si induktivni definici funkce détskou hrou na ,tichou postu”. Defini¢nim
oborem je Yada sedicich hraci, kde ten prvni je bazickym prvkem a kaZdy nasledujici
(mimo posledniho) odvozuje hri&e sediciho hned za nim jako dal3i prvek hry.

Hodnotou bazického prvku je prvni (vymyslené) posilané slovo. Induktivni pravidlo
pak nasledujicimu hrd&i p¥itazuje slovo, které je odvozeno (,,zkomolenim®) ze slova
pfedchoziho hrace. Vysledkem hry pak je hodnota—slovo posledniho hrage.
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Pro dalsi pfiklad se podivejme tfeba do manudlu unixového pfikazu test
EXPRESSION:

EXPRESSION is true or false and sets exit status. It is one of:

( EXPRESSION ) EXPRESSION is true

! EXPRESSION EXPRESSION is false

EXPRESSION1 -a EXPRESSION2 both EXPRESSION1 and EXPRESSION2 are true
EXPRESSION1 -o EXPRESSION2 either EXPRESSION1 or EXPRESSION2 is true
[-n] STRING the length of STRING is nonzero

STRING1 = STRING2 the strings are equal

No, problematicka je otdzka jednoznacnosti této definice — jednoznaénost neni
vynucena (jen umoZnéna) syntaktickymi pravidly, jinak je pak ddna nepsanymi
konvencemi implementace p¥ikazu.

To je pochopitelné z matematického hlediska $patné, ale presto jde o péknou
ukazku z praktického Zivota informatika.
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5.3 Poutziti strukturdlni indukce

Priklad 5.6. Jednoduché aritmetické vyrazy a jejich vyznam.

Necht je ddna abeceda ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,®,®, (,)}. Definujme mnoZinu
Jjednoduchych vyrazi SExp C ¥* induktivné takto:
« Dekadicky zdpis kazdého p¥irozeného &isla n je prvkem SEzp (bazické prvky).
« Jestlize 2,y € SExp, pak také (z) © (y) a (z) @ (y) jsou prvky SExp.
+ Jak snadno nahlédneme, diky nucenému zavorkovani je tato induktivni definice
jednoduchych vyrazlii SEzp jednoznaéna.

Timto jsme aritmetickym vyraziim ptitadili jejich ,formu®, tedy syntaxi.

Pro p¥ifazeni ,,vyznamu", tj. sémantiky aritmetického vyrazu, ndsledné definujme funkci
vyhodnoceni Val: SExp — N induktivn& takto:
* Pro bézické prvky: Val(n) = n, kde n je dekadicky zapis p¥irozeného &isla n.
« Prvni induktivni pravidlo: Val((z) @ (y)) = Val(z) + Val(y
« Druhé induktivni pravidlo: Val((z) ® (y)) = Val(x) - Val(y

— =

Co je pak ,spravnym vyznamem" (hodnotou) uvedenych aritmetickych vyrazi? O
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Pt¥iklad 5.7. Dikaz spravnosti p¥ifazeného ,, vyznamu* Val: SExp — N.

Véta. Pro kazdy vyraz o € SExp je hodnota Val(o) &iseln& rovna vysledku vy-
hodnoceni vyrazu o podle béZnych zvyklosti aritmetiky.

JelikoZ pojednavame o induktivn& definované funkci Val, je pfirozené pro ditkaz jejich
vlastnosti aplikovat matematickou indukci. Av8ak na rozdil od dfive probiranych
ptikladd zde nevidime 73dny celociselny ,parametr n", a proto si jej budeme muset
nejprve definovat podle struktury vyrazu o.

P¥esnégji, nadi indukci povedeme podle ,délky ¢ odvozeni vyrazu o* definované jako
pocet aplikaci induktivnich pravidel potfebnych k odvozeni o € SEzp.

Dikaz: V bazi indukce ov&fime vyhodnoceni bazickych prvkid. Plati Val(n) = n, coz
skute¢né odpovidd zvyklostem aritmetiky.

V induk&nim kroku se podivdme na vyhodnoceni Val((z) & (y)) = Val(z) + Val(y).
Podle b&Znych zvyklosti aritmetiky by hodnota Val((z) @ (y)) méla byt rovna souctu
vyhodnoceni vyrazu x, coZ je podle induk&niho pfedpokladu rovno Val(z) (z ma zfejmé
kratsi délku odvozeni), a vyhodnoceni vyrazu y, coZ je podle induk&niho pfedpokladu
rovno Val(y). Takze skutetn& Val((z) @ (y)) = Val(z) + Val(y).

Druhé pravidlo Val((x) ® (y)) se do¥esi analogicky. O
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5.4 Nazpét k matematické logice

Vybaveni apardtem induktivnich definic, miZeme nyni podat matematicky
presné&jsi definici formuli vyrokové logiky z Oddilu 1.4 a jejich sémantiky.

Definice: Necht P = {A,B,C,...} je mnoZina vyrokovych promé&nnych.
MnoZina F vyrokovych formuli je dana témito pravidly induktivni definice:

« Bazickymi prvky F jsou proménné P, tj. X € F pro kazdé X € P.

« (negace) Je-li ¢ € F, pak také (i) je prvkem F.

« (implikace) Je-li p,v € F, pak také (p) = (¢) je prvkem F.

Zarovei plati, Ze zadvorky okolo ¢ lIze vynechat pouze pokud ¢ € P nebo ¢
bylo vytvoteno induktivnim pravidlem negace. To stejné plati pro vynechavani
zavorek okolo .

Poznamka: JiZ nad rdmec p¥edchozi definice pat¥i dfive uvedené syntaktické zkratky
x oV (disjunkce/,nebo") je jiny zapis formule - = 1),
x o A1 (konjunkce/,a") je jiny zépis formule  —(=p V =),
x <1 (ekvivalence) je jiny zapis formule  (p = ) A (¢ = ).
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Sémantika vyrokové logiky

Na zakladé jednoznaéné induktivni definice mnoZiny F vyrokovych formuli nyn{
muZeme podat ptesnou induktivni definici funkce vyhodnoceni (logické hodnoty
formuli). Necht valuace (ohodnoceni) je funkce v : P — {0, 1}.

Definice 5.8. Sémantika (vyznam) vyrokové logiky.
Pro kaZdou valuaci v definujeme funkci

S, F—{0,1},
zvanou vyhodnoceni formule o vzhledek k v, “induktivné takto:
o S)(X):=v(X) pro kazdé X € P.

] 1 jestlize Sy () =0;
* Su(np) = { 0 jinak.

¢ e uym [ § e 71s 80
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P¥evod formuli do normalniho tvaru

V daldim se vratime k logickym formulim v normdlnim tvaru (viz Oddil 2.2),
tedy k formulim, ve kterych se negace vztahuje pouze k vyrokovym proménnym.

Tvrzeni 5.9. KaZdou vyrokovou formuli Ize pFevést do normainiho tvaru, pokud
k = povolime i uZivani odvozenych spojek N\ a V.

e Pro ilustraci, k formuli =(A = B) je ekvivalentni normaini tvar A A =B,
e k formuli =(C A (=A = B)) je ekvivalentni =C V (=A A =B),
e k formuli =((A = B) = C) je ekvivalentni (A = B) A =C.
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Metoda 5.10. Pfevod formule ¢ do normalniho tvaru F(y).
PouZivdme F(X) jako , je pravda, Ze X" a G(X) jako , neni pravda, ze X".

F(A) = A G(A) = -A
F(=p) = G G(—) = Flp)
Fle=1v) = Flp)=F[) Gle=1v) = Fle)AG®)
Flenyg) = Fle) NF¥) Gleny) = G@Va[W)
Flevey) = Flp)VF@) Glevy) = G@NG[@)
Floey) = f(w)ﬁf(w) Gleey) = Flo)=G)
Pro predikatové formule toto rozsitime jesté o pravidla:
F(Nz.p) = Vo.F(p) GVx.p) = Fx.G(p)
FBz.o) = Fz.F(p) GEx.p) = VYa.G(p)

Uvazme formuli ﬂ(A = (B V —(C = —A4))). Uzitim uvedeného postupu ziskdme:

F(H(A=(BV(C=-4)) = GA=(BV~(C=-4))) =
FA)NG(—(B (C:>ﬂA))) = AANF(BV—-(C=-A) =
AA(I(B)\/I( (C' = —A))) = AAN(BVG(C = —4)) =
AN (BV (F(C)ANG(mA))) = AAN(BV(CAF(A))

AN (BV(
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Dakaz pro normalni tvar formule

Na z4vér nasleduje dalsi ilustrativni ukdzka dikazu strukturalni indukci.

Véta 5.11. Pro libovolnou vyrokovou formuli ¢ plati (viz Metoda 5.10), Ze
a) F(y) je formule v normadlnim tvaru ekvivalentni k ¢

b) a G(p) je formule v normalnim tvaru ekvivalentni negaci —.

Dukaz povedeme indukci ke struktute formule, neboli indukci povedeme podle
»délky" ¢ — poctu aplikaci induktivnich pravidel pfi sestavovani formule .
e Bdze indukce (¢ = 0): Pro v8echny atomy, tj. vyrokové promé&nné, ziejmé
plati, Ze F(A) = A je ekvivalentni A a G(A) = —A je ekvivalentni —A.
e V indukénim kroku ptedpoklddejme, Ze a) i b) plati pro v8echny formule ¢
délky nejvyse £. Vezmeme si formuli 1) délky ¢+ 1, kterd je utvorena jednim
z ndsledujicich zpiisob:
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* P = .
Podle vyse uvedeného induktivniho ptedpisu je F (1)) = F(—¢) = G(p).
Podle induk&niho p¥edpokladu pak je G(¢) formule v normdlnim tvaru
ekvivalentni —p = ).
Obdobng pro funktor G vyjadfime G(v) = G(—yp) = F(p). Podle in-
dukéniho predpokladu pak je F(y) formule v normalnim tvaru ekviva-
lentni ¢ a to je dale ekvivalentni =—¢ = —1) podle Tvrzeni 1.11.

* ) = (1 = p2).

Podle vyse uvedeného induktivniho ptedpisu je F(v)) = F(p1 = o) =
F(p1) = F(p2). Podle indukeniho predpokladu jsou F(¢1) i F(p2)
formule v normdlnim tvaru ekvivalentni ¢1 a 9. Potom i F(¢1) =
F(p2) je v normdinim tvaru dle definice a podle sémantiky = je ta
ekvivalentni formuli (¢1 = p2) = 7).

Obdobng rozepiBeme G(1)) = G(w1 = w2) = F(p1) A G(p2). Jelikoz
A je pro nds jen zkratka, vyraz ddle rozepiseme G(¢)) = —(F(p1) =
=G(¢2)). Podle induk&niho ptedpokladu (a dvoji negace) jsou F(¢1)
a =G (p2) po Fad& ekvivalentni formulim ¢; a ¢o. TudiZ nakonec od-
vodime, Ze G(1)) je ekvivalentni negaci formule ¢ = @9, coZ jsme zde
méli dokdzat.
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* P =(p1V )
Zde si musime opé&t uvédomit, Ze spojka V je pro nds jen zkratka,
a prepsat 1V = (-1 = @2). Potom podle pfedchozich dokdzanych
pripadl vime, Ze F (1)) = F(—p1 = ¢2) = F(—p1) = Flp2) je ekvi-
valentni formuli (-1 = @2) = 1, coZ bylo t¥eba dokazat. Stejn& tak
G() = G(—p1 = ¢2) = F(—¢1) ANG(p2) je podle pFedchozich p¥ipadi
diikazu ekvivalentni (=1 A =) = =),

= (p1 A p2) ah = (p1 < ¢y) uz dokontime analogicky.
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