
Petr Hliněný, FI MU Brno, 2020 1 / 21 FI: IB000: Strukturálńı indukce

5 Rekurze, Strukturálńı indukce5 Rekurze, Strukturálńı indukce

Mimo
”
p̌ŕımočarých“ definic množin a funkćı, jako výčtem prvků či explicitńım zadáńım,

se obzvláště v informatice setkáváme s definicemi nep̌ŕımými, které se odvolávaj́ı na
sebe sama.

Odborně se taková situace nazývá rekurźı či induktivńı definićı. ✷

Stručný p̌rehled lekceStručný p̌rehled lekce

* Posloupnosti a rekurentńı vztahy, jejich řešeńı.

* Induktivńı definice množin a funkćı, použit́ı strukturálńı indukce.

* Nazpět k matematické logice:

sémantika výrokové logiky a formálńı p̌revod do normálńıho tvaru.
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5.1 Posloupnosti a rekurentńı vztahy5.1 Posloupnosti a rekurentńı vztahy

• Uspǒrádané k-tice z daného oboru hodnot H jsou nazývány konečnými
posloupnostmi délky k (nad H). ✷

• Pojem posloupnosti zobecňuje toto pojet́ı na
”
nekonečnou délku“ takto:

Definice 5.1. Posloupnost (nekonečná) je zobrazeńım z přirozených č́ısel N
do oboru hodnot H, neboli

p : N→ H.

Mı́sto
”
funkčńıho“ zápisu n-tého členu posloupnosti jako p(n) častěji použ́ıváme

”
indexovou“ formu jako pn, ve které se celá posloupnost zaṕı̌se (pn)n∈N.✷

Oborem hodnot H posloupnosti obvykle bývá nějaká č́ıselná množina, ale může to být
i jakákoliv jiná množina. ✷

Poznámka : Třebaže to neńı zcela formálně p̌resné, běžně se setkáme s posloupnostmi
indexovanými od nuly nebo od jedničky, jak se to v aplikaćıch hod́ı.
I my se budeme t́ımto ř́ıdit a vždy si urč́ıme počátečńı index podle poťreby.
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Př́ıklady posloupnost́ı

• p0 = 0, p1 = 2, . . . , pi = 2i, . . . je posloupnost sudých nezáporných č́ısel,✷

• (3, 3.1, 3.14, 3.141, . . . ) je posl. postupných dekadických rozvoj̊u π,✷

• ťreba (jablko, hruška, švestka, hruška, hruška,. . . ) je posloupnost nad druhy
ovoce coby oborem hodnot.✷

• (1, −1, 1, −1, . . . ) je posloupnost určená vztahem pi = (−1)i, i ≥ 0, ✷

• avšak pokud bychom chtěli stejnou posloupnost (1, −1, 1, −1, . . . ) určit
indexy od jedné, tj. zadat ji jako qi, i ≥ 1, tak vztah bude qi = (−1)i−1. ✷

Definice: Posloupnost (pn)n∈N je

∗ rostoućı pokud pn+1 > pn a nerostoućı pokud pn+1 ≤ pn,

∗ klesaj́ıćı pokud pn+1 < pn a neklesaj́ıćı pokud pn+1 ≥ pn

plat́ı pro všechna n.
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Rekurentńı zadáńı posloupnosti

Definice: Ř́ıkáme, že posloupnost (pn)n∈N je zadána rekurentně, pokud je dán
jej́ı počátečńı člen p0 (či několik počátečńıch členů) a dále máme předpis, jak
určit hodnotu členu pn+1 z hodnot pi pro nějaká i ≤ n.

Ukázky rekurentně zadaných posloupnost́ı:

• Zadáme-li posloupnost pn počátečńım členem p0 = 1 a rekurentńım vzta-
hem pn+1 = 2pn pro n ≥ 0, pak plat́ı pn = 2n pro všechna n. ✷

• Funkce
”
faktoriál“ (na přirozených č́ıslech) je dána počátečńı hodnotou

0! = 1 a rekurentńım vztahem (n+ 1)! = (n+ 1) · n! pro n ≥ 0. ✷

• Známá Fibonacciho posloupnost je zadaná počátečńımi členy f1 = f2 = 1
a vztahem fn+2 = fn+1 + fn pro n ≥ 1. ✷

Všimněte si v posledńı ukázce, že neńı poťreba doslova dodržovat formu reku-
rentńıho vztahu

”
pn+1 z hodnot pi“, ale vždy je ťreba hodnotu následuj́ıćıho

členu posloupnosti odvozovat z předchoźıch (tj. už určených) členů, v tom
př́ıpadě

”
fn+2 z hodnot fi, i = n, n+ 1“.
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Řešeńı rekurentńı posloupnosti

Př́ıklad 5.2. Posloupnost f : N→ Z je zadaná rekurentńı definićı

f(0) = 3 a f(n+ 1) = 2 · f(n) + 1

pro všechna p̌rirozená n. Určete hodnotu f(n) vzorcem v závislosti na n. ✷

Řešeńı: V prvńı fázi řešeńı takového p̌ŕıkladu muśıme nějak
”
uhodnout“ hledaný vzorec

pro f(n). Jak? Zkuśıme vypoč́ıtat několik prvńıch hodnot a uvid́ıme. . .

f(1) = 2 · f(0) + 1 = 2 · 3 + 1 = 7

f(2) = 2 · f(1) + 1 = 2 · 7 + 1 = 15

f(3) = 2 · f(2) + 1 = 2 · 15 + 1 = 31

f(4) = 2 · f(3) + 1 = 2 · 31 + 1 = 63✷

Nep̌ripoḿınaj́ı nám tato č́ısla něco? Co ťreba výrazy 8− 1, 16− 1, 32− 1, 64− 1. . . ?
Bystrému čtená̌ri se již asi podǎrilo uhodnout, že půjde o mocniny dvou sńıžené o 1.
Přesněji, f(n) = 2n+2

− 1. ✷

Ve druhé fázi nesḿıme ale zapomenout správnost našeho
”
věštěńı“ dokázat, nejlépe

matematickou indukćı podle n. ✷
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Př́ıklad 5.2. Posloupnost f : N→ Z je zadaná rekurentńı definićı

f(0) = 3 a f(n+ 1) = 2 · f(n) + 1

pro všechna p̌rirozená n. Určete hodnotu f(n) vzorcem v závislosti na n.

Řešeńı: . . .

Bystrému čtená̌ri se již asi podǎrilo uhodnout, že půjde o mocniny dvou sńıžené o 1.
Přesněji, f(n) = 2n+2

− 1.

Ve druhé fázi nesḿıme ale zapomenout správnost našeho
”
věštěńı“ dokázat, nejlépe

matematickou indukćı podle n. ✷

• Báze pro n := 0 ř́ıká f(0) = 20+2 − 1 = 4− 1 = 3 = f(0), což plat́ı. ✷

• Indukčńı krok využije indukčńı p̌redpoklad platnosti vztahu f(n) = 2n+2 − 1 pro
n := i (tj. f(i) = 2i+2 − 1) a pokračuje úpravou ze zadaného rekurentńıho vzorce

f(i+ 1) = 2 · f(i) + 1 = 2 · (2i+2 − 1) + 1 = 2 · 2i+2 − 2 + 1 = 2(i+1)+2 − 1,

což po dosazeńı pro n := i+1 znamená opět požadovaný vztah f(n) = 2n+2−1.✷

Podle principu matematické indukce je nyńı dokázáno, že pro zadanou rekurentńı po-
sloupnost f plat́ı f(n) = 2n+2 − 1 pro všechna p̌rirozená n. ✷
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Př́ıklad 5.3. Posloupnost (sn)n∈N je zadaná rekurentńı definićı

s0 = 0 a sn = sn−1 + n2

pro všechna n ≥ 1. ✷Dokažte, že sn = 1
6n(n+ 1)(2n+ 1) pro všechna p̌rirozená n.

Řešeńı: Opět postupujeme matematickou indukćı podle n. ✷

• Báze n := 0: s0 = 1
6 · 0 · (0 + 1)(2 · 0 + 1) = 0, což plat́ı. ✷

• Indukčńı krok: za využit́ı si−1 = 1
6 (i−1)(i−1+1)(2i−2+1) = 1

6 (i−1)i(2i−1),
což je indukčńı p̌redpoklad pro n := i− 1 a libovolné i ≥ 1, upravujeme

si = si−1 + i2 =
1

6
(i− 1)i(2i− 1) + i2 =

1

6
i (2i2 − 3i+ 1) + i2✷

=
1

6
i (2i2 − 3i+ 1+ 6i) =

1

6
i(i+ 1)(2i+ 1),

což dokazuje požadovaný vztah sn = 1
6n(n+ 1)(2n+ 1) také pro n := i. ✷

✷

Poznámka : Výsledek Př́ıkladu 5.3 je ukázkou tzv. sumačńıho vzorce pro řadu

12 + 22 + · · ·+ n2 =
1

6
n(n+ 1)(2n+ 1).

Jinou ukázkou je už ďŕıve zḿıněný základńı vztah 1 + 2 + · · ·+ n = 1
2n(n+ 1).



Petr Hliněný, FI MU Brno, 2020 8 / 21 FI: IB000: Strukturálńı indukce

5.2 Induktivńı definice množin a funkćı5.2 Induktivńı definice množin a funkćı

Př́ımým zobecněńım rekurentńıch definic posloupnost́ı je následuj́ıćı koncept.

Definice 5.4. Induktivńı definice množiny.
Jedná se obecně o popis (nějaké) množiny M v následuj́ıćım tvaru:

• Je dáno několik pevných (bázických) prvk̊u a1, a2, . . . , ak ∈M . ✷

• Je dán soubor induktivńıch pravidel typu

Jsou-li (libovolné prvky) x1, . . . , xℓ ∈M , pak také y ∈M.

V tomto př́ıpadě je y typicky funkćı y = fi(x1, . . . , xℓ). ✷

Pak naše induktivně definovaná množina M je určena jako nejmenš́ı (inkluźı)
množina vyhovuj́ıćı všem těmto pravidl̊um.



Petr Hliněný, FI MU Brno, 2020 9 / 21 FI: IB000: Strukturálńı indukce

Několik ukázek. . .

• Pro nejbližš́ı př́ıklad induktivńı definice se obrát́ıme na množinu všech
přirozených č́ısel, která je formálně zavedena následovně.

– 0 ∈ N

– Je-li i ∈ N, pak také succ(i) ∈ N (kde následńık succ(i) odpov́ıdá i+1).

. . .0 1 2 3 4 ✷

• Pro každé y ∈ N můžeme definovat jinou množinu My ⊆ N induktivně:

– y ∈My

– Jestliže x ∈My a x+ 1 je liché, pak x+ 2 ∈My. ✷

Pak např́ıklad M3 = {3}, nebo M4 = {4 + 2i | i ∈ N}. ✷

• Daľśım př́ıkladem induktivńı definice je už známé zavedeńı výrokových for-
muĺı z Odd́ılu 1.4. Uměli byste ted’ přesně ř́ıci, co tam byly bázické prvky a
jaká byla induktivńı pravidla? A jaká byla v definici formuĺı role závorek?
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Jednoznačnost induktivńıch definic

Definice: Řekneme, že daná induktivńı definice množiny M je jednoznačná,
právě když každý prvek M lze odvodit z bázických prvk̊u pomoćı induktivńıch
pravidel právě jedńım způsobem. ✷

• Definujme např́ıklad množinu M ⊆ N induktivně takto:

– 2, 3 ∈M

– Jestliže x, y ∈M a x ≤ y, pak také x2 + y2 a x · y jsou prvky M .

Proč tato induktivńı definice neńı jednoznačná? ✷Např́ıklad č́ıslo 8 ∈M lze
odvodit způsobem 8 = 2 · (2 · 2), ale zároveň zcela jinak 8 = 22 + 22. ✷

• V čem tedy spoč́ıvá důležitost jednoznačných induktivńıch definic množin?
Je to předevš́ım v daľśım možném využit́ı induktivńı definice množiny jako

”
základny“ pro odvozené vyšš́ı definice, viz následuj́ıćı.
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Definice 5.5. Induktivńı definice funkce z induktivńı množiny.
Necht’ množina M je dána jednoznačnou induktivńı definićı. Pak ř́ıkáme, že
funkce F : M → X je definována induktivně (vzhledem k induktivńı defi-
nici M), pokud je řečeno:

• Pro každý z bázických prvk̊u a1, a2, . . . , ak ∈M je určeno F(ai) = ci. ✷

• Pro každé induktivńı pravidlo typu

“Jsou-li (libovolné prvky) x1, . . . , xℓ ∈M , pak také f(x1, . . . , xℓ) ∈M”

je definováno

F
(

f(x1, . . . , xℓ)
)

na základě hodnot F(x1), . . . ,F(xℓ).✷

Ilustrujme si induktivńı definici funkce dětskou hrou na
”
tichou poštu“. Definičńım

oborem je řada sed́ıćıch hráč̊u, kde ten prvńı je bázickým prvkem a každý následuj́ıćı
(mimo posledńıho) odvozuje hráče sed́ıćıho hned za ńım jako daľśı prvek hry.

Hodnotou bázického prvku je prvńı (vymyšlené) pośılané slovo. Induktivńı pravidlo
pak následuj́ıćımu hráči p̌rǐrazuje slovo, které je odvozeno (

”
zkomoleńım“) ze slova

p̌redchoźıho hráče. Výsledkem hry pak je hodnota–slovo posledńıho hráče.
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Pro daľśı př́ıklad se pod́ıvejme ťreba do manuálu unixového př́ıkazu test

EXPRESSION:

EXPRESSION is true or false and sets exit status. It is one of:

( EXPRESSION ) EXPRESSION is true

! EXPRESSION EXPRESSION is false

EXPRESSION1 -a EXPRESSION2 both EXPRESSION1 and EXPRESSION2 are true

EXPRESSION1 -o EXPRESSION2 either EXPRESSION1 or EXPRESSION2 is true

[-n] STRING the length of STRING is nonzero

STRING1 = STRING2 the strings are equal

......

✷

No, problematická je otázka jednoznačnosti této definice – jednoznačnost neńı
vynucena (jen umožněna) syntaktickými pravidly, jinak je pak dána nepsanými
konvencemi implementace př́ıkazu.

To je pochopitelně z matematického hlediska špatně, ale přesto jde o pěknou
ukázku z praktického života informatika.
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5.3 Použit́ı strukturálńı indukce5.3 Použit́ı strukturálńı indukce

Př́ıklad 5.6. Jednoduché aritmetické výrazy a jejich význam.

Necht’ je dána abeceda Σ = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,⊙,⊕, (, )}. Definujme množinu
jednoduchých výraz̊u SExp ⊆ Σ∗ induktivně takto:

∗ Dekadický zápis každého p̌rirozeného č́ısla n je prvkem SExp (bázické prvky). ✷

∗ Jestliže x, y ∈ SExp, pak také (x)⊙ (y) a (x)⊕ (y) jsou prvky SExp. ✷

∗ Jak snadno nahlédneme, d́ıky nucenému závorkováńı je tato induktivńı definice
jednoduchých výraz̊u SExp jednoznačná.

T́ımto jsme aritmetickým výraz̊um p̌rǐradili jejich
”
formu“, tedy syntaxi. ✷

Pro p̌rǐrazeńı
”
významu“, tj. sémantiky aritmetického výrazu, následně definujme funkci

vyhodnoceńı Val : SExp → N induktivně takto: ✷

∗ Pro bázické prvky: Val(n) = n, kde n je dekadický zápis p̌rirozeného č́ısla n. ✷

∗ Prvńı induktivńı pravidlo: Val((x)⊕ (y)) = Val(x) + Val(y).

∗ Druhé induktivńı pravidlo: Val((x) ⊙ (y)) = Val(x) · Val(y). ✷

Co je pak
”
správným významem“ (hodnotou) uvedených aritmetických výraz̊u? ✷
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Př́ıklad 5.7. Důkaz správnosti p̌rǐrazeného
”
významu“ Val : SExp → N.

Věta. Pro každý výraz σ ∈ SExp je hodnota Val(σ) č́ıselně rovna výsledku vy-
hodnoceńı výrazu σ podle běžných zvyklost́ı aritmetiky.✷

Jelikož pojednáváme o induktivně definované funkci Val, je p̌rirozené pro důkaz jej́ıch
vlastnost́ı aplikovat matematickou indukci. Avšak na rozd́ıl od ďŕıve prob́ıraných
p̌ŕıkladů zde nevid́ıme žádný celoč́ıselný

”
parametr n“, a proto si jej budeme muset

nejprve definovat podle struktury výrazu σ. ✷

Přesněji, naši indukci povedeme podle
”
délky ℓ odvozeńı výrazu σ“ definované jako

počet aplikaćı induktivńıch pravidel poťrebných k odvozeńı σ ∈ SExp.

✷

Důkaz: V bázi indukce ově̌ŕıme vyhodnoceńı bázických prvků. Plat́ı Val(n) = n, což
skutečně odpov́ıdá zvyklostem aritmetiky. ✷

V indukčńım kroku se pod́ıváme na vyhodnoceńı Val((x) ⊕ (y)) = Val(x) + Val(y).✷
Podle běžných zvyklost́ı aritmetiky by hodnota Val((x) ⊕ (y)) měla být rovna součtu
vyhodnoceńı výrazu x, což je podle indukčńıho p̌redpokladu rovno Val(x) (x má žrejmě
kraťśı délku odvozeńı), a vyhodnoceńı výrazu y, což je podle indukčńıho p̌redpokladu
rovno Val(y). ✷Takže skutečně Val((x) ⊕ (y)) = Val(x) + Val(y).

Druhé pravidlo Val((x)⊙ (y)) se dǒreš́ı analogicky.
✷
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5.4 Nazpět k matematické logice5.4 Nazpět k matematické logice

Vybaveni aparátem induktivńıch definic, můžeme nyńı podat matematicky
přesněǰśı definici formuĺı výrokové logiky z Odd́ılu 1.4 a jejich sémantiky.

Definice: Necht’ P = {A,B,C, . . . } je množina výrokových proměnných.
Množina F výrokových formuĺı je dána těmito pravidly induktivńı definice:

∗ Bázickými prvky F jsou proměnné P, tj. X ∈ F pro každé X ∈ P. ✷

∗ (negace) Je-li ϕ ∈ F , pak také ¬(ϕ) je prvkem F .✷

∗ (implikace) Je-li ϕ,ψ ∈ F , pak také (ϕ) ⇒ (ψ) je prvkem F .✷

Zároveň plat́ı, že závorky okolo ϕ lze vynechat pouze pokud ϕ ∈ P nebo ϕ
bylo vytvǒreno induktivńım pravidlem negace. To stejné plat́ı pro vynecháváńı
závorek okolo ψ. ✷

Poznámka : Již nad rámec p̌redchoźı definice paťŕı ďŕıve uvedené syntaktické zkratky

∗ ϕ ∨ ψ (disjunkce /
”
nebo“) je jiný zápis formule ¬ϕ⇒ ψ,

∗ ϕ ∧ ψ (konjunkce/
”
a“) je jiný zápis formule ¬(¬ϕ ∨ ¬ψ),

∗ ϕ⇔ ψ (ekvivalence) je jiný zápis formule (ϕ⇒ ψ) ∧ (ψ ⇒ ϕ).
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Sémantika výrokové logiky

Na základě jednoznačné induktivńı definice množiny F výrokových formuĺı nyńı
můžeme podat přesnou induktivńı definici funkce vyhodnoceńı (logické hodnoty
formuĺı). Necht’ valuace (ohodnoceńı) je funkce ν : P → {0, 1}. ✷

Definice 5.8. Sémantika (význam) výrokové logiky.
Pro každou valuaci ν definujeme funkci

Sν : F → {0, 1},

zvanou vyhodnoceńı formule σ vzhledek k ν, ✷induktivně takto:

• Sν(X) := ν(X) pro každé X ∈ P.

• Sν(¬ϕ) :=

{

1 jestliže Sν(ϕ) = 0;
0 jinak.

• Sν(ϕ⇒ ψ) :=

{

0 jestliže Sν(ϕ) = 1 a Sν(ψ) = 0;
1 jinak.
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Převod formuĺı do normálńıho tvaruPřevod formuĺı do normálńıho tvaru

V daľśım se vrát́ıme k logickým formuĺım v normálńım tvaru (viz Odd́ıl 2.2),
tedy k formuĺım, ve kterých se negace vztahuje pouze k výrokovým proměnným.

Tvrzeńı 5.9. Každou výrokovou formuli lze převést do normálńıho tvaru, pokud
k ⇒ povoĺıme i už́ıváńı odvozených spojek ∧ a ∨. ✷

• Pro ilustraci, k formuli ¬(A⇒ B) je ekvivalentńı normálńı tvar A ∧ ¬B, ✷

• k formuli ¬
(

C ∧ (¬A⇒ B)
)

je ekvivalentńı ¬C ∨ (¬A ∧ ¬B), ✷

• k formuli ¬
(

(A⇒ B) ⇒ C
)

je ekvivalentńı (A⇒ B) ∧ ¬C.
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Metoda 5.10. Převod formule ϕ do normálńıho tvaru F(ϕ).
Použ́ıváme F(X) jako

”
je pravda, že X“ a G(X) jako

”
neńı pravda, že X“.

F(A) = A G(A) = ¬A

F(¬ϕ) = G(ϕ) G(¬ϕ) = F(ϕ)

F(ϕ⇒ ψ) = F(ϕ) ⇒ F(ψ) G(ϕ⇒ ψ) = F(ϕ) ∧ G(ψ)

F(ϕ ∧ ψ) = F(ϕ) ∧ F(ψ) G(ϕ ∧ ψ) = G(ϕ) ∨ G(ψ)

F(ϕ ∨ ψ) = F(ϕ) ∨ F(ψ) G(ϕ ∨ ψ) = G(ϕ) ∧ G(ψ)

F(ϕ⇔ ψ) = F(ϕ) ⇔ F(ψ) G(ϕ⇔ ψ) = F(ϕ) ⇔ G(ψ)✷

Pro predikátové formule toto rozš́ı̌ŕıme ještě o pravidla:

F(∀x . ϕ) = ∀x . F(ϕ) G(∀x . ϕ) = ∃x . G(ϕ)
F(∃x . ϕ) = ∃x . F(ϕ) G(∃x . ϕ) = ∀x . G(ϕ)✷

Uvažme formuli ¬(A⇒ ¬(B ∨ ¬(C ⇒ ¬A))). Užit́ım uvedeného postupu źıskáme:

F(¬(A⇒ ¬(B ∨ ¬(C ⇒ ¬A)))) = G(A⇒ ¬(B ∨ ¬(C ⇒ ¬A))) = ✷

F(A) ∧ G(¬(B ∨ ¬(C ⇒ ¬A))) = A ∧ F(B ∨ ¬(C ⇒ ¬A)) = ✷

A ∧ (F(B) ∨ F(¬(C ⇒ ¬A))) = A ∧ (B ∨ G(C ⇒ ¬A)) = ✷

A ∧ (B ∨ (F(C) ∧ G(¬A))) = A ∧ (B ∨ (C ∧ F(A))) = ✷

A ∧ (B ∨ (C ∧ A))
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Důkaz pro normálńı tvar formule

Na závěr následuje daľśı ilustrativńı ukázka důkazu strukturálńı indukćı.

Věta 5.11. Pro libovolnou výrokovou formuli ϕ plat́ı (viz Metoda 5.10), že

a) F(ϕ) je formule v normálńım tvaru ekvivalentńı k ϕ

b) a G(ϕ) je formule v normálńım tvaru ekvivalentńı negaci ¬ϕ. ✷

Důkaz povedeme indukćı ke struktuře formule, neboli indukci povedeme podle

”
délky“ ℓ – počtu aplikaćı induktivńıch pravidel při sestavováńı formule ϕ. ✷

• Báze indukce (ℓ = 0): Pro všechny atomy, tj. výrokové proměnné, žrejmě
plat́ı, že F(A) = A je ekvivalentńı A a G(A) = ¬A je ekvivalentńı ¬A. ✷

• V indukčńım kroku předpokládejme, že a) i b) plat́ı pro všechny formule ϕ
délky nejvýše ℓ. Vezmeme si formuli ψ délky ℓ+1, která je utvǒrená jedńım
z následuj́ıćıch způsobů:
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∗ ψ ≡ ¬ϕ.
Podle výše uvedeného induktivńıho předpisu je F(ψ) = F(¬ϕ) = G(ϕ).
Podle indukčńıho předpokladu pak je G(ϕ) formule v normálńım tvaru
ekvivalentńı ¬ϕ = ψ. ✷

Obdobně pro funktor G vyjádř́ıme G(ψ) = G(¬ϕ) = F(ϕ). Podle in-
dukčńıho předpokladu pak je F(ϕ) formule v normálńım tvaru ekviva-
lentńı ϕ a to je dále ekvivalentńı ¬¬ϕ = ¬ψ podle Tvrzeńı 1.11. ✷

∗ ψ ≡ (ϕ1 ⇒ ϕ2).
Podle výše uvedeného induktivńıho předpisu je F(ψ) = F(ϕ1 ⇒ ϕ2) =
F(ϕ1) ⇒ F(ϕ2). Podle indukčńıho předpokladu jsou F(ϕ1) i F(ϕ2)
formule v normálńım tvaru ekvivalentńı ϕ1 a ϕ2. Potom i F(ϕ1) ⇒
F(ϕ2) je v normálńım tvaru dle definice a podle sémantiky ⇒ je ta
ekvivalentńı formuli (ϕ1 ⇒ ϕ2) = ψ. ✷

Obdobně rozeṕı̌seme G(ψ) = G(ϕ1 ⇒ ϕ2) = F(ϕ1) ∧ G(ϕ2). Jelikož
∧ je pro nás jen zkratka, výraz dále rozeṕı̌seme G(ψ) = ¬(F(ϕ1) ⇒
¬G(ϕ2)). Podle indukčńıho předpokladu (a dvoj́ı negace) jsou F(ϕ1)
a ¬G(ϕ2) po řadě ekvivalentńı formuĺım ϕ1 a ϕ2. Tud́ıž nakonec od-
vod́ıme, že G(ψ) je ekvivalentńı negaci formule ϕ1 ⇒ ϕ2, což jsme zde
měli dokázat.
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∗ ψ ≡ (ϕ1 ∨ ϕ2).
Zde si muśıme opět uvědomit, že spojka ∨ je pro nás jen zkratka,
a přepsat ψ ≡ (¬ϕ1 ⇒ ϕ2). Potom podle předchoźıch dokázaných
př́ıpadů v́ıme, že F(ψ) = F(¬ϕ1 ⇒ ϕ2) = F(¬ϕ1) ⇒ F(ϕ2) je ekvi-
valentńı formuli (¬ϕ1 ⇒ ϕ2) = ψ, což bylo ťreba dokázat. Stejně tak
G(ψ) = G(¬ϕ1 ⇒ ϕ2) = F(¬ϕ1)∧G(ϕ2) je podle předchoźıch př́ıpadů
důkazu ekvivalentńı (¬ϕ1 ∧ ¬ϕ2) = ¬ψ. ✷

∗ ψ ≡ (ϕ1 ∧ ϕ2) a ψ ≡ (ϕ1 ⇔ ϕ2) už dokonč́ıme analogicky.
✷


