6 Relace a jejich vlastnosti

V nasledujici lekci si podrobné rozebereme matematicky apardt relaci, kterému se v
jeho abstraktni podobé mnoho pozornosti v d¥ivéjsi vyuce nevénuje — na rozdil od
naivniho pohledu na mnoZiny a na ,funkce" ve vyznamu analytickych funkci (jako 2z,
sin x). P¥itom na pojem relace velmi brzy narazi kaZdy informatik uZz jen p¥i studiu dat
a databdzi a jeho pochopeni bude nezbytné potfebovat.

EMPLOYEE table {source) PROJECT table itarget)

FYy

PROJ_EMP tahle (relation table}

Source key

Struény prehled lekce

* Co je relace — reprezentace relaci tabulkou a grafem.
* Zakladni vlastnosti bindrnich relaci nad mnoZinou.

* Uzavéry relaci. Tranzitivni relace.
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Zopakovani kartézského soucinu a relace

Definice: Kartézsky soucin dvou mnozin A, B definujeme jako mnoZinu vSech
usporadanych dvojic ze slozek z A a B

AxB={(a,b)|a€ Abe B}.

Definice kartézského soucinu vice mnozin: Pro kazdé k € IN definujeme

Ay X Ag X -+ x A, ={(a1,a2, -+ ,a) | a; € A; pro kazdé 1 <1i < k}.
e Naptiklad Z° = 7 x 7 x 7 = {(i, j, k) | i,j,k € 7}.

Definice: Relace mezi mnoZinami A, Ay, -+, A, pro kK € N, je libovolnd
podmnozina kartézského soucinu

RCA; x Ay x -+ x Ay

Pokud A; = Ay = --- = A, = A, hovofime o k-arni relaci R na A.
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6.1 Reprezentace koneénych relaci

Uklddéni dat — pfedeviim sleduje vztahy mezi objekty (stejn& jako relace).

~»  relaéni databaze jako obecnd ukdzka pouziti relace.

Priklad 6.1. Tabulka rela&ni databdze prezentuje obecnou relaci.

Definujme nésledujici mnoZiny (,elementdrni typy")
e INAK ={a,---,2,A, -+, Z mezera},
e CISLICE ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Dile definujeme tyto mnoZiny (,odvozené typy")

e JMENO = ZNAK',  PRIJMENI = ZNAK?®,  VEK = CISLICE?,
e ZAMESTNANEC ,&“ JMENO x PRIJMENI x VEK.

Relaci ,typu” ZAMESTNANEC pak Ize reprezentovat tabulkou:
| JMENO | PRIJMENI | VEK |

Jan Novak 42
Petr Vichr 28
Pavel Zima 26
Stanislav | Novotny 52 O
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Reprezentace binarnich relaci na mnoziné

Znaceni: Bindrni relaci R C M x M lze jednozna&né znazornit jejim grafem:
e Prvky M zndzornime jako body v rovin& (tj. na papite).
e Prvek (a,b) € R zndzornime jako orientovanou hranu (,3ipku®) z a do b.
Je-li a = b, pak je touto hranou ,smyc¢ka” na a.

Naptiklad m&me M = {a,b,c,d,e, f} a R = {(a,a), (a,b), (b,c), (b,d), (b,e), (b, f),
(d,c), (e, ), (fic), (e,d), (e, f), (f,b)}, pak:

f

c

Pozor, nejedna se o , grafy funkci” zndmé t¥eba z matematické analyzy.

V ptipadé, Ze M je nekonednd nebo ,velkd", mize byt reprezentace R jejim
grafem neprakticka (zaleZi také na mife ,pravidelnosti* R).
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Znaceni: Bindrni relaci R C M x M lze jednoznatné zapsat také pomoci
matice relace — matice A typu M x M s hodnotami z {0, 1}.

e
! a /1 1000 0
] blo o111 1
a ¢clo o000 o0
b - dlo o100 0|4
elo o110 1
c F\o 11000

A zavérem se miizeme opét vratit k reprezentaci tabulkou. ..

| JMENO | PRIJMENI |

Jan Novak
Petr Vichr
Pavel Zima

Stanislav | Novotny
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6.2 Vlastnosti binarnich relaci na mnoZiné

Definice 6.2. Necht R C M x M. Binarni relace R je

e reflexivni, pravé kdyz pro kazdé a € M plati (a,a) € R;

D D

o ireflexivni, pravé kdyZ pro kazdé a € M plati (a,a) ¢ R;

KK

e symetrickd, pravé kdyZ pro kazdé a,b € M plati, Ze jestlize (a,b) € R,

pak také (b,a) € R;
S
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e antisymetricka, pravé kdyz pro kazdé a,b € M plati, Ze jestlize
(a,b),(b,a) € R, pak a = b;

a b
e tranzitivni, pravé kdyZ pro kazdé a, b, c € M plati, Ze jestlize (a,b), (b, c) €

R, pak také (a,c) € R.

a b c

N

Pozor, miZe byt relace symetricka i antisymetrickd zaroveii?

Ano!
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Ukazkové binarni relace

Priklad 6.3. Jak poznat vlastnosti relaci z matice:

1100 1100
01 11 1 011
0 010 01 01
0 011 0110

Které z vlastnosti maji bindrni relace reprezentované témito maticemi?

ReZeni: Ony vlastnosti si probereme jednu po druhé:

o Reflexivni, pravé kdyz kazdy prvek na hlavni diagondle je 1.
o Ireflexivni, pravé kdyz je jeji hlavni diagondla vyplnéna nulami.
e Symetricka, pravé kdyZ je ,,stejnd" v zrcadlovém obraze podle hl. diagonaly.

e Antisymetricka, pravé kdyz po ,ptelozeni” matice podle hlavni diagondly

nebudou nikde mimo tuto diagonalu dvé jednicky ,,na sob&".

e /Zbyva posoudit tranzitivitu, coZ neni GplIné jednoduché. ..
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Priklad 6.4. Nekolik pfikladii relaci definovanych v pFirozeném jazyce.

Necht M je mnoZina vdech studentii 1. ro¢niku FI. UvaZme postupné relace
R C M x M definované takto

e (x,y) € R pravé kdyZ x a y maji stejné rodné &islo;

o (z,y) € R pravé kdyZz x ma stejnou vysku jako y (dejme t. na celé mm);

o (z,y) € R pravé kdyz vyska = a y se nelisi vice jak 0 2 mm;

z,

€ R pravé kdyz = m3 jinou vysku nez y (dejme tomu na celé mm);

xz,

(z,y
(z,y)
(z,y)
(x,y) € R pravé kdyZ = m3 alespofi takovou vysku jako y;
(z,y)
(z,y)

x,y) € R pravé kdyz x je zamilovan(a) do y.

O

Co délat v situaci, Ze nase relace nékterou z poptdvanych vlastnosti nemad, ale

ndm by se ta vlastnost hodila? =V nékterych p¥ipadech Ize chybégjici vlastnost
relaci ,,doplnit” pomoci takzvaného uzavéru.

e Naptiklad reflexivni uzdvér jednoduse p¥ida do relace viechny dvojice (x, z):

e Nebo symetricky uzavér zahrne do relace viechny obracené dvojice k exis-
tujicim dvojicim, &ili vdechny chybégjici (x,y) pokud (y,x) € R.
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6.3 Uzavéry relaci

Princip uzdvéru bindrni relace:

e Na3i snahou je danou relaci ,,obohatit” o zvolenou vlastnost (naptiklad
proto, Ze nade data o relaci jsou nedplnd a vlastnost je tak poskozena).

e Pochopitelné, ne kazdou vlastnost relace Ize ziskat pfidavanim dalSich dvo-
jic; naSe uvaZovanad vlastnost musi byt uzaviratelna.

Fakt: Libovolnd kombinace vlastnosti reflexivita, symetrie, tranzitivita je
uzaviratelnd vlastnost.

Ireflexivita a antisymetrie naopak nejsou uzaviratelné vlastnosti.

Véta 6.5. Necht V je uzaviratelnd vlastnost bindrnich relaci. Pak existuje jed-
nozna&nd minimalni relace RV O R majici vlastnost V. Plati

RV = N S.

SDR, S maV na M

Tuto minimélni relaci RY s vlastnosti V' nazyvame V-uzavér relace R.
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Tvrzeni 6.6. Necht R je bindrni relace na M. Pak plati ndsledujici poznatky.

e Reflexivni uzavér R je p¥esné& relace R U {(z,x) | = € M}.

e Symetricky uzavér R je ptesné relace
<
R=A{(z,y) | (z,y) € R nebo (y,z) € R}.
e Tranzitivni uzavér R je ptesné& relace RT = | J2°, T'(R), kde T je zobra-
zeni, které pro kazdou bindrni relaci S vrati relaci
T(S):=SU{(x,2) | existuje y takové, e (x,y), (y,2) € S}
aTHS)=T(T...(T(S))...) jei-krét iterovand aplikace zobrazeni 7T .
%‘/_/
o Reflexivni a tranzitivni uzavér R je ptesné relace R* = QT, kde Q) je
reflexivni uzavér R.
e Reflexivni, symetricky a tranzitivni uzavér R (tj. nejmensi ekvivalence ob-

<~
sahujici R) je presné relace (Q)", kde Q je reflexivni uzavér R.

Poznamka: Na potadi aplikovani uzavérl vlastnosti zilezi! Zhruba ¥eéeno, tranzitivni
uzavér obvykle aplikujeme coby posledni.
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Tranzitivni uzavér

Z3vérem sezastavime nad p¥ipadem tranzitivniho uzdvéru RT = |J;2, T'(R),

su

jehoZ definice se nezda az tak , konstruktivni* — co nekonetné sjednoceni?

Tvrzeni 6.7. Necht R je relace na kone&né mnoZiné. Pak existuje pfirozené m
takové, Ze tranzitivni uzavér relace R lIze zapsat R* = |J”, T"(R).

Diikaz: Pro n&j si uvédomme zdsadni fakt — pokud 7'"1(R) = T'(R), tak uZ
plati T'*#(R) = T'(R) pro viechna pt¥irozena k. Neboli je potfeba sjednotit
jen tolik prvnich &lend vyrazu |J;°, 7'(R), dokud se hodnota 7"(R) ,zv&t3uje”,
coz miZe nastat jen kone¢né krat nad kone¢nou mnoZinou.
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6.4 Tranzitivni relace

Mezi zdkladnimi vlastnostmi relaci popsanymi Definici 6.2 je jedna — tranzitivita,
jejiz uchopeni a zvladnuti je vyrazné téz3i nez u ostatnich vlastnosti.

e Definice reflexivity, symetrie &i antisymetrie ndm ihned ¥eknou, které dvojice
v relaci chybi nebo prebyvaji.

e Av3ak vlastnost tranzitivity je fundamentdlné induktivni — vS§imnéte si tran-
zitivniho uzdvéru, kde po kazdém pFidani dvojice je nutno znovu podminku
tranzitivity kontrolovat, coz ,indukuje” nové dvojice k pridavani.

Tvrzeni 6.8. M&me relaci R na kon. mnoZing& M a necht R™ je tranzitivnim
uz. R. Pak pro kaZdé x,y € M plati (x,y) € R prdvé tehdy, kdyZ existuji
20,21, -2k € M takové, Ze zg = x,zp =y a(zi—1,2i) € Rproi=1,... k.

Tvrzeni 6.8 o tranzitivnim uzavéru R je potieba (neformalng) &ist takto:

Do tranzitivniho uzavéru pat¥ viechny ty dvojice (z,y), Ze v plvodni relaci R se lze

,dostat po Sipkach" z = do y. Pro ilustraci:

Petr Hlinény, FI MU Brno, 2020 FI: IB000: Relace a jejich pouZiti



S tranzitivnimi relacemi (mezi objekty) se nejast&ji setkdvame, pokud tyto
objekty porovndvame vztahy ,je stejny jako" nebo ,je v&t3i/lepsi nez".

Definice 6.9. Dana bindrni relace R je
x relace ekvivalence, pravé kdyzZ je R reflexivni, symetrickd a tranzitivni;
x CasteCné usporadani, pravé kdyz je R reflexivni, antisymetrickd a tranzi-
tivni (Easto fikdme jen usporadani).

P¥iklad 6.10. Jaké vlastnosti maji ndsledujici relace?

e Bud R C N x N definovand takto (z,y) € R pravé& kdyz x d&li y.
(Céstetné usporadani, ale ne kazdd dvé& &isla jsou porovnatelnd.)

e Bud R C N x N definovand takto (x,y) € R pravé kdyZ = a y maji stejny
zbytek po déleni &islem 5. (Ekvivalence.)

e Necht F'={f| f: N — N} je mnoZina funkci. Bud R C F'x F' definovanj

takto (f,g) € R pravé kdyz f(z) < g(z) pro vdechna z. (Ireflexivni,

antisymetricka a tranzitivni, ale ne reflexivni — neni usporaddnim.) -
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Priklad 6.11. Jak vypadd graf relace ekvivalence?

Pom&rn& ptizna&ng, jak ndm ukazuje ndsledujici obrazek (vdimnéte si absence
Sipek, kterd je dana symetrii relace).

S

NeformaIn& Yeleno; ekvivalence je relace R C M x M, takova, Ze (z,y) € R
pravé kdyZz = a y jsou v n&akém smyslu ,stejné" (leZi na stejné hromddce).

Tyto hromadky pak nazyvame komponentami ¢i tFidami ekvivalence dané relace.
O
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