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Jan Strejček
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polynomiálnı́ redukce

Definice 1.22 (polynomiálnı́ redukce)

Necht’ A ⊆ Σ∗ a B ⊆ Φ∗ jsou jazyky. Řekneme, že A se
polynomiálně redukuje na B, pı́šeme A ≤p B, právě když existuje
totálnı́ funkce f : Σ∗ → Φ∗, která je vyčı́slitelná deterministickým
Turingovým strojem pracujı́cı́m v polynomiálnı́m čase a taková, že

w ∈ A ⇐⇒ f (w) ∈ B.

Funkci f nazveme polynomiálnı́ redukcı́ A na B.

Platı́ A ≤p B =⇒ A ≤p B.
Platı́ A ≤p B a B ≤p C =⇒ A ≤p C (tj. ≤p je tranzitivnı́).
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polynomiálnı́ redukce a složitostnı́ třı́dy

Věta 1.24

Necht’ A ≤p B.
B ∈ P =⇒ A ∈ P
B ∈ NP =⇒ A ∈ NP

Důkaz: Necht’ f je redukce A na B v polynomiálnı́m čase aMB je
TM rozhodujı́cı́ B. StrojMA rozhodujı́cı́ A na vstupu w

1 spočı́tá f (w) a
2 spustı́MB na vstupu f (w) a vrátı́ stejný výsledek jakoMB.

Je-liMB deterministický, pak je iMA deterministický. Krok 1 lze
provést v polynomiálnı́m čase vzhledem k |w |, krok 2
v polynomiálnı́m čase vzhledem k |f (w)|, což je polynomiálnı́
i vzhledem k |w |.MA tedy pracuje v polynomiálnı́m čase. �
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polynomiálnı́ redukce a složitostnı́ třı́dy

Definice 1.26 (těžká a úplná množina ve složitostnı́ třı́dě)

Necht’ C je složitostnı́ třı́da splňujı́cı́ NP ⊆ C. Jazyk L nazveme
C-těžký, právě když pro každý jazyk L′ ∈ C platı́ L′ ≤p L. Je-li navı́c
L ∈ C, pak L nazýváme C-úplný nebo úplný ve třı́dě C.
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SAT je NP-úplný

Věta 1.29 (Cookova-Levinova věta)

SAT = {〈ϕ〉 | ϕ je splnitelná výroková formule} je NP-úplný.

Důkaz: SAT ∈ NP jsme již dokázali.
Ukážeme, že SAT je NP-těžký, tj. A ∈ NP =⇒ A ≤p SAT .

Necht’M je nedeterministický TM rozhodujı́cı́ A v čase p(n), kde p
je polynom. Pro každé slovo w sestrojı́me výrokovou formuli Φ,
která je splnitelná, právě když strojM má akceptujı́cı́ výpočet na w .
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SAT je NP-úplný

Každý výpočet strojeM pracujı́cı́ho v čase p(n) na slově w délky n
lze reprezentovat tabulkou:

Vytvořı́me Φ, aby platilo:
Φ je splnitelné ⇐⇒ existuje tabulka reprezentujı́cı́

akceptujı́cı́ výpočet na w
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SAT je NP-úplný

Φ = Φcell ∧ Φstart ∧ Φmove ∧ Φaccept

Φcell = “každé xi,j,s platı́ ⇐⇒ v tabulce na pozici i , j je symbol s,
kde s ∈ C = Q ∪ Γ ∪ {#}”

Φcell =
∧

1≤ i ≤ p(n)+1
1≤ j ≤ p(n)+3

[( ∨
s∈C

xi,j,s
)
∧
( ∧

s,t∈C
s 6=t

¬(xi,j,s ∧ xi,j,t )
)]

|Φcell| ∈ O(p2(n))
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SAT je NP-úplný

Φ = Φcell ∧ Φstart ∧ Φmove ∧ Φaccept

Φstart = “na prvnı́m řádku je iniciálnı́ konfigurace pro w = w1 . . .wn”

Φstart = x1,1,# ∧ x1,2,q0 ∧ x1,3,B ∧
x1,4,w1 ∧ x1,5,w2 ∧ . . . ∧ x1,n+3,wn ∧
x1,n+4,t ∧ x1,n+5,t ∧ . . . ∧ x1,p(n)+2,t ∧ x1,p(n)+3,#

|Φstart| ∈ O(p(n))
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SAT je NP-úplný

Φ = Φcell ∧ Φstart ∧ Φmove ∧ Φaccept

Φmove = “každé dva po sobě jdoucı́ řádky odpovı́dajı́ kroku výpočtu”

popı́šeme pomocı́ “legálnı́ch oken” 2× 3

přı́klady legálnı́ch oken pro δ(q1,b) = {(q2, c,L), (q2,a,R)}:
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SAT je NP-úplný

Φ = Φcell ∧ Φstart ∧ Φmove ∧ Φaccept

Φmove = “každé okno 2× 3 v tabulce je legálnı́” (okna se překrývajı́)

Φmove =
∧

1≤ i < p(n)+1
1< j < p(n)+3

( ∨
legalnı́ okno
a1 a2 a3

a4 a5 a6

xi,j−1,a1 ∧ xi,j,a2 ∧ xi,j+1,a3 ∧
xi+1,j−1,a4 ∧ xi+1,j,a5 ∧ xi+1,j+1,a6

)

|Φmove| ∈ O(p2(n))
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SAT je NP-úplný

Φ = Φcell ∧ Φstart ∧ Φmove ∧ Φaccept

Φaccept = “v tabulce je stav qacc”

Φaccept =
∨

1< i ≤ p(n)+1
1< j < p(n)+3

xi,j,qacc

|Φaccept| ∈ O(p2(n))
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SAT je NP-úplný

Φ = Φcell ∧ Φstart ∧ Φmove ∧ Φaccept

|Φ| = O(p2(n)) +O(p(n)) +O(p2(n)) +O(p2(n)) = O(p2(n))

Počet proměnných xi,j,s je O(p2(n)), tedy závisı́ na n = |w |.
Proměnnou lze zakódovat do binárnı́ abecedy O(log n) znaky.
Tedy |〈Φ〉| = O(p2(n) · log n), což znamená |〈Φ〉| = O(p2(n) · n).

〈Φ〉 má polynomiálnı́ délku vzhledem k n = |w | a lze spočı́tat
v polynomiálnı́m čase. Tedy A ≤p SAT . �
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konjunktivnı́ normálnı́ forma (cnf) výrokových formulı́

literál = je proměnná nebo jejı́ negace

klauzule = disjunkce literálů

formule v cnf = konjunkce klauzulı́

formule v 3cnf = formule v cnf, kde každá klauzule má 3 literály
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problém 3SAT

Definice (problém 3SAT)

Problém 3SAT je problém rozhodnout, zda je daná výroková formule
v 3cnf splnitelná.

3SAT = {〈ϕ〉 | ϕ je splnitelná formule v 3cnf}

Věta

3SAT je NP-úplný.

Důkaz: 3SAT ∈ NP:
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3SAT je NP-úplný

3SAT je NP-těžký, tj. A ∈ NP =⇒ A ≤p 3SAT :

1 zkonstruujeme Φ jako v důkazu NP-těžkosti SATu

2 Φ převedeme na ekvivalentnı́ Φ′ v cnf pomocı́ ekvivalence

(ϕ ∧ ψ) ∨ ρ ≡ (ϕ ∨ ρ) ∧ (ψ ∨ ρ)
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3SAT je NP-úplný

3 Φ′ převedeme na Φ′′ v 3cnf pomocı́ vztahů
l1

l1 ∨ l2
l1 ∨ l2 ∨ l3

l1 ∨ l2 ∨ l3 ∨ l4
...

l1 ∨ l2 ∨ . . . ∨ lm

Φ′′ je splnitelná ⇐⇒ Φ′ je splnitelná ⇐⇒ Φ je splnitelná
|Φ′′| ∈ O(p2(n)). Tedy A ≤p 3SAT . �
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redukce a C-těžkost

Lemma

Necht’ C je složitostnı́ třı́da splňujı́cı́ NP ⊆ C.

A je C-těžký a A ≤p B =⇒ B je C-těžký

Důkaz:

�

Věta 1.28

Je-li A NP-úplný, A ≤p B a B ∈ NP, pak B je také NP-úplný.
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problém CLIQUE

Definice (k -klika)

Neorientovaný graf G má k-kliku, pokud v něm existuje úplný
podgraf s k vrcholy.

Definice (problém CLIQUE)

Problém CLIQUE je problém rozhodnout, zda daný graf G má
k-kliku pro dané k.

CLIQUE = {〈G, k〉 | G je graf s k-klikou}
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CLIQUE je NP-úplný

Věta

CLIQUE je NP-úplný.

Důkaz: CLIQUE ∈ NP:

CLIQUE je NP-těžký: 3SAT ≤p CLIQUE
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CLIQUE je NP-úplný

Necht’ ϕ = (a1 ∨ b1 ∨ c1) ∧ (a2 ∨ b2 ∨ c2) ∧ . . . ∧ (ak ∨ bk ∨ ck ).
Zkonstruujeme graf G = (V ,E), kde

V = {a1,b1, c1,a2,b2, c2, . . . ,ak ,bk , ck} a
E = {{v1, v2} | v1, v2 nejsou ze stejné klauzule a

v1 nenı́ negacı́ v2 nebo naopak}.

ϕ = (x ∨ y ∨ z) ∧ (¬x ∨ ¬y ∨ ¬z) ∧ (x ∨ ¬y ∨ ¬y)

ϕ je splnitelná ⇐⇒ existuje splňujı́cı́ přiřazenı́ ⇐⇒ G má k -kliku
Zároveň |G| = O(|ϕ|2) a tedy 3SAT ≤p CLIQUE . �
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