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Poznámka

Připomeňme si z minule: posloupnost

(an)∞n=0 = (a0, a1, a2, . . .)

je vpodstatě to samé co mocninná řada

∞∑
n=0

anx
n = a0 + a1x + a2x

2 + · · ·

která má někdy součet, j́ımž je funkce f (x), které ř́ıkáme generuj́ıćı
funkce posloupnosti. V daľśım se nám bude hodit dodefinovat
an = 0 pro n < 0, takže lze v mocninné řadě sč́ıtat p̌res všechna
celá č́ısla a nemuśıme tak meze p̌ŕılǐs řešit.



Poznámka

Funkce x · f (x) je žrejmě

x ·
∑

anx
n =

∑
anx

n+1 = a0x + a1x
2 + a2x

3 + · · ·

=
∑

an−1x
n = 0 + a0x + a1x

2 + a2x
3 + · · ·

a je tedy generuj́ıćı funkćı posloupnosti (0, a0, a1, . . .), jej́ıž n-tý
člen je an−1 (tady se hod́ı, že pro n = 0 jsme dodefinovali
a−1 = 0). Můžeme ji značit (an−1).

Podobně x2 · f (x) je generuj́ıćı funkćı posloupnosti (an−2).



Poznámka

Funkce x · f (x) je žrejmě

x ·
∑

anx
n =

∑
anx

n+1 = a0x + a1x
2 + a2x

3 + · · ·

=
∑

an−1x
n = 0 + a0x + a1x

2 + a2x
3 + · · ·

a je tedy generuj́ıćı funkćı posloupnosti (0, a0, a1, . . .), jej́ıž n-tý
člen je an−1 (tady se hod́ı, že pro n = 0 jsme dodefinovali
a−1 = 0). Můžeme ji značit (an−1).
Podobně x2 · f (x) je generuj́ıćı funkćı posloupnosti (an−2).



Př́ıklad

Najděte vytvǒruj́ıćı funkci a explicitńı vyjáďreńı pro n-tý člen
posloupnosti {an} defiované rekurentńım vztahem

a0 = 1, a1 = 2

an = 4an−1 − 3an−2 + 1 pro n ≥ 2

Řešeńı

Doplňme a−1 = a−2 = 0 a rozepǐsme podrobně druhou rovnici pro
p̌ŕıpad n = 1, n = 0:

n = 1: a1 = 4a0 − 3a−1 + 1− 3

n = 0: a0 = 4a−1 − 3a−2 + 1 + 0

Dohromady tak můžeme psát rekurenci jedinou formulkou:

an = 4an−1 − 3an−2 + 1− 3 · [n = 1] + 0 · [n = 0].



Př́ıklad

Najděte vytvǒruj́ıćı funkci a explicitńı vyjáďreńı pro n-tý člen
posloupnosti {an} defiované rekurentńım vztahem

a0 = 1, a1 = 2

an = 4an−1 − 3an−2 + 1 pro n ≥ 2

Řešeńı

Doplňme a−1 = a−2 = 0 a rozepǐsme podrobně druhou rovnici pro
p̌ŕıpad n = 1, n = 0:

n = 1: a1 = 4a0 − 3a−1 + 1− 3

n = 0: a0 = 4a−1 − 3a−2 + 1 + 0

Dohromady tak můžeme psát rekurenci jedinou formulkou:

an = 4an−1 − 3an−2 + 1− 3 · [n = 1] + 0 · [n = 0].



Řešeńı

an = 4an−1 − 3an−2 + 1− 3 · [n = 1] + 0 · [n = 0].

Tu nyńı vynásob́ıme xn a sečteme p̌res všechna n = 0, 1, . . ., č́ımž
dostaneme:∑

anx
n =

∑
(4an−1 − 3an−2 + 1− 3 · [n = 1] + 0 · [n = 0]) · xn

=
∑

4an−1x
n︸ ︷︷ ︸

4x ·
∑

an−1xn−1

−
∑

3an−2x
n︸ ︷︷ ︸

3x2·
∑

an−2xn−2

+
∑

xn − 3x + 0.

Označ́ıme f (x) vytvǒruj́ıćı funkci posloupnosti {an}, tj.

f (x) =
∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

an−1x
n−1 =

∞∑
n=0

an−2x
n−2

(tady se hod́ı, že a−1 = a−2 = 0, jinak by v těch posledńıch dvou
výrazech byly členy nav́ıc). T́ım se rovnice p̌reṕı̌se na



Řešeńı

f (x) = 4x · f (x)− 3x2 · f (x) +
1

1− x
− 3x .

Převedeńım vyraz̊u obsahuj́ıćıch f (x) na levou stranu a vytknut́ım
dostaneme

(1− 4x + 3x2) · f (x) =
1

1− x
− 3x

neboli

(1− 3x)(1− x) · f (x) =
1− 3x + 3x2

1− x

Poděleńım koeficientem u f (x) pak

f (x) =
1− 3x + 3x2

(1− x)2(1− 3x)
.



Řešeńı

Rozklad na parciálńı zlomky dá

f (x) = 3/4 · 1

1− x
− 1/2 · 1

(1− x)2
+ 3/4 · 1

1− 3x

a rozvinut́ım do mocninné řady pomoćı zobecněné binomické věty

f (x) = 3/4·
∑(

n

0

)
xn−1/2·

∑(
n + 1

1

)
xn+3/4·

∑(
n

0

)
(3x)n︸ ︷︷ ︸
3nxn

.

Celkový koeficient u xn, tj. n-tý člen posloupnosti an, tedy je

an = 3/4 ·
(
n

0

)
− 1/2 ·

(
n + 1

1

)
+ 3/4 ·

(
n

0

)
3n

= 3/4− 1/2 · (n + 1) + 3/4 · 3n.



Př́ıklad

Pomoćı vytvǒruj́ıćı funkce vy̌rešte následuj́ıćı rekurenci:

a0 = 1, a1 = 2

an = 5an−1 − 4an−2 pro n ≥ 2

Řešeńı

Doplňme a−1 = a−2 = 0 a rozepǐsme podrobně druhou rovnici pro
p̌ŕıpad n = 1, n = 0:

n = 1: a1 = 5a0 − 4a−1 − 3

n = 0: a0 = 5a−1 − 4a−2 + 1

Dohromady tak můžeme psát rekurenci jedinou formulkou:

an = 5an−1 − 4an−2 − 3 · [n = 1] + 1 · [n = 0].



Př́ıklad

Pomoćı vytvǒruj́ıćı funkce vy̌rešte následuj́ıćı rekurenci:

a0 = 1, a1 = 2

an = 5an−1 − 4an−2 pro n ≥ 2

Řešeńı

Doplňme a−1 = a−2 = 0 a rozepǐsme podrobně druhou rovnici pro
p̌ŕıpad n = 1, n = 0:

n = 1: a1 = 5a0 − 4a−1 − 3

n = 0: a0 = 5a−1 − 4a−2 + 1

Dohromady tak můžeme psát rekurenci jedinou formulkou:

an = 5an−1 − 4an−2 − 3 · [n = 1] + 1 · [n = 0].



Řešeńı

an = 5an−1 − 4an−2 − 3 · [n = 1] + 1 · [n = 0].

Tu nyńı vynásob́ıme xn a sečteme p̌res všechna n = 0, 1, . . ., č́ımž
dostaneme:∑

anx
n =

∑
(5an−1 − 4an−2 − 3 · [n = 1] + 1 · [n = 0]) · xn

=
∑

5an−1x
n︸ ︷︷ ︸

5x ·
∑

an−1xn−1

−
∑

4an−2x
n︸ ︷︷ ︸

4x2·
∑

an−2xn−2

−3x + 1.

Označ́ıme f (x) vytvǒruj́ıćı funkci posloupnosti {an}, t́ım se rovnice
p̌reṕı̌se na

f (x) = 5x · f (x)− 4x2 · f (x)− 3x + 1.



Řešeńı

f (x) = 5x · f (x)− 4x2 · f (x)− 3x + 1.

Převedeńım vyraz̊u obsahuj́ıćıch f (x) na levou stranu a vytknut́ım
dostaneme

(1− 5x + 4x2) · f (x) = −3x + 1

neboli
(1− 4x)(1− x) · f (x) = −3x + 1

Poděleńım koeficientem u f (x) pak

f (x) =
−3x + 1

(1− x)(1− 4x)
.



Řešeńı

Rozklad na parciálńı zlomky dá

f (x) = 2/3 · 1

1− x
+ 1/3 · 1

1− 4x

a rozvinut́ım do mocninné řady pomoćı zobecněné binomické věty

f (x) = 2/3 ·
∑(

n

0

)
xn + 1/3 ·

∑(
n

0

)
(4x)n.

Celkový koeficient u xn, tj. n-tý člen posloupnosti an, tedy je

an = 2/3 ·
(
n

0

)
+ 1/3 ·

(
n

0

)
4n

= 2/3 + 1/3 · 4n.



Př́ıklad

Pomoćı vytvǒruj́ıćı funkce vy̌rešte následuj́ıćı rekurenci:

a0 = 1, a1 = 1

an = an−1 + 2an−2 + (−1)n pro n ≥ 2

Řešeńı

Doplňme a−1 = a−2 = 0 a rozepǐsme podrobně druhou rovnici pro
p̌ŕıpad n = 1, n = 0:

n = 1: a1 = a0 + 2a−1 + (−1)1 + 1

n = 0: a0 = a−1 + 2a−2 + (−1)0 + 0

Dohromady tak můžeme psát rekurenci jedinou formulkou:

an = an−1 + 2an−2 + (−1)n + 1 · [n = 1] + 0 · [n = 0].



Př́ıklad

Pomoćı vytvǒruj́ıćı funkce vy̌rešte následuj́ıćı rekurenci:

a0 = 1, a1 = 1

an = an−1 + 2an−2 + (−1)n pro n ≥ 2

Řešeńı

Doplňme a−1 = a−2 = 0 a rozepǐsme podrobně druhou rovnici pro
p̌ŕıpad n = 1, n = 0:

n = 1: a1 = a0 + 2a−1 + (−1)1 + 1

n = 0: a0 = a−1 + 2a−2 + (−1)0 + 0

Dohromady tak můžeme psát rekurenci jedinou formulkou:

an = an−1 + 2an−2 + (−1)n + 1 · [n = 1] + 0 · [n = 0].



Řešeńı

an = an−1 + 2an−2 + (−1)n + 1 · [n = 1] + 0 · [n = 0].

Tu nyńı vynásob́ıme xn a sečteme p̌res všechna n = 0, 1, . . ., č́ımž
dostaneme:∑

anx
n =

∑
(an−1 + 2an−2 + (−1)n + 1 · [n = 1] + 0 · [n = 0]) · xn

=
∑

an−1x
n︸ ︷︷ ︸

x ·
∑

an−1xn−1

+
∑

2an−2x
n︸ ︷︷ ︸

2x2·
∑

an−2xn−2

+
1

1 + x
+ x .

Označ́ıme f (x) vytvǒruj́ıćı funkci posloupnosti {an}, t́ım se rovnice
p̌reṕı̌se na

f (x) = x · f (x) + 2x2 · f (x) +
1

1 + x
+ x .



Řešeńı

f (x) = x · f (x) + 2x2 · f (x) +
1

1 + x
+ x .

Převedeńım vyraz̊u obsahuj́ıćıch f (x) na levou stranu a vytknut́ım
dostaneme

(1− x − 2x2) · f (x) =
1

1 + x
+ x

neboli

(1− 2x)(1 + x) · f (x) =
x2 + x + 1

1 + x

Poděleńım koeficientem u f (x) pak

f (x) =
x2 + x + 1

(1 + x)2(1− 2x)
.



Řešeńı

Rozklad na parciálńı zlomky dá

f (x) = −1/9 · 1

1 + x
+ 1/3 · 1

(1 + x)2
+ 7/9 · 1

1− 2x

a rozvinut́ım do mocninné řady pomoćı zobecněné binomické věty

f (x) = −1/9 ·
∑(

n

0

)
(−x)n + 1/3 ·

∑(
n + 1

1

)
(−x)n

+7/9 ·
∑(

n

0

)
(2x)n

Celkový koeficient u xn, tj. n-tý člen posloupnosti an, tedy je

an = −1/9 ·
(
n

0

)
(−1)n + 1/3 ·

(
n + 1

1

)
(−1)n + 7/9 ·

(
n

0

)
2n

= −1/9 · (−1)n + 1/3 · (n + 1)(−1)n + 7/9 · 2n.



Př́ıklad

Vy̌rešte rekurenci

a0 = 0

an = an−1 + n2 pro n ≥ 1

tedy najděte p̌redpis pro an = 12 + 22 + · · ·+ n2.

Řešeńı

Doplňme a−1 = 0 a rozepǐsme podrobně druhou rovnici pro p̌ŕıpad
n = 0:

n = 0: a0 = a−1 + 02 + 0

Dohromady tak můžeme psát rekurenci jedinou formulkou:

an = an−1 + n2 + 0 · [n = 0].



Př́ıklad

Vy̌rešte rekurenci

a0 = 0

an = an−1 + n2 pro n ≥ 1

tedy najděte p̌redpis pro an = 12 + 22 + · · ·+ n2.

Řešeńı

Doplňme a−1 = 0 a rozepǐsme podrobně druhou rovnici pro p̌ŕıpad
n = 0:

n = 0: a0 = a−1 + 02 + 0

Dohromady tak můžeme psát rekurenci jedinou formulkou:

an = an−1 + n2 + 0 · [n = 0].



Řešeńı

an = an−1 + n2 + 0 · [n = 0].

Tu nyńı vynásob́ıme xn a sečteme p̌res všechna n = 0, 1, . . ., č́ımž
dostaneme:∑

anx
n =

∑
(an−1 + n2 + 0 · [n = 0]) · xn

=
∑

an−1x
n︸ ︷︷ ︸

x ·
∑

an−1xn−1

+
∑

n2 · xn.

Jako minule vyjáďŕıme

n2 = 2 ·
(
n + 2

2

)
︸ ︷︷ ︸

n2+3n+2

− 3 ·
(
n + 1

1

)
︸ ︷︷ ︸

3n+3

+

(
n + 0

0

)
︸ ︷︷ ︸

1∑
n2 · xn = 2 · 1

(1− x)3
− 3 · 1

(1− x)2
+ 1 · 1

1− x
.



Řešeńı

Označ́ıme f (x) vytvǒruj́ıćı funkci posloupnosti {an}, t́ım se rovnice
p̌reṕı̌se na

f (x) = x · f (x) + 2 · 1

(1− x)3
− 3 · 1

(1− x)2
+ 1 · 1

1− x
.

Převedeńım vyraz̊u obsahuj́ıćıch f (x) na levou stranu a vytknut́ım
dostaneme

(1− x) · f (x) = 2 · 1

(1− x)3
− 3 · 1

(1− x)2
+ 1 · 1

1− x
.

Poděleńım koeficientem u f (x) pak

f (x) = 2 · 1

(1− x)4
− 3 · 1

(1− x)3
+ 1 · 1

(1− x)2
.



Řešeńı

f (x) = 2 · 1

(1− x)4
− 3 · 1

(1− x)3
+ 1 · 1

(1− x)2

Rozvinut́ım do mocninné řady pomoćı zobecněné binomické věty

f (x) = 2 ·
∑(

n + 3

3

)
xn − 3

∑(
n + 2

2

)
xn +

∑(
n + 1

1

)
xn.

Celkový koeficient u xn, tj. n-tý člen posloupnosti an, tedy je

an = 2 ·
(
n + 3

3

)
− 3 ·

(
n + 2

2

)
+

(
n + 1

1

)
.

Úzce to samožrejmě souviśı s:

n2 = 2 ·
(
n + 2

2

)
− 3 ·

(
n + 1

1

)
+

(
n + 0

0

)
.



Řešeńı

f (x) = 2 · 1

(1− x)4
− 3 · 1

(1− x)3
+ 1 · 1

(1− x)2

Rozvinut́ım do mocninné řady pomoćı zobecněné binomické věty

f (x) = 2 ·
∑(

n + 3

3

)
xn − 3

∑(
n + 2

2

)
xn +

∑(
n + 1

1

)
xn.

Celkový koeficient u xn, tj. n-tý člen posloupnosti an, tedy je

an = 2 ·
(
n + 3

3

)
− 3 ·

(
n + 2

2

)
+

(
n + 1

1

)
.

Úzce to samožrejmě souviśı s:

n2 = 2 ·
(
n + 2

2

)
− 3 ·

(
n + 1

1

)
+

(
n + 0

0

)
.


