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Minule

Posledni z této fady tvrzeni dava do souvislosti ¥ady dvou &isel a
¥ad jejich soutinu:

Necht m e N, a,b € Z, (a,m) = (b, m) = 1. JestliZe a je Fidu r a
b je Fddu s modulo m, kde (r,s) =1, pak &islo a- b je Fidu r - s
modulo m.
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Minule

Posledni z této fady tvrzeni dava do souvislosti ¥ady dvou &isel a
¥ad jejich soutinu:

Necht m € N, a,b € Z, (a,m) = (b, m) = 1. JestliZe a je Fidu r a
b je Fddu s modulo m, kde (r,s) =1, pak ¢&islo a- b je Fadu r - s
modulo m.

Oznatme § ¥ad &isla a- b. Pak (ab)? =1 (mod m) a umocnénim
obou stran kongruence dostaneme a"b™ =1 (mod m). Protoze je
r ¥adem &isla a, je a" =1 (mod m), tj. b =1 (mod m), a proto
s | rd. Z nesoudé&lnosti r a s plyne s | 6. Analogicky dostaneme i
r|d, a tedy (op&t s vyuZitim nesoudélnosti r,s) r-s | 0. Obraceng&
z¥ejmé plati (ab)™ =1 (mod m), proto ¢ | rs. Celkem tedy

0 =rs. O
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Minule

Dusledek

Necht m € N a r je nejmensi spole¢ny ndsobek viech Fidii modulo
m. Pak existuje ¢islo Fadu r modulo m.
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Minule

Dusledek

Necht m € N a r je nejmensi spole¢ny ndsobek viech Fidii modulo

m. Pak existuje ¢islo Fadu r modulo m.
v

Stadi pro a ¥adu s, b ¥4du t najit prvek ¥adu [s, t]. Necht
d = (s, t), pak timto prvkem je a? - b. O

v
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Minule

Dusledek

Necht m € N a r je nejmensi spole¢ny ndsobek viech Fidii modulo

m. Pak existuje ¢islo Fadu r modulo m.
v

Sta&i pro a ¥adu s, b ¥adu t najit prvek ¥adu [s, t]. Necht
d = (s, t), pak timto prvkem je a? - b. O

v

Pak vZechna (a, m) = 1 spliiuji a" =1 (mod m), tj. jsou to ¥Feeni
kongruence
x"=1 (mod m)

Zejména nas budou zajimat tzv. primitivni koFeny, tj. &isla majici
fad pfesn& p(m) — to je pfesné& polet YeSeni této rovnice.
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Primitivni kofeny modulo soucin

Necht m = 35 a necht (a, m) = 1. Pak podle Eulerovy v&ty

a*=1 (mod5), =1 (mod7)
a?=1 (mod5),a”?=1 (mod7) = a'?=1 (mod 35).

Je tedy kazdé &islo ¥adu 12 (pFipadn& mensiho, ale to vyloutime

casem).
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Primitivni kofeny modulo soucin

Necht m = 35 a necht (a, m) = 1. Pak podle Eulerovy v&ty

a*=1 (mod5), =1 (mod7)
a?=1 (mod5),a”?=1 (mod7) = a'?=1 (mod 35).

Je tedy kazdé &islo ¥adu 12 (pFipadn& mensiho, ale to vyloutime
casem).

Tedy kongruence x> =1 (mod 35) stupné 12 ma

©(35) =4 -6 = 24 Yeseni. )
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Primitivni kofeny modulo soucin

Necht m = 35 a necht (a, m) = 1. Pak podle Eulerovy v&ty

a*=1 (mod5), =1 (mod7)
a?=1 (mod5),a”?=1 (mod7) = a'?=1 (mod 35).

Je tedy kazdé &islo ¥adu 12 (pFipadn& mensiho, ale to vyloutime
casem).

Tedy kongruence x> =1 (mod 35) stupné 12 ma

©(35) =4 -6 = 24 Yeseni.

.

Pokud je m délitelné aspori dvéma lichymi prvocisly, primitivni
koFen modulo m neexistuje.

€
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Polynomialni kongruence modulo prvocislo

UvaZzme f(x) =0 (mod p) a vyd&me f(x) se zbytkem koFenovym
Cinitelem (x — a):

f(x
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Polynomialni kongruence modulo prvocislo

UvaZzme f(x) =0 (mod p) a vyd&me f(x) se zbytkem koFenovym
Cinitelem (x — a):

f(x)=(x—a)-gx)+r = r = f(a)
Pokud je a kofenem kongruence, dostaneme
f(x) =(x—a)-g(x) (mod p).

ProtoZe je p prvotislo, jsou kofeny f(x) pravé a a koteny g(x),
ktery je stupné o jedna mensiho. ProtoZe konstantni polynomy
nemaji kofeny, ma f(x) maximaln& tolik ko¥end, kolik je jeho
stupefi (bacha na f(x) = 0).
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Polynomialni kongruence modulo prvocislo

UvaZzme f(x) =0 (mod p) a vyd&me f(x) se zbytkem koFenovym
Cinitelem (x — a):
f(x)=(x—a)-gx)+r = r = f(a)

Pokud je a kofenem kongruence, dostaneme

f(x) = (x—a)-g(x) (mod p).

ProtoZe je p prvotislo, jsou kofeny f(x) pravé a a koteny g(x),
ktery je stupné o jedna mensiho. ProtoZe konstantni polynomy
nemaji kofeny, ma f(x) maximaln& tolik ko¥end, kolik je jeho
stupefi (bacha na f(x) = 0).

Dusledek

x2 =1 (mod p) m4 koFeny pravé +1.
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Necht p € N je prvo&islo. Pak existuje primitivni kofen modulo p.
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Necht p € N je prvo&islo. Pak existuje primitivni kofen modulo p.

Necht r je maximalni ¥ad, podle Eulerovy véty r | p — 1. Pak v3ech
p — 1 nenulovych zbytkovych tfid jsou kofreny

x"=1 (mod p)

a podle predchoziho p—1 < r. ]
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Necht p € N je prvo&islo. Pak existuje primitivni kofen modulo p*.




R4d &isla, primitivni ko¥eny
00000080

Necht p € N je prvo&islo. Pak existuje primitivni kofen modulo p*.

Plati ¢o(p¥) = p*¥~1 - (p — 1) a tito &initelé jsou nesoud&Ini.
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Necht p € N je prvo&islo. Pak existuje primitivni kofen modulo p*.

Plati ¢(p¥) = p*¥=1 - (p — 1) a tito &initelé jsou nesoudgIni. Necht
g (mod p) je primitivni koFen, tj. prvek ¥adu p — 1. Pak ¥ad g
(mod p*) bude nisobkem p — 1.
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Necht p € N je prvo&islo. Pak existuje primitivni kofen modulo p*.

Plati ¢(p¥) = p*¥=1 - (p — 1) a tito &initelé jsou nesoudgIni. Necht
g (mod p) je primitivni koFen, tj. prvek ¥adu p — 1. Pak ¥ad g
(mod p*) bude nisobkem p — 1. Sta&i najit prvek ¥adu p<—*.
Ukazeme, Ze je jim 1 + p; indukci vzhledem ke k =1,2,.. ;
konkrétné ukdzeme:

1+ p)pk_2 =1+p1#1 (mod p")
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Necht p € N je prvo&islo. Pak existuje primitivni kofen modulo p*.

Plati ¢(p¥) = p*¥=1 - (p — 1) a tito &initelé jsou nesoudgIni. Necht
g (mod p) je primitivni koFen, tj. prvek ¥adu p — 1. Pak ¥ad g
(mod p*) bude nisobkem p — 1. Sta&i najit prvek ¥adu p<—*.
Ukazeme, Ze je jim 1 + p; indukci vzhledem ke k =1,2,.. ;
konkrétné ukdzeme:

1+ p)pk_2 =1+p1#1 (mod p")

(instance pro k +1 da (1+ p)? =1+ pk (mod pk*1)).
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Necht p € N je prvo&islo. Pak existuje primitivni kofen modulo p*.

Plati ¢(p¥) = p*¥=1 - (p — 1) a tito &initelé jsou nesoudgIni. Necht
g (mod p) je primitivni koFen, tj. prvek ¥adu p — 1. Pak ¥ad g
(mod p*) bude nisobkem p — 1. Sta&i najit prvek ¥adu p<—*.
Ukazeme, Ze je jim 1 + p; indukci vzhledem ke k =1,2,.. ;
konkrétné ukdzeme:

1+ p)pk_2 =1+p1#1 (mod p")

(instance pro k +1 da (1+ p)?" =1+ pk (mod pk)).
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Necht p € N je prvo&islo. Pak existuje primitivni kofen modulo p*.

Plati ¢(p¥) = p*¥=1 - (p — 1) a tito &initelé jsou nesoudgIni. Necht
g (mod p) je primitivni koFen, tj. prvek ¥adu p — 1. Pak ¥ad g
(mod p*) bude nisobkem p — 1. Sta&i najit prvek ¥adu p<—*.
Ukazeme, Ze je jim 1 + p; indukci vzhledem ke k =1,2,.. ;
konkrétné ukdzeme:

1+ p)pk_2 =1+p1#1 (mod p")

(instance pro k+1da (1+p)P " =14 pk=1 (mod p¥)). [
W




R4d &isla, primitivni ko¥eny
00000080

Necht p € N je prvo&islo. Pak existuje primitivni kofen modulo p*.

Plati ¢(p¥) = p*¥=1 - (p — 1) a tito &initelé jsou nesoudgIni. Necht
g (mod p) je primitivni koFen, tj. prvek ¥adu p — 1. Pak ¥ad g
(mod p*) bude nisobkem p — 1. Sta&i najit prvek ¥adu p<—*.
Ukazeme, Ze je jim 1 + p; indukci vzhledem ke k =1,2,.. ;
konkrétné ukdzeme:

1+ p)pk_2 =1+p1#1 (mod p")

(instance pro k+1da (1+p)P " =14 pk=1 (mod p¥)). [
W

a= b (mod p¥) = aP = bP (mod pkT1).
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Hledani primitivniho kofene

Sofistikovand metoda se zatim neznd. ZkouSenim po né&jaké dob&
usp&jeme: Kolik je primitivnich kofenti modulo prvoéislo?
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Hledani primitivniho kofene

Sofistikovand metoda se zatim nezna. Zkou3enim po né&jaké dob&
usp&jeme: Kolik je primitivnich kofenli modulo prvoéislo? Jsou to
pravé g (mod p), kde (a, pp) = 1, tedy jich je p(¢(p)). P¥itom
plati

p/¢(#(p)) € O(loglog p),

takze pravdépodobnost, Ze ndhodné &islo bude primitivnim
kofenem je zhruba

1/ loglog p
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Hledani primitivniho kofene

Sofistikovand metoda se zatim nezna. Zkou3enim po né&jaké dob&
usp&jeme: Kolik je primitivnich kofenli modulo prvoéislo? Jsou to
pravé g (mod p), kde (a, pp) = 1, tedy jich je p(¢(p)). P¥itom
plati

p/¢(#(p)) € O(loglog p),

takze pravdépodobnost, Ze ndhodné &islo bude primitivnim
kofenem je zhruba

1/ loglog p
a pocet pokusii potfebnych k nalezeni primitivniho kofene s

predem danou pravdépodobnosti je imérny log log p, tedy
logaritmicky vzhledem k délce vstupu
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Hledani primitivniho kofene

Sofistikovand metoda se zatim nezna. Zkou3enim po né&jaké dob&
usp&jeme: Kolik je primitivnich kofenli modulo prvoéislo? Jsou to
pravé g (mod p), kde (a, pp) = 1, tedy jich je p(¢(p)). P¥itom
plati

p/¢(#(p)) € O(loglog p),

takze pravdépodobnost, Ze ndhodné &islo bude primitivnim
kofenem je zhruba

1/ loglog p

a pocet pokusii potfebnych k nalezeni primitivniho kofene s
predem danou pravdépodobnosti je imérny log log p, tedy
logaritmicky vzhledem k délce vstupu (ov&Feni toho, zda se vskutku
jedna o primitivni ko¥en trvd déle, viz p¥istg).
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Diskrétni logaritmus
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Necht m € N. Celé &islo g € Z, (g, m) = 1 nazveme primitivnim
koFenem modulo m, pokud je jeho ¥ad modulo m roven p(m).




Diskrétni logaritmus
o] ]

Necht m € N. Celé &islo g € Z, (g, m) = 1 nazveme primitivnim
koFenem modulo m, pokud je jeho ¥ad modulo m roven p(m).

Je-li g primitivni kofen modulo m, pak pro kaZdé Cislo
ac€Z,(a,m)=1 existuje jediné x, € Z, 0 < x, < p(m)
s vlastnosti g*> = a (mod m).




Diskrétni logaritmus
o] ]

Necht m € N. Celé &islo g € Z, (g, m) = 1 nazveme primitivnim
koFenem modulo m, pokud je jeho ¥ad modulo m roven p(m).

Je-li g primitivni kofen modulo m, pak pro kaZdé Cislo
a€Z,(a,m)=1 existuje jediné x; € Z, 0 < x; < p(m)

s vlastnosti g*> = a (mod m). Funkce a — x, se nazyva diskrétni
logaritmus, pFip. index &isla x (vzhledem k danému m a
zafixovanému primitivnimu koteni g) a je bijekci mezi mnoZinami
{a€Z; (a,m)=1,0<a<m}a{xeZ 0<x<p(m}.




Diskrétni logaritmus
o] ]

Necht m € N. Celé &islo g € Z, (g, m) = 1 nazveme primitivnim
koFenem modulo m, pokud je jeho ¥ad modulo m roven p(m).

Je-li g primitivni kofen modulo m, pak pro kaZdé Cislo
a€Z,(a,m)=1 existuje jediné x; € Z, 0 < x; < p(m)

s vlastnosti g*> = a (mod m). Funkce a — x, se nazyva diskrétni
logaritmus, pFip. index &isla x (vzhledem k danému m a
zafixovanému primitivnimu koteni g) a je bijekci mezi mnoZinami
{a€Z; (a,m)=1,0<a<m}a{xeZ 0<x<p(m}.

P¥edpokladejme, Ze pro x,y € Z, 0 < x,y < ¢(m) je g*¥ = g¥

(mod m). Z vlastnosti ¥adu pak x =y (mod p(m)), tj. x =y,
proto je zobrazeni injektivni, a tedy i surjektivni. [
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Kvadratické zbytky a nezbytky
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Kvadratické kongruence modulo prvocislo

Necht p je liché prvocislo a (a, p) = 1. Kongruence x> = a

p—1

(mod p) m4 FeSeni, pravé kdy? a2 =1 (mod p).
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Kvadratické kongruence modulo prvocislo

= 1. Kongruence x> = a

Necht p je liché prvocislo a (a, p)
—1
(mod p) md FeSeni, pravé kdyZ az =1 (mod p).
v

PouZijeme primitivni kofen g a vyjadfime x> = a (mod p) pomoci

n&j: necht x = g%, a = g%, pak kongruence je ekvivalentni

26=a (mod p—1).

(&°) =g (modp) =
ProtoZe je p — 1 sudé, ¥eSeni existuje, pravé kdyz « je sudé:

Pl a=0 (modp—1).

a=0 (mod2) & BE=
=y e =g’=1 (mod p).O]

V.
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Legendreliv symbol

Necht p je liché prvo&islo a (a, p) = 1. Kongruence x> = a

p—

(mod p) ma FeSeni, pravé kdyz a7 =1 (mod p).




Kvadratické zbytky a nezbytky
[e]e] lelele]e]

Legendredv symbol

Necht p je liché prvo&islo a (a, p) = 1. Kongruence x> = a

(mod p) ma FeSeni, pravé kdyz a7 =1 (mod p).

1 a kvadraticky zbytek modulo p

Definujeme (%) =< —1 a kvadraticky nezbytek modulo p.

0 a soudélné s p
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Legendreliv symbol

Necht p je liché prvo&islo a (a, p) = 1. Kongruence x> = a

(mod p) ma FeSeni, pravé kdyz a7 =1 (mod p).

1 a kvadraticky zbytek modulo p

Definujeme (%) =< —1 a kvadraticky nezbytek modulo p.

0 a soudélné s p

p—1

Jednoduchym diisledkem véty dostdvame (£) = a2 (mod p):

y p_1 — .ol
protoze (a2 )>=aP"'=1,jea 2 rovno £1.
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Legendreliv symbol

Disledek
(_—1) = +1, resp. —1, pokudp =1 (mod 4), resp. p=3 (mod 4).
Tedy kongruence x> = —1 (mod p) md FeSeni, pravé kdy? p dava

po déleni ¢ty¥mi zbytek 1
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Legendreliv symbol

Disledek
(_—1) = +1, resp. —1, pokudp =1 (mod 4), resp. p=3 (mod 4).
Tedy kongruence x> = —1 (mod p) md FeSeni, pravé kdy? p dava

po déleni ¢ty¥mi zbytek 1

Pocitani Legendreova symbolu je jednoduché s nasledujicimi
pravidly:

o ()= (2)(2),
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Jacobiho symbol

a libovolné, n = p1 - - - py liché; definujeme

(-GG
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Jacobiho symbol

a libovolné, n = p1 - - - py liché; definujeme

(-G)-G)
n P1 pk)’
Pocitani Jacobiho symbolu je jednoduché s nasledujicimi pravidly:

o (%)= (2)(2),
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Jacobiho symbol

Spottéte (333).




Kvadratické zbytky a nezbytky
00000e0

Jacobiho symbol

Spottéte (333).

Spoctéte (%) pro prvocislo p, tj. rozhodnéte, kdy je 3 kvadraticky
zbytek modulo prvoéislo p.
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Testovani prvociselnosti

Je-li p prvotislo, pak a?~* =1 (mod p) (pro a ndhodné
nesoudg&lné s p).
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Testovani prvociselnosti

Je-li p prvotislo, pak a?~* =1 (mod p) (pro a ndhodné
nesoudg&lné s p).

sloZit&jsi test

Je-li p prvotislo, pak a’7 =41 (mod p) (pro a ndhodné
nesoud&né s p).
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Testovani prvociselnosti

Je-li p prvotislo, pak a?~* =1 (mod p) (pro a ndhodné
nesoud&né s p).

sloZitési test

N
|

Je-li p prvotislo, pak a”z = +1 (mod p) (pro a nahodné
nesoud&Iné s p).

.

jesté sloZit&jsi test

|

Je-li p prvocislo, pak as = (
nesoud&né s p).

2) (mod p) (pro a ndhodné

€
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Z3akladni ulohy vypocletni teorie Cisel

V mnoha praktickych dlohach vyuzivajicich vysledky teorie &isel je

zapotFebi umét rychle provést jeden &i vice z nasledujicich vypocti:

@ b&Zné aritmetické operace (soulet, soutin, déleni se zbytkem)
na celych ¢&islech,
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@ zbytek mocniny celého &isla a na pfirozené &islo n po déleni
danym m.
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Z3akladni ulohy vypocletni teorie Cisel

V mnoha praktickych dlohach vyuzivajicich vysledky teorie &isel je
zapotFebi umét rychle provést jeden &i vice z nasledujicich vypocti:
@ b&Zné aritmetické operace (soulet, soutin, déleni se zbytkem)
na celych ¢&islech,
@ zbytek mocniny celého &isla a na pfirozené &islo n po déleni
danym m.
© inverzi celého &isla a modulo m € N,
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zapotFebi umét rychle provést jeden &i vice z nasledujicich vypocti:

@ b&Zné aritmetické operace (soulet, soutin, déleni se zbytkem)
na celych ¢&islech,

@ zbytek mocniny celého &isla a na pfirozené &islo n po déleni
danym m.

© inverzi celého &isla a modulo m € N,
Q nejvEtsi spoletny délitel dvou celych &isel (a pFipadné
koeficienty do Bezoutovy rovnosti),
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Z3akladni ulohy vypocletni teorie Cisel

V mnoha praktickych dlohach vyuzivajicich vysledky teorie &isel je

zapotFebi umét rychle provést jeden &i vice z nasledujicich vypocti:

@ b&Zné aritmetické operace (soulet, soutin, déleni se zbytkem)
na celych ¢&islech,

@ zbytek mocniny celého &isla a na pfirozené &islo n po déleni
danym m.

© inverzi celého &isla a modulo m € N,
Q nejvEtsi spoletny délitel dvou celych &isel (a pFipadné
koeficienty do Bezoutovy rovnosti),

© rozhodnout o daném ¢&isle, je-li prvodislo nebo slozené,
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Z3akladni ulohy vypocletni teorie Cisel

V mnoha praktickych dlohach vyuzivajicich vysledky teorie &isel je

zapotFebi umét rychle provést jeden &i vice z nasledujicich vypocti:

@ b&Zné aritmetické operace (soulet, soutin, déleni se zbytkem)
na celych ¢&islech,

@ zbytek mocniny celého &isla a na pfirozené &islo n po déleni
danym m.

© inverzi celého &isla a modulo m € N,

Q nejvEtsi spoletny délitel dvou celych &isel (a pFipadné
koeficienty do Bezoutovy rovnosti),

© rozhodnout o daném ¢&isle, je-li prvodislo nebo slozené,

Q v ptipadé sloZenosti rozlozit dané &islo na soudin prvodisel.
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Zakladni aritmetické operace

Zakladni aritmetické operace se i na velkych &islech obvykle
provadéji obdobné jako jsme se to ulili na zakladni a stfedni skole,
kdy umime s&itat v linedrnim, ndsobit a délit se zbytkem

v kvadratickém Case.
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Zakladni aritmetické operace

Zakladni aritmetické operace se i na velkych &islech obvykle
provadéji obdobné jako jsme se to udili na zakladni a st¥edni skole,
kdy umime s&itat v linedrnim, ndsobit a délit se zbytkem

v kvadratickém &ase. Pro nasobeni, které je zakladem mnoha
dal3ich operaci, existuji asymptoticky rychlejsi algoritmy (typu
rozdé&l a panuj) - nap¥. prvni takovy Karatsubiv (1960) ¢asové
naro¢nosti ©(n'o823)
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Zakladni aritmetické operace

Zakladni aritmetické operace se i na velkych &islech obvykle
provadéji obdobné jako jsme se to udili na zakladni a st¥edni skole,
kdy umime s&itat v linedrnim, ndsobit a délit se zbytkem

v kvadratickém &ase. Pro nasobeni, které je zakladem mnoha
dal3ich operaci, existuji asymptoticky rychlejsi algoritmy (typu
rozdé&l a panuj) - nap¥. prvni takovy Karatsubiv (1960) ¢asové
naro¢nosti ©(n'°823) nebo algoritmus Schonhage-Strassentiv
(1971) €asové narotnosti ©(nlog nloglog n), ktery vyuZiva tzv.
Fast Fourier Transform. Ten je ale p¥es svou asymptotickou
ptevahu vyhodny aZ pro ndsobeni &isel majicich alesponi desitky
tisic cifer (a pouziva se tak nap¥. v GIMPS).
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Zakladni aritmetické operace

Zakladni aritmetické operace se i na velkych &islech obvykle
provadéji obdobné jako jsme se to udili na zakladni a st¥edni skole,
kdy umime s&itat v linedrnim, ndsobit a délit se zbytkem

v kvadratickém &ase. Pro nasobeni, které je zakladem mnoha
dal3ich operaci, existuji asymptoticky rychlejsi algoritmy (typu
rozdé&l a panuj) - nap¥. prvni takovy Karatsubiv (1960) ¢asové
naro¢nosti ©(n'°823) nebo algoritmus Schonhage-Strassentiv
(1971) €asové narotnosti ©(nlog nloglog n), ktery vyuZiva tzv.
Fast Fourier Transform. Ten je ale p¥es svou asymptotickou
ptevahu vyhodny aZ pro ndsobeni &isel majicich alesponi desitky
tisic cifer (a pouziva se tak nap¥. v GIMPS).

P&kny p¥ehled je nap¥. na http://en.wikipedia.org/wiki/
Computational_complexity_of_mathematical_operations
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GCD a modularni inverze

Jak uz jsme ukazovali d¥ive, vypolet FeSeni kongruence a-x =1
(mod m) s nezndmou x lze snadno (diky Bezoutov& v&t&) prevést
na vypoclet nejvétsiho spole¢ného délitele ¢isel a a m a na hledani
koeficientd k,/ do Bezoutovy rovnosti k - a+ /- m =1 (nalezené k
je pak onou hledanou inverzi a modulo m).
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GCD a modularni inverze

Jak uz jsme ukazovali d¥ive, vypolet FeSeni kongruence a-x =1
(mod m) s nezndmou x lze snadno (diky Bezoutov& v&t&) prevést
na vypoclet nejvétsiho spole¢ného délitele ¢isel a a m a na hledani
koeficientd k,/ do Bezoutovy rovnosti k - a+ /- m =1 (nalezené k
je pak onou hledanou inverzi a modulo m).

function extended_gcd(a, m)
if m=20
return (1, 0)
else
(q, r) := divide (a, m)
(k, 1) := extended_gcd(m, r)
return (I, k —q * 1)

Podrobna analyza (viz nap¥. [Knuth] nebo [Wikil) ukazuje, Ze
tento algoritmus je kvadratické ¢asové sloZitosti.
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Modularni umocrniovani

Moduldrni umocniovéni je, jak jsme jiz vidéli dfive, velmi vyuzivana
operace mj. pfi ové&fovani, zda je dané Eislo prvocislo nebo &islo
sloZené. Jednim z efektivnich algoritm( je tzv. modularni
umociiovani zprava doleva:
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Modularni umocrniovani

Moduldrni umocniovéni je, jak jsme jiz vidéli dfive, velmi vyuzivana
operace mj. pfi ové&fovani, zda je dané Eislo prvocislo nebo &islo
sloZené. Jednim z efektivnich algoritm( je tzv. modularni
umociiovani zprava doleva:

function modular_pow (base, exponent, modulus)
result =1
while exponent > 0
if (exponent mod 2 =— 1):
result := (result % base) mod modulus
exponent := exponent >> 1
base = (base * base) mod modulus
return result
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Algoritmus moduldrniho umocfiovani je zaloZen na myslence, Ze

nap¥. p¥i potitani 264 (mod 1000)

@ nenf t¥eba nejprve potitat 2°4 a poté jej vydélit se zbytkem
¢islem 1000, ale 1épe je postupné ndsobit ,dvojky™ a kdykoliv
je vysledek vétsi nez 1000, provést redukci modulo 1000,
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Algoritmus moduldrniho umocfiovani je zaloZen na myslence, Ze
nap¥. p¥i potitani 264 (mod 1000)
@ nenf t¥eba nejprve potitat 2°4 a poté jej vydélit se zbytkem
¢islem 1000, ale 1épe je postupné ndsobit ,dvojky™ a kdykoliv
je vysledek vétsi nez 1000, provést redukci modulo 1000,
@ ale zejména, Ze neni t¥eba provadét takové mnoZstvi nasobeni
(v tomto p¥ipad& 63 naivnich ndsobeni je mozné nahradit
pouze $esti umocn&nimi na druhou, nebot

2% = (222177
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P¥iklad (Ukézka prib&hu algoritmu)
Vypottéme 2590 (mod 561).
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P¥iklad (Ukézka prib&hu algoritmu)

Vypottéme 2%%0 (mod 561). ProtoZe 560 = (1000110000)s,
dostaneme uvedenym algoritmem

exponent | base | result | exp's last digit
560 2 1 0
280 4 1 0
140 16 1 0
70 256 1 0
35 460 1 1
17 103 | 460 1
8 511 | 256 0
4 256 | 256 0
2 460 | 256 0
1 103 | 256 1
0 511 1 0
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P¥iklad (Ukézka prib&hu algoritmu)

Vypottéme 2%%0 (mod 561). ProtoZe 560 = (1000110000)s,
dostaneme uvedenym algoritmem

exponent | base | result | exp's last digit
560 2 1 0
280 4 1 0
140 16 1 0
70 256 1 0
35 460 1 1
17 103 | 460 1
8 511 | 256 0
4 256 | 256 0
2 460 | 256 0
1 103 | 256 1
0 511 1 0

A tedy 2°%0 = 1 (mod 561).



Vypoctetni aspekty teorie &isel
0000000e

Efektivita moduldarniho umochovani

V pribéhu algoritmu se pro kaZdou binarni &islici exponentu
provede umocnéni zékladu na druhou modulo n (coZ je operace
proveditelnd v nejhife kvadratickém &ase), a pro kazdou ,jedni¢ku"
v bindrnim zapisu navic provede jedno nasobeni. Celkové jsme tedy
schopni provést moduldrni umociovani nejhiite v kubickém &ase.
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