zaveéretna pisemka 5.1.2022, skupina A

Obecné doporuceni: Ctéte pozorné, casto jsou v textu informace, které Vam pocitani zjed-
nodusi. Navic se po Viés také casto chce nékolik véci, tak na zddnou nezapomente.

1. Lukas se zabyval po¢itanim odmocnin modulo 49.

2)

7 ucebnice vycetl, ze primitivni kofen modulo 49 existuje a ze k jeho nalezeni se mu bude
hodit primitivni kofen modulo 7, kterym je napt. 3. Porad’te mu, jakou (jednu!) mocninu
¢fsla 3 modulo 49 m4 spocitat (sami ji nepocitejte!), aby zjistil, zda je 3 primitivn{ kofen
dokonce modulo 49. Mozna byste chtéli spoc¢itat tfi mocniny, ale dvé z nich staéi uvazit
modulo 7.

Prvné zkusil vyuzit Jacobiho symbolu (4%) k ovéfeni, zda dané x, nesoudélné s 49, je druhou
mocninou. Vysvétlete, proc je to zcela nevhodné. Najdéte néjaké takové x, pro které sice
X

(%) =1, ale druhou mocninou nenf (miizete také vyuzit dalstho bodu).

Dale se docetl, ze odmocniny lze pocitat snadno pomoci diskrétniho logaritmu log, vzhle-
dem k primitvnimu kofenu 3. Porad’'te mu, jak pomoci logs x zjistit, zda x je druhou
mocninou modulo 49 a jak spocitat druhé odmocniny x (sta¢i jako vhodné mocniny primi-
tivnfho kofene 3). Demonstrujte na pifkladu z = 30 (mod 49) s vypoctenym log, 30 = 14
(odmocniny neni potfeba dopocitavat explicitng).

(12 bod#)

2. V sifrovacim systému RSA s vefejnym klicem danym modulem n = 247 = 13-19 a exponentem
e = 29 je zasifrovana zprava. Desifrujte zpravu ¢ = 35, piicemz poéitejte prvné zvlast modulo
13 a modulo 19 a tyto vypocty pak dejte dohromady (pomoci CRT). (12 bodu)

3. Polynomem 1+ + 22 Ize generovat linedrn{ (k+ 3, k)-kéd pro libovolné k. Pro které nejmensi
k se vrchni tii prvky prvniho sloupce matice kédu, tj. 110, poprvé zopakuji v néjakém dalsim
sloupci? (Tj. generujte matici, dokud nedostanete znovu sloupec zac¢inajici 110.) Uvazujme dale
toto k, tj. sitku matice.

a)

b)

)

Vysvétlete, na prikladu obdrzeného slova 110 | 0- - - 0, Ze vysledny kéd nezvladne opravovat

jednoduché chyby.

V piipadé obdrzeného slova 010 | 1010---0 vSak v ném obsazenou jednouduchou chybu
opravit zvlddne, ukazte jak. (klasické dekédovéani)

Urcéené k neni nejmensi, pfi kterém vysledny kéd nezvlddne opravovat jednoduché chyby.
Jaka je tato nejmensi $ifka matice?

(12 bodi)

4. Cilem tohoto piikladu bude spoéitat prumérny pocet hodu jednou Sestisténnou kostkou po-
tfebnych na hozeni dvou Sestek po sobé.

a)

Ozna¢me aj pravdépodobnost, ze v k po sobé jdoucich hodech nepadne Sestka dvakrat
po sobé a navic posledni hod je Sestka. Podobné ozna¢me by pravdépodobnost, ze v k po
sobé jdoucich hodech nepadne Sestka dvakrat po sobé a navic posledni hod neni Sestka.
Sestavte soustavu rekurenci pro tyto posloupnosti, pociteéni podminky budou ay = 0,
by = 1. Najdéte vytvoiujici funkece A(x), B(x) téchto posloupnosti, o explicitn{ vzorecek
pro ag, by se nesnazte (nebude hezky a nebudete ho potiebovat).

Ozna¢me dale py pravdépodobnost, ze v k po sobé jdoucich hodech padne Sestka dvakrat
po sobé, ale az v uplné poslednich dvou hodech a oznatme P(z) vytvorujici funkci této
posloupnosti. Dokazte, ze derivace funkce P(x) v ¢&isle 1 je rovna

P(1)=> pr-k
k>0
a je tedy rovna prumérnému poc¢tu hodu jednou Sestisténnou kostkou potiebnych na hozeni
dvou Sestek po sobé. Zjevné py, = é -ag—1 a vytvorujici funkce proto bude P(z) = % cx- Ax).
Spoéctéte tuto priumérnou hodnotu (bud jako derivaci z pfedchoziho bodu nebo jinak, ale
uplné zadarmo to asi nepujde).
(18 bodu)



