zavérecna pisemka 23.1.2023, skupina A

Obecné doporuceni: Ctéte pozorné, ¢asto jsou v textu informace, které Vam pocitani zjed-
nodusi. Navic se po Vas také ¢asto chce nékolik véci, tak na zadnou nezapomerite.

1. Zbytkové tifida 5 modulo 47 je primitivni kofen (nemusite to ovéfovat). Z pfedndsky se ndm
bude hodit
t

a®*=a" (modn) & s=t (mod ord,a), (%)

kde ord,, a zna&i ¥ad zbytkové tiidy a (mod n).
a) Dokazte, ze zbytkova tfida 10 modulo 23 je také primitivni kofen. Rozhodnéte, kterd
ze dvou odpovidajicich zbytkovych tiid 10 (mod 46), 33 (mod 46) je primitivnim kofenem
a vysvétlete pro¢ (nenf potfeba za timto icelem poéitat mocniny modulo 46, sta¢i pocitat
zvl4st modulo 2 a 23). Oznacme tuto zbytkovou tifdu g (mod 46).

b) Rozhodnéte s vyuzitim (%), ktera z kongruenc{

59) =25 (mod 47), 259 =25 (mod 47)
ma a kterd nem4 reSeni.

c) Dokazte k |l = ¢(k) | ¢(1).

d) V tomto bodé jsou a, b parametry spliujici (a,47) = 1, (b,46) = 1. Vztah (x) Fiké, ze
vyraz a® (mod 47) nabyvé pravé ordyr a ruznych hodnot — pro ordyz a riznych zbytkovych
t¥id s (mod ords;a). Uréete podobné pocet m ruznych hodnot vyrazu a®”) (mod 47).
Kongruence a®") = ¢ (mod 47) pak bud’ nebude mit 74dné Feseni nebo fesenim bude jedina
zbytkova tfida modulo m. S vyuzitim ord, a | ¢(n) a ¢asti c) dokazte m | p(p(47)).

e) Pro kazdou ze ¢tyf moznych hodnot m | ¢(¢(47)) najdéte hodnotu parametru b tak, aby
kongruence

50 =5 (mod 47),
méla jediné feseni modulo m (kterym pak samoziejmé bude x = 0 (mod m)). Kolik feseni
bude v kazdém piipadé existovat modulo ¢(p(47))?
(18 bodu)

2. Albert a Bedfich chtéji komunikovat Rabinovou Sifrou. Albert si zvolil jako soukromy Kkli¢
prvocisla p = 19, ¢ = 23 a jim ptislusny vefejny kli¢c — modul n = p - ¢ = 437. Bedfich mu poslal
vefejnym kandlem zaSifrovanou zprévu ¢ = 328 (mod 437). Desifrujte Bedrichovu zprédvu. Asi
budete chtit pocitat prvné zvlast modulo 19, 23 a tyto Edsteéné vysledky pak dat dohromady.
(12 bodu)

3. Polynom 1+ + z# je primitivni, takze jim generovany linedrni (12, 8)-kéd rozpoznava dvojité
chyby (to by platilo dokonce i pro delsi kéd).
a) Demonstrujte explicitné na konkrétnim piikladu, ze tento k6d nerozpoznava trojité chyby.
b) Demonstrujte explicitné na konkrétnim piikladu, ze tento kéd neopravuje dvojité chyby.

¢) Dekédujte obdrzend slova 1100 | 10010001 a 0111 | 10010001 za piedpokladu nejmensiho
mozného poctu chyb. (12 bodu)

4. Cilem tohoto piikladu je uréeni poctu obarveni nasledujiciho grafu dvéma barvami, ve kterych
kazdy ¢tverec obsahuje vrcholy obou barev.

k hran

Ozna¢me ay, pocet takovych obarveni, ve kterych jsou (zvyraznéné) vrcholy na pravé strané obar-
veny dvéma ruznymi barvami, pevné zvolenymi (pocet obarven{ na tomto vybéru nezalezi). Protoze
je k pocet vodorovnych hran, mame ag = 1. Oznacme by, pocet takovych obarveni, ve kterych jsou
vrcholy na pravé strané obarveny jednou barvou, opét pevné zvolenou. Protoze je k pocet vodo-
rovnych hran, mame by = 1.

a) V obou piipadech si zvolte libovolné vyhovujici obarveni na pravé strané a (napi. vypsanim
viech moznosti pro sousedy) odvod'te rekurence pro ay, by pomoci ay_1, bx_1, kterd plati
i pro k = 0. Dokazte, ze plati ar = by + bp_1 a pomoci této substituce nahrad’te systém
rekurenc{ jedinou rekurenc{ pro posloupnost by (odkazujici se ovsem nyni na bg_1, bg—2).
b) Vyfeste tuto rekurenci bez explicitntho dopocitdvani koeficientt a odvod’te asymptotické
chovéani by, =~ C - B¥, ve kterém uréete zéklad B (pokud bude vyraz pro B obsahovat /17,
bude pravdépodobné dobie). Rozhodnéte, zda limy,_, |by — C - B¥| = 0.
Poznamenejme, ze pocet vSech obarveni je 2 - ax + 2 - by a asymptoticky vypada stejné, jen pro
jiny koeficient C. Samoziejmé se jej muZete pokusit odvodit. (12 bodu)



