3 MnoZiny a mnoZinové operace

V prehledu matematickych formalismi informatiky se v této lekci zam&Fime na prvni
zakladni ,,datovy typ" matematiky, tj. na mnoZiny. O mnoZindch jste sice zajisté sly%eli
uz na zakladni 8kole, ale podstatou naseho predmétu je uvést povétSinou neformalné
zndmé pojmy na patfi¢nou formalni Groveli nutnou pro teoretické zdklady informatiky.

Struény piehled lekce

* Uvedeni mnoZin a operaci mnoZinového kalkulu.
* Usporadané k-tice a kartézsky souin.
* Porovnavani a uréeni mnozin. Princip inkluze a exkluze.

* Relace a funkce mezi mnoZinami.
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3.1 Pojem mnoZiny

Co je vlastné mnozina?
Na tuto otdzku bohuZel neni zcela jednoduchd odpovéd. . .

e Naivni pohled: ,MnoZina je soubor prvki a je svymi prvky plné urcena.”

e Ptiklady zdpisu mnozin 0, {a,b}, {b,a}, {a,b,a}, {{a,b}},
{0,{0},{{0}}}, {x |z je liché p¥irozené &islo}.
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Co je ale pak prvek?

Tady pozor, pojem prvku sdm o sob& nemd matematicky vyznam, svého
vyznamu totiZ nabyvd pouze ve spojeni ,, byt prvkem mnoZiny". Prvky mnoZiny
tak mdZe byt cokoliv, mimo jiné i dalsi mnoZiny.

Relativitu vyznamu vztahu , prvek—-mnozina“ si miZeme p¥ibliZit tfeba na
vztahu ,pod¥izeny—nadfizeny” z béZného pracovniho Zivota. Tam také nemd
smysl jen Fikat, Ze je nékdo podfizenym, aniz fekneme také jeho nad¥izeného.
P¥itom i vedouci je nékomu jesté podfizeny a naopak i ten posledni podfizeny
pracovnik miZe byt panem t¥eba svého psa. Podobné je tomu s mnoZinou jako
»nadfizenou” svych prvkda.

Ale ptece jenom... v dobfe definovaném kontextu lze (omezen&) mluvit
o prvcich jako samostatnych entitdch. Formdalné se naptiklad jednd o prvky
pevné dané nosné mnoziny.
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Zapis mnoZiny
Znaceni mnoZin a jejich prvki:
e x € M ,x je prvkem mnoziny M",

e () je prdzdnd mnoZina {}.

Nékteré vlastnosti vztahu ,byt prvkem" jsou

e ac{ab}, ad¢{{ab}}, {a,b} €{{a,b}}, ag, 0e{d} 0&0,
e rovnost mnozin dle prvkd {a,b} = {b,a} = {a,b,a}, {a,b} # {{a,b}}.

Znateni: Potet prvkd (mohutnost) mnoziny A zapisujeme |A|.

o [0]=0, K0} =1, Ha,bc} =3, [{{a,b},c}[ =2
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Jednoduché srovnani mnozin

Vztah byt prvkem mnoziny“ ndam pfirozené podavd i zplsob porovndvani
mnozZin mezi sebou. Jedna se o kli¢ovou &ast, Cili hlavni ndstroj teorie mnoZin.

Definice: MnoZina A je podmnoZinou mnoziny B, pravé kdyz kazdy prvek A
je prvkem B. Piseme A C B nebo obrdcené B D A.

Rikdme také, Ze se jedna o inkluzi.

e Plati {a} C {a} C {a,b} Z {{a,b}}, 0 C {0},
o AC B, pravé kdyz AC Ba A# B (A je vlastni podmnozinou B).
Z naivni definice mnoZiny pak p¥imo vyplyva nasledujici:
Definice: Dvé& mnoZiny jsou si rovny A = B pravé tehdy, kdyZ A C Ba B C A.

e Podle naivni definice jsou totiz mnoZiny A a B stejné, maji-li stejné prvky.

e Diikaz rovnosti mnoZin A = B ma3 obvykle dvé &asti:
Oddé&lené se dokaZi inkluze A C B a B C A.
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Ukazky nekoneénych mnozin

Znaceni: BéZné ¢iselné mnoZiny v matematice jsou ndsledujici
« N ={0,1,2,3,... } je mnoZina pF¥irozenych &isel,
« Z={...,—2,—1,0,1,2,3,... } je mnoZina celych &isel,
« 777 =1{1,2,3,... } je mnozina celych kladnych &sel,
« () je mnoZina raciondlnich &isel (zlomk).

% R je mnoZina redlnych &isel.

Tyto uvedené &iselné mnoZiny jsou vesmés nekonecné, na rozdil od konecnych
mnoZin uvazovanych v pfedchozim ,naivnim“ pohledu.

Pojem nekone¢né mnoziny se pfimo v matematice objevil az teprve v 19. sto-
leti a brzy se s nim spojilo nékolik paradoxii ukazujicich, Ze naivni pohled
na teorii mnoZin pro nekonetné mnoZiny nedostaluje. My se k problematice
nekone¢nych mnoZin, Cantorové vété a Russelovu paradoxu vratime v zavéru
naseho predmétu v Lekci 15.
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3.2 Mnozinové operace
Sjednoceni a prinik
Definice 3.2. Sjednoceni U a priinik N dvou mnoZin A, B definujeme

AUB = {x|x€ Anebozxe B},
ANB = {x|z¢€ Aasoutasné x € B}.

AUB ANB

e Ptiklady {a,b,c}U{a,d} = {a,b,c,d}, {a,b,c}N{a,d} ={a}.
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Sjednoceni a prinik

AUB = {x|x € Aneboz e B},
ANB = {x|z € Aasoutasné x € B}.

o Vidy plati ,distributivita® AN (BUC) = (ANB)U(ANC)
a AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ)

e a také ,asociativita® AN (BNC)=(ANB)NC (stejn& pro U)
a ,komutativita® AN B = BN A (stejn& pro U).

Definice: Pro libovolny pocet mnoZin indexovanych pomoci I rozsitené
U‘eIAi = {z|x € A; pron&akéiec I}
m'eIAi = {z|x€ A prokazdéiecI}.
(2

o Necht A; = {2-i} pro kazdé i € N. Pak | ;o A; je mnoZina v3ech sudych
pfirozenych &isel.

o Necht B; = {z |z € N,z > i} pro kazdé i € N. Pak (),o B; = 0.
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Mnozinovy rozdil

Definice 3.3. Rozdil \ a symetricky rozdil A dvou mnoZin A, B definujeme
A\B = {z|xze€ Aasoutasné z ¢ B},
AAB = (A\B)U(B\A).

A\ B AAB

e Ptiklady {a,b,c}\{a,b,d} ={c}, {a,b,c}A{a,b,d} = {c, d}.
e Vzdy plati naptiklad A\ (BNC)=(A\ B)U(A\ C) apod.
Definice: Pro libovolny po¢et mnoZin indexovanych pomoci kone¢né [

AiGIAi ={z |z € A; pro lichy potet i € I}.
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Doplnék k mnoziné
Definice: Necht A C M. Doplitkem A vzhledem k M je mnoZina A = M \ A.

e Jednd se o ponékud specifickou operaci, kterd musi byt vztazena vzhledem
k nosné mnoziné M !

Je-li M = {a,b,c}, pak {a,b} = {c}. Je-li M = {a,b}, pak {a,b} =0.
e Vidy pro A C M plati A=A (,,dvoji* doplng&k).

e Vidy pro A,BC M plati AUB=ANBa ANB=AUB.
(Viz Vennovy diagramy.)
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Poten¢éni mnozina

Definice 3.4. Potenéni mnoZina mnoZiny A,
neboli mnoZina viech podmnoZin, je definovand vztahem

24 ={B|BC A}.

o Plati naptiklad 2{®% = {0 {a}, {b}, {a,b}},
o 20 = {0}, 2003 — {9 {0}, {{0}},{0,{0}}},

Véta 3.5. Polet prvkii potenéni mnoZiny spliiuje [24| = 2141,

N 14 7

Diikaz: Dilkaz jen stru&n& naznadime (pro pfesn&jsi zapis diikazu by se pouZila
matematicka indukce z Lekce 4).

Jak vybereme jednu podmnozinu B C A? Naptiklad tak, Ze pro kazdy z |A|
prvklii mnoZiny A se nezavisle rozhodneme, zda jej zafadime do B nebo ne. To
jsou dvé& moZnosti pro vybér kazdého prvku b € A a podle principu nezavislych
vybéril je celkovy po&et riiznych podmnoZin mnoZiny A roven

24 =2.2.....2 =241 O
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3.3 Kartézsky soucin
Definice: Usporddana dvojice (a,b) je zaddna mnozinou {{a},{a,b}}.
Fakt: Plati (a,b) = (c,d) pravé tehdy, kdyZ a = ¢ a sou¢asné b = d.

e Co je dle definice (a,a)? (a,a) = {{a},{a,a}} = {{a},{a}} = {{a}}.

Definice 3.6. Kartézsky soucin dvou mnoZin A, B definujeme jako
mnozinu vSech uspofadanych dvojic ze slozek z A a B

Ax B={(a,b)|ac A be B}.

e P¥iklady {a,b} x {a} = {(a,a), (b,a)},
{c,d} x {a,b} = {(c,a),(c,b), (d,a),(d, D)}

e Plati ) x X = () = X x () pro kazdou mnoZinu X.

e Jednoduchd mnemotechnickd pomiicka #ka |A x B| = |A| - |B].
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Skladani sou&inu

Definice: Pro k € N,k > 0 definujeme uspofddanou k-tici (a1, - ,ay) ind.
- (al) = ay,
- (a17 az, - - 7ai7ai+1) - ((a17a27 to 7ai)7ai+1)'

Fakt: Plati (a1, -+ ,ar) = (b1, -+ ,by), pravé kdyZ a; = b; pro kazdé 1 <i <
k.

Definice kartézského soucinu vice mnozin: Pro kazdé k € IN definujeme

A1><A2><-"><Ak:{(a1,(12,"',CLk)|CLi€Ai pro kaidé1§1§k}

e Naptiklad Z° = 7Z x 7 x 7 = {(i,5,k) | i,7,k € Z}.

e Coje A%? {0}, nebot jedind uspoFadana O-tice je prav& prazdnd ().
Poznamka: Podle uvedené definice neni kartézsky sou&in asociativni, tj. obecn& nemusi
platit, 2e A x (B x C) = (A x B) x C.

V matematické praxi je nékdy vyhodn&jsi uvazovat upravenou definici, podle niZ soucin
asociativni je. Pro G&ely této pfedndsky neni podstatné, k jaké definici se p¥iklonime.
Prezentované definice a véty ,funguji* pro obé& varianty.
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3.4 Porovnavani a uréeni mnoZin

Véta 3.7. Pro kaZdé dvé mnoZiny A, B C M platif AU B = AN B.

Diikaz v obou smé&rech rovnosti (viz ilustraéni obrazek).

e AUBC ANB:
x Prox € M platiz € AU B, pravé kdyZz © ¢ AU B, neboli kdyZ zdroveii
rédAazxéB.
% To znamend = € A a zdroveli © € B, z &ho? vyplyvd poZadované
reANDB.
e AUBD ANB:
x Prox € M plati x € ANB, pravé kdyz = € A a zirovei = € B, neboli
kdyz zaroveli v € Aax & B.
x To znamend x ¢ AU B, z &ehoZ vyplyva pozadované x € AU B.
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Véta 3.8. Pro kazdé tfi mnoZiny A, B, C plati
A\ (BNC) = (A\B) U(A\C).

Diikaz (viz ilustra&ni obrazek).
e A\(BNC) C (A\B) U(A\CO):

« Je-lize A\ (BNC), pak z € A a zéroveii z ¢ (BN C),
neboli = ¢ B nebo x ¢ C.

* Pro prvni moZnost mdme = € (A \ B), pro druhou z € (A\ C).
e Naopak A\ (BNC) D (A\B) U(A\C):
« Je-lize (A\B) U(A\C), pak x € (A\ B) nebo z € (A\ C).

* Pro prvni moZnost mame = € A a ziroveil = ¢ B,
z &ehoZ plyne = € A a zdroved x ¢ (BN C'),atudizz € A\ (BNC)

x Druhd moZnost je analogicka.
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Charakteristicky vektor (pod)mnoZiny

V ptipadech, kdy v8echny uvaZované mnoZiny jsou podmnoZinami né&jaké
kone¢né nosné mnoZiny X, coZ neni neobvyklé v programatorskych aplikacich,
s vyhodou vyuZijeme ndsledujici reprezentaci mnoZzin.

Definice: M&me nosnou mnoZinu X = {zy,z9,...,2,}. Pro A C X definu-
jeme charakteristicky vektor x 4 jako

XA = (c1,¢0,...,¢p), kde ¢; =1 pro z; € A a ¢; = 0 jinak.

e Plati A = B pravé kdyZ x4 = xB.

e MnoZinové operace jsou realizovany ,bitovymi funkcemi*
sjednoceni ~ OR, prinik ~ AND, symetricky rozdil ~ XOR.
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Princip inkluze a exkluze

Tento dilleZity a zajimavy kombinatoricky princip je nékdy také nazyvan ,princip
zapojeni a vypojeni*.

Véta 3.9. Pocet prvkii ve sjednoceni dvou & tH mnoZin spocitame:
|AUB| = |A| + |B| — |AN B|

IAUBUC| = |A| +|B| +|C| - |ANB| - |ANC| - |BNC|+|ANBNC]

C

V&imnéte si, Ze vétu lze stejné tak vyuZit k vypoétu poctu prvkl v priniku mnoZin. . .
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Priklad 3.10. Z 1000 televizi jich p¥i prvni kontrole na vyrobni lince md 5 vadnou
obrazovku, 10 je poskrabanych a 12 m4 jinou vadu. PFitom 3 televize maji sou¢asné
vSechny tFi vady a 4 jiné jsou poskrabané a maji jinou vadu.

Kolik televizi je celkem vadnych?

Reseni: Dosazenim |A| =5, |B| =10, |C| =12, [ANBNC| =3, |[ANB|=3+0,
[ANC|=3+0, |BNC| =3+ 4 do Véty 3.9 zjistime vysledek 17. O

Poznamka. Jen stru¢nég, bez dikazu a bliz§iho vysvétleni, si uvedeme obecnou formu
principu inkluze a exkluze:

OAJ‘ = ) (=

0£IC{1,...,n}

4

iel

(Jeho znalost nebude v pfedmé&tu vyZzadovana.)
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3.5 Relace a funkce

Vedle mnoZin jsou dalsim dilezitym zakladnim ,,datovym typem" matematiky
relace, které nyni zavedeme a kterym vzhledem k jejich mnohotvarnému pouziti
v informatice vénujeme vyznamnou pozornost i v ptistich lekcich.

Definice 3.11. Relace mezi mnozinami Ay, A, -+, A, pro k € N,
je libovolna podmnoZina kartézského soucinu

RCA; xAg x -+ x Ay
Pokud A; = Ay = --- = A, = A, hovofime o k-arni relaci R na A.
Ptiklady relaci.

e {(1,a),(2,a),(2,b)} je relace mezi {1,2,3} a {a,b}.
{(4,2-14) | i € N} je bindrni relace na N.

{(i,j,i+7j) | i,7 € N} je terndrni relace na N.

{3-i |1 € N} je undrni relace na N.

Jaky vyznam vlastn& maji undrni a nularni relace na A?
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Funkce mezi mnozZinami

Definice 3.12. (Totalni) funkce z mnoZiny A do mnoZiny B
je relace f mezi A a B takova, Ze pro kazdé x € A existuje pravé jedno y € B
takové, ze (z,y) € f.

MnoZina A se nazyva defini¢ni obor funkce f. 'Funkcim se také ¥ikd zobrazeni.

Poznamka: MnoZinu B Ize nazvat oborem hodnot, ale Castéjsi terminologie je, Ze
oborem hodnot funkce f s definiénim oborem A je podmnoZina mnoZiny B sestavajici
z t&h y, pro n&Z existuje 2 € A takové, Ze (z,y) € f.

Neformaln& Yeleno, ve funkci f je kazdé ,vstupni* hodnoté x pfifazena jednoznacn&
»Vvystupni* hodnota y.

A B AxB fc AxB
) (1;a)  (1;b)

(1
(4;0)

(2;b) (1,d}

eo Wy ¥ 6a

(3:d)

V
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Znaceni: Pro funkce misto (z,y) € f piSeme obvykle f(z) = y.

Zapis f : A — B ¥ikd, Ze f je funkce s def. oborem A a oborem hodnot, ktery
je podmnoZinou B.

P¥iklady funkci jsou tfeba nasledujici.
e Definujeme funkci f : N — N predpisem f(z) =z + 8.
Pak f = {(x,x +8) | x € N}.
e Definujeme funkci plus : N x N — N predpisem plus(i,j) =i+ j.
Pak plus = {(i,7,i+j) | i,j € N}.
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Parcialni (Eastetné) funkce

Definice: Pokud nasi Definici 3.12 upravime tak, Ze poZadujeme pro kazdé
x € A nejvyde jedno y € B takové, Ze (z,y) € f, obdrzime definici parcidlni
funkce z A do B.

A B AxB f — AxB
(1) (1;b)

(150)
(2b) ).
(20 Gy ) ()
i -y (45d)
(2:d)

J s N

V parcidlni funkci f nemusi byt pro n&které ,vstupni” hodnoty z funk&ni hodnota
definovdna (viz naptiklad f(2) v uvedeném obrazku).

Pro nedefinovanou hodnotu pouZivdime znak L.
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Nasleduje nékolik p¥ikladd parcidlnich funkci.
e Definujeme parcidlni funkci f : Z — IN predpisem

| 34z jestlizex >0,
J@) = { L jinak.

Tj. f={(z,3+z) |z € N}.
e Také funkce f: R — R dand b&nym analytickym predpisem
f(z) =logz
je jen parcidlni — neni definovana pro x < 0.

e Co je relace, p¥itazujici lidem v CR jejich (eskd) rodnd &isla?
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