5 Rekurze a induktivni definice

Mimo ,,pfimo&arych" definic mnoZin a funkci, jako vy&tem prvki &i explicitnim zadanim,
se obzvlasté v informatice setkdvame s definicemi nepfimymi, které se odvoldvaji na
sebe sama.

Odborné se takova situace nazyva rekurzi ¢i induktivni definici.
Struény piehled lekce
* Posloupnosti a rekurentni vztahy pro ng, jejich ¥eseni a diikazy.

* Rekurze za pfitomnosti vice parametril a pouZiti indukce.

* |nduktivni definice mnoZin s ukdzkami.

Petr Hlinény, FI MU Brno, 2024 FI: IB000: Rekurze a induktivni definice



5.1 Posloupnosti a rekurentni vztahy

e Usporadané k-tice z daného oboru hodnot H jsou nazyvany konecnymi
posloupnostmi délky k (nad H).

e Pojem posloupnosti zobecriuje toto pojeti na ,,nekone¢nou délku” takto:

Definice 5.1. Posloupnost (nekonetnd) je zobrazenim z pfirozenych &isel N
do oboru hodnot H, neboli
p: N — H.

Misto ,,funk&niho" zapisu n-tého €lenu posloupnosti jako p(n) €astéji pouZivdme
~indexovou* formu jako p,,, ve které se celd posloupnost zapide (p,)nen-

Oborem hodnot H posloupnosti obvykle byva né&jaka &iselnd mnozina, ale mize to byt
i jakakoliv jind mnoZina.

Poznamka: T¥ebaZe to neni zcela formalné presné, b&Zné se setkdme s posloupnostmi
indexovanymi od nuly nebo od jedniéky, jak se to v aplikacich hodi.
| my se budeme timto ¥idit a vZdy si uréime po&ate¢ni index podle potfeby.

Petr Hlinény, FI MU Brno, 2024 FI: IB000: Rekurze a induktivni definice



Ptiklady posloupnosti

e po=0,p1=2,...,p; = 2i,... je posloupnost sudych nezdpornych &isel,

(3, 3.1, 3.14, 3.141,...) je posl. postupnych dekadickych rozvoji T,

tfeba (jablko, hruska, svestka, hruska, hruska,. .. ) je posloupnost nad druhy
ovoce coby oborem hodnot.

(1, =1, 1, —1,...) je posloupnost uréend vztahem p; = (— ) >0,

avdak pokud bychom chté&li stejnou posloupnost (1, —1, 1, )
indexy od jedné, tj. zadat ji jako ¢;, 7 > 1, tak vztah bude ¢; = ( 1)~

Definice: Posloupnost (p,,)nen je
x rostouci pokud py11 > pn a nerostouci pokud ppy1 < Py,
x klesajici pokud p,11 < pp a neklesajici pokud p,11 > pp

plati pro v8echna n.
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Rekurentni zadani posloupnosti

Definice: Rikdme, Ze posloupnost (p,),cx je zaddna rekurentné, pokud je dan
jeji potatetni €len py (&i nékolik potdtednich &lend) a dile mame predpis, jak
urit hodnotu &lenu p,,+1 z hodnot p; pro néjakd i < n.

Ukdzky rekurentné zadanych posloupnosti:

e Zadame-li posloupnost p,, poéate¢nim &lenem py = 1 a rekurentnim vzta-
hem pn4+1 = 2p, pro n > 0, pak plati p, = 2™ pro v8echna n.

e Funkce ,faktoridl” (na pfirozenych &islech) je ddna po&atedni hodnotou
0! =1 a rekurentnim vztahem (n + 1)! = (n 4+ 1) - n! pro n > 0.

e Znama Fibonacciho posloupnost je zadand pocatednimi &leny f1 = fo =1
a vztahem fr40 = fry1 + fn pron > 1.

Vsimnéte si v posledni ukdzce, Ze neni potfeba doslova dodrZovat formu reku-
rentniho vztahu ,p,+1 z hodnot p;“, ale vZdy je tfeba hodnotu ndsledujiciho
lenu posloupnosti odvozovat z ptedchozich (tj. uz urlenych) &lenl, v tom
pfipadé , fr4+2 z hodnot f;, ¢ =n,n+ 1"
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Reseni rekurentni posloupnosti

P¥iklad 5.2. Posloupnost f : N — 7. je zadana rekurentni definici
f0)=3 a fn+1)=2-f(n)+1
pro vSechna pFirozend n. Uréete hodnotu f(n) vzorcem v zavislosti na n.

Reseni: V prvni fazi feéeni takového piikladu musime n&jak ,,uhodnout" hledany vzorec
pro f(n). Jak? Zkusime vypotitat né&kolik prvnich hodnot a uvidime. ..

f1)y = 2-f0)+1=2-34+1=7
f2) = 2-f)+1=2-7+1=15
f(3) 2-f2)+1=2-15+1=31
f(4) 2-f(3)+1=2-31+1=63

Nep¥ipominaji ndm tato &isla néco? Co tfeba vyrazy 8 — 1, 16 — 1,32 -1, 64 —1...7
Bystrému ¢tendfi se jiZ asi podafilo uhodnout, Ze piijde o mocniny dvou sniZzené o 1.
P¥esn&ji, f(n) = 271+2 — 1.

Ve druhé fazi nesmime ale zapomenout spravnost naseho ,v&téni“ dokazat, nejlépe
matematickou indukci podle n. O
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P¥iklad 5.2. Posloupnost f : N — 7. je zadand rekurentni definici
fO0)=3 a fin+1)=2-f(n)+1
pro vSechna pFirozend n. Uréete hodnotu f(n) vzorcem v zdvislosti na n.

Regeni: ...

Bystrému ¢tend¥i se jiz asi podafilo uhodnout, Ze plijde o mocniny dvou sniZzené o 1.
P¥esn&ji, f(n) = 2712 — 1.

Ve druhé fazi nesmime ale zapomenout spravnost naseho ,v&sté&ni" dokazat, nejlépe
matematickou indukci podle n.

e Bize pron:=0¥ki f(0) =272 —1=4—1=3= f(0), coZ plati.
e Indukéni krok vyuZije induk&ni predpoklad platnosti vztahu f(n) = 2"*% — 1 pro
n =1 (tj. f(i) = 2!72 — 1) a pokra&uje tpravou ze zadaného rekurentniho vzorce
fl+1)=2-f@)+1=2-(2F2—1)41=2.22 241 =20F+D+2 _ 1
co? po dosazeni pro n := i+ 1 znamena opé&t pozadovany vztah f(n) = 272 -1,

Podle principu matematické indukce je nyni dokdzano, Ze pro zadanou rekurentni po-
sloupnost f plati f(n) = 2"*2 — 1 pro véechna p¥irozend n. O
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P¥iklad 5.3. Posloupnost (s,).cnN je zadand rekurentni definici
so=0 a s, :sn,l—i—ng
pro vSechna n > 1. = Dokazte, Ze s,, = tn(n+1)(2n + 1) pro vSechna ptirozens n.

ReZeni: Opé&t postupujeme matematickou indukci podle n.
e Bézen:=0:s50=5-0-(0+1)(2-0+1) =0, coZ plati.

e Indukéni krok: za vyu2|t| sict=2(i—1)(i—1+1)(2i—2+1) = (i —1)i(2i - 1),
coZ je indukéni pfedpoklad pro n := i — 1 a libovolné 7 > 1, upraVUJeme

1 1
Si=s8i_1 4142 = 6(z—1) (20— 1) + Ez'(2i2—3i+1)+z2
1., 9 .. 1 ,
:EZ(QZ —32+1—|—62):6(z+1)(22—|—1),
co? dokazuje poZadovany vztah s, = ¢n(n + 1)(2n + 1) také pro n := i.

Pozndmka: Vysledek P¥ikladu 5.3 je ukadzkou tzv. sumaéniho vzorce pro fadu
1
12422+ +n?= gn(m— 1(2n+1).

Jinou ukazkou je uZ d¥ive zmingny zakladni vztah 1 + 2+ -+ +n = in(n + 1).
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5.2 Rekurze s vice parametry a indukce

e Kromé pfimocarych ukdzek rekurze na funkcich s jedinym celo&iselnym para-
metrem (tj. na posloupnostech) se Ize setkat, pfedevsim v ndvrhu algoritmd,
s rekurzi za pfitomnosti vice parametrd.

e | pro takové obecné&jsi p¥ipady je zakladnim matematickym p¥istupem pouZit
indukci, av8ak nejprve je nutno vhodné zvolit ¢i vytvofit jeden celodiselny
parametr, podle néjz indukci miZeme vést.

e Samozfejm& takovy parametr (i nov& vytvofeny) op&t musi byt zdola
ohraniceny a pro kazdou rekurentné odkazovanou hodnotu musi byt niZsi
nez pro aktualné uréovanou hodnotu.

Mozné pfistupy k véci si uvedeme na nékolika typickych ukdzkach.
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P¥istup fixace parametru

Ptiklad 5.4. Mé&me funkci m : N x N — N definovanou rekurentné takto:
e m(0,b) =0 pro vSechna b € N a
e m(a+1,b) =m(a,b) + b pro vSechna a,b € N.

Co bude hodnotou m(a,b) pro obecné a,b € N7

Bliz&im pohledem na zadanou definici zjistime, Ze hloubka zanofeni rekurze pro
vy&isleni m(a, b) je ptesné a. Jelikoz kazdé zano¥eni k vysledku p¥i¢te hodnotu b,
odhadneme:

Véta. Pro kazdd a,b € N plati m(a,b) = a-b (souin danych parametri).

Jaky je vhodny postup k dikazu tohoto tvrzeni indukci? Je snadno vidét, Ze
rekurentni vyhodnoceni na hodnot& parametru b nijak podstatné nezalezi (b lze
fixovat) a duleZité je sledovat m&nici se hodnotu a. Tato tvaha nds dovede k
ndsledujicimu pfistupu:
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« m(0,b) = 0 pro v8echna b € N a
« m(a+1,0) = m(a,b) + b pro v8echna a,b € N.

Véta. Pro kaZdd a,b € N plati m(a,b) = a-b (souin danych parametri).
Dukaz: Budiz b € N libovolné ale pro dalsi tvahy pevné.
Dokazujeme tady, Ze pro kaZzdou hodnotu @ := i € N plati m(i,b) = - b.
e V bazi i = 0 je explicitné zaddno m(0,0) = 0 = 0-b pro jakékoliv b € N.

e Indukéni krok. Necht je tvrzeni zndmo pro a = i € N a uvazme hodnotu
parametru a := i + 1. Podle zadani pak plati m(i + 1,b) = m(i,b) + b.
Podle induk&niho ptedpokladu jiz vime, Ze m(i,b) = i -b. Zbyva jen

uvedené poznatky spravné zretézit

m(a,b) =m(i+1,b) =m(i,b) +b=i-b+b= (i+1)-b=a-b.

Dikaz matematickou indukci je timto zdarné ukonéen.
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Indukce k souctu parametri

Ptiklad 5.5. Mé&me funkci k : N x N — N definovanou rekurentné takto:
e /(c,0) =k(0,¢) =0 pro véechna ¢ € N a
o k(m,n) =k(m,n—1)+ k(m —1,n) pro vSechna m,n € N, m,n > 0.
Co bude hodnotou k(m,n) pro obecné m,n € N?
Studenti znali takzvaného Pascalova trojihelnika uz mohou tusit, Ze vysledek
souvisi s po¢tem podmnoZin a tedy kombinaénimi &isly.
My si zde sprdvnou odpov&d nejen ukdZeme, ale i presné dokdzeme:
Véta. Pro kazdé m,n € N je hodnota k(m,n) rovna pottu viech m-

prvkovych podmnoZin (m + n)-prvkové mnoziny, tedy jinymi slovy roven

zndmému kombinagnimu &islu k(m,n) = ("").
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x k(c,0) = k(0,¢) = 0 pro viechna ¢ € N a
« k(m,n) =k(m,n—1)+ k(m —1,n) pro véechna m,n € N, m,n > 0.

Véta. Pro kazdé m,n € N je hodnota k(m,n) rovna pottu viech m-
prvkovych podmnoZin (m + n)-prvkové mnoziny, tedy jinymi slovy roven

zndmému kombinagnimu &slu k(m,n) = ("1,

Dukaz indukci vzhledem k sou¢tu parametrd ¢ = m + n:

e Bizei=m+n =20 pro m,n € N znamend, Ze m = n = 0. Zde vSak s
vyhodou vyuZijeme tzv. ,rozsifeni bdze" na vSechny hrani¢ni pfipady m = 0
nebo n = 0 nasi rekurze.

V obou rozitenych p¥ipadech je pfimo zadano k(m,0) = k(0,n) = 0. Je
toto platnd odpovéd?

« Kolik je prazdnych podmnoZin (m = 0) jakékoliv mnoZiny? Jedna, (.

« Kolik je m-prvkovych podmnoZin m-prvkové (n = 0) mnoziny? Zase
jedna, ta mnoZina samotna.

Tim je dikaz rozsitené baze indukce dokoncen.
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x k(c,0) = k(0,¢) =0 pro viechna ¢ € N a
« k(m,n) =k(m,n—1)+ k(m —1,n) pro véechna m,n € N, m,n > 0.

Indukeni krok ptechdzi na soulet ¢ + 1 = m + n. ~Navic diky pfedchozimu
rozsiteni bize se rovnou miZeme omezit na pfipady m,n > 0.

Plati tedy podle zadani k(m,n) = k(m,n — 1) + k(m — 1,n). P¥itom
oba rekurentni odkazy, k(m,n — 1) i k(m — 1,n) se vztahuji na p¥ipady se
souétem obou parametrd rovnym m —1+n=m-+n—1=1i.

Podle induk&niho predpokladu tudiz plati, ze k(m,n — 1) je pottem m-
prvkovych podmnoZzin i-prvkové mnoZiny ~a k(m—1,n) je poctem (m—1)-

prvkovych podmnoZin i-prvkové mnoZiny, tfeba mnoziny M = {1,2,...i}.

Kolik je m-prvkovych podmn. (i+ 1)-prvkové mnoziny M’ = M U {i + 1}7?
Pokud ze v8ech téchto podmnoZin odebereme prvek i+ 1, dostaneme pravé
* m-prvkové podmnoZziny (z t&h neobsahujicich prvek i + 1)
plus
* (m — 1)-prvkové podmnoZziny (z t&ch pivodn& obsahujicich i + 1).

A to je v souttu rovno pravé€ k(m — 1,n) + k(m,n — 1) = k(m,n). O
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Ptistup se zesilenim dokazovaného tvrzeni

P¥iklad 5.6. Zjistéte, jakou hodnotu v zivislosti na celo&iselném parametru a
nabyvd funkce t(a, 1), kterd je rekurentné definovdna takto:

e #(0,b) =0 pro véechna b € N a
e t(a,b) =t(a—1,2b) + b pro viechna a,b € N, a > 0.

Zkusime-li si ru¢né vypotitat n&kolik prvnich pozadovanych hodnot t(a, 1) pro
a=0,1,2,3,4..., postupné ziskame vysledky rovné 0,1,3,7,15... (vdimn&te
si také, jak se v rekurzivnim rozvoji postupné s¢itaji mocniny dvou). Na zaklad&
toho jiZz neni obtizné uhodnout, Ze navratovd hodnota patrné bude obecné&
urcena vztahem 2% — 1.

Toto je vsak tfeba také dokazat.

Jak zdhy zjistime, matematicka indukce na naSe tvrzeni pfimo ,nezabird”, ale mno-
hem lépe se ndm povede s nasledujicim p¥irozenym zesilenim dokazovaného tvrzeni,
které zobechiuje vysledek na proménné hodnoty parametru b v navaznosti na zadany
rekurentni vztah.
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* t(0,b) = 0 pro viechna b € N a
% t(a,b) =t(a —1,2b) + b pro vdechna a,b € N, a > 0.

Véta. Pro kazdé a,b € N plati ¢(a,b) = (2 — 1) - b.
Dukaz: Postupujeme indukei podle a := ¢ € IN.
* V bézi pro a = i = 0 je uréena hodnota t(a,b) =0 = (2" — 1) - b.

 Indukéni krok. Necht je tvrzeni zndmo pro a = i € N a uvaZujme dal3f
hodnotu a:=¢+ 1> 0. "V tom pFipadé je rekurentni podminkou ddno
t(a,b) =t(a—1,2b) + b, pfitemZ hodnota t(a — 1,2b) = (i, 2b) vyplyva z
indukéniho pfedpokladu. Celkové tedy

t(a,b) = t(i,20) + b= (2" =1)-2b4+b =2"b— 2040 = (271 — 1) -b.

Posledni vyraz je roven pozadovanému (2¢ — 1) - b. O
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5.3 Induktivni definice mnozin
Sirokym zobecn&nim rekurentnich definic posloupnosti je nésledujici koncept.

Definice 5.7. Induktivni definice mnoZiny.
Jednd se obecn& o popis (n&jaké) mnoZiny M v nasledujicim tvaru:

e Je ddno n&kolik pevnych (bazickych) prvkl ai,as, ..., a; € M.
e Je ddn soubor induktivnich pravidel typu
Jsou-li (libovolné prvky) z1,...,xy € M, pak také y € M.
V tomto p¥ipadé je y typicky funkci y = fi(z1,...,x¢) (v pravidle &islo 7).

Pak nase induktivné definovana mnoZina M je urena jako nejmensi (inkluzi)
mnozina vyhovujici viem témto pravidlim.
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Nékolik jednoduchych ukdzek. ..

e Pro nejblizsi priklad induktivni definice se obrdtime na mnoZinu vsech
ptirozenych &isel, kterd je formalné zavedena nasledovné.
-0eN
— Je-lii € N, pak také succ(i) € N (kde naslednik succ(i) odpovida i+1).

ORORORCO RO
e Pro kazdé y € N miZeme definovat jinou mnoZinu M, C N induktivné:
-yeM,

— Jestlize x € M, a x + 1 je liché, pak z +2 € M,,.
Pak naptiklad M3 = {3}, nebo My = {4+ 2i | i € N}.

e Dalsim ptikladem induktivni definice je uz znamé zavedeni vyrokovych for-
muli z Oddilu 1.4. Uméli byste ted presngji F¥ici, co tam byly bazické prvky
a jaka byla induktivni pravidla? A jaka byla v definici formuli role zavorek?
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Pokrocily ilustracni priklad

...zase na induktivni definici.

Priklad 5.8. V RiZovém krdlovstvi maji zvlastni penize — pouZivaji mince pouze
dvou hodnot, ttikoruny a tfinactikoruny.

a) Ur&ete induktivni definici mnoZiny P vsech celych kladnych ¢&isel, které

Ize jak pené&Zni &dstku sloZit z minci v RiZovém kralovstvi. (UvaZujte, Ze
kralovstvi md k dispozici neomezené mnoZstvi minci.)

b) DokaZte, Ze z minci' v RiZovém kralovstvi Ize sloZit jakoukoliv celou &dstku
od 24 korun vyse.

¢) Chytry Honza pfijel do RiZového krdlovstvi a potfebuje si tam koupit jeden
knoflik za korunu. Jak to miiZe udélat a neprodélat?
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a) Ur&ete induktivni definici mnoZiny P vsech celych kladnych ¢&isel, které
Ize jak pené&Zni &dstku sloZit z minci v RiZovém kralovstvi. (UvaZujte, Ze
kralovstvi md k dispozici neomezené mnoZstvi minci.)

Napfiklad takto: Bazickymi prvky jsou 3 € P a 13 € P.

K tomu pfindlezi dv& induktivni pravidla;
jeliae P, paka+3 € Pataké a+ 13 € P.

b) DokaZte, Ze z minci v RiZovém kralovstvi Ize sloZit jakoukoliv celou ¢dstku
od 24 korun vyse.

V YeSeni tkolu postaci dokdzat toto tvrzeni matematickou indukci:
Véta. Plati-li pro ngjaké n > 24, Ze 24,25,... ,n,n+ 1,n+ 2 € P, pak
také n+3 € P.
Duakaz: V bazi indukce snadno vidime, Ze ¢astky 24 = 3-8, 25 =13+3-4 a
26 = 13 - 2 ndleZi do P, a proto tvrzeni plati pro n = 24.

V indukénim kroku z pfedpokladu n € P p¥imo odvodime n + 3 € P (pfiddme
jednu t¥ikorunu) a jsme hotovi.
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¢) Chytry Honza pftijel do RiZového krdlovstvi a potfebuje si tam koupit jeden
knoflik za korunu. Jak to miiZe udélat a neprodélat?

Honza zaplati 9 t¥ikorun (27) a necha si vrétit 2 tfindctikoruny (26). O

A na zdavér jeden bonusovy pro samostatné premysleni
Ptiklad 5.9. Jak byste dokdzali jasné a srozumitelné (explicitné) popsat
mnoZinu D zadanou nasledujici induktivni definici?
e Bdazickymi prvky jsou 21 € D a 35 € D.
o Mame dvé induktivni pravidla:
« Jsou-li a,b € D (je mozné a =b), pak také a +b € D.
x Jsou-li a,b € D a platia > b, pak také a — b € D.
Pokud u? mate odpov&d, pak premyslejte, co se stane, kdyZ? bazickymi prvky

bude jind dvojice pF¥irozenych &isel.
A co kdyZ v bdzi zaddme trojici nebo &tvefici &isel? O
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