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5 Rekurze a induktivńı definice5 Rekurze a induktivńı definice

Mimo
”
p̌ŕımočarých“ definic množin a funkćı, jako výčtem prvků či explicitńım zadáńım,

se obzvláště v informatice setkáváme s definicemi nep̌ŕımými, které se odvolávaj́ı na
sebe sama.

Odborně se taková situace nazývá rekurźı či induktivńı definićı. ✷

Stručný p̌rehled lekceStručný p̌rehled lekce

* Posloupnosti a rekurentńı vztahy pro ně, jejich řešeńı a důkazy.

* Rekurze za p̌ŕıtomnosti v́ıce parametr̊u a použit́ı indukce.

* Induktivńı definice množin s ukázkami.
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5.1 Posloupnosti a rekurentńı vztahy5.1 Posloupnosti a rekurentńı vztahy

• Uspǒrádané k-tice z daného oboru hodnot H jsou nazývány konečnými
posloupnostmi délky k (nad H). ✷

• Pojem posloupnosti zobecňuje toto pojet́ı na
”
nekonečnou délku“ takto:

Definice 5.1. Posloupnost (nekonečná) je zobrazeńım z přirozených č́ısel N
do oboru hodnot H, neboli

p : N→ H.

Mı́sto
”
funkčńıho“ zápisu n-tého členu posloupnosti jako p(n) častěji použ́ıváme

”
indexovou“ formu jako pn, ve které se celá posloupnost zaṕı̌se (pn)n∈N.✷

Oborem hodnot H posloupnosti obvykle bývá nějaká č́ıselná množina, ale může to být
i jakákoliv jiná množina. ✷

Poznámka : Třebaže to neńı zcela formálně p̌resné, běžně se setkáme s posloupnostmi
indexovanými od nuly nebo od jedničky, jak se to v aplikaćıch hod́ı.
I my se budeme t́ımto ř́ıdit a vždy si urč́ıme počátečńı index podle poťreby.
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Př́ıklady posloupnost́ı

• p0 = 0, p1 = 2, . . . , pi = 2i, . . . je posloupnost sudých nezáporných č́ısel,✷

• (3, 3.1, 3.14, 3.141, . . . ) je posl. postupných dekadických rozvoj̊u π,✷

• ťreba (jablko, hruška, švestka, hruška, hruška,. . . ) je posloupnost nad druhy
ovoce coby oborem hodnot.✷

• (1, −1, 1, −1, . . . ) je posloupnost určená vztahem pi = (−1)i, i ≥ 0, ✷

• avšak pokud bychom chtěli stejnou posloupnost (1, −1, 1, −1, . . . ) určit
indexy od jedné, tj. zadat ji jako qi, i ≥ 1, tak vztah bude qi = (−1)i−1. ✷

Definice: Posloupnost (pn)n∈N je

∗ rostoućı pokud pn+1 > pn a nerostoućı pokud pn+1 ≤ pn,

∗ klesaj́ıćı pokud pn+1 < pn a neklesaj́ıćı pokud pn+1 ≥ pn

plat́ı pro všechna n.
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Rekurentńı zadáńı posloupnosti

Definice: Ř́ıkáme, že posloupnost (pn)n∈N je zadána rekurentně, pokud je dán
jej́ı počátečńı člen p0 (či několik počátečńıch členů) a dále máme předpis, jak
určit hodnotu členu pn+1 z hodnot pi pro nějaká i ≤ n.

Ukázky rekurentně zadaných posloupnost́ı:

• Zadáme-li posloupnost pn počátečńım členem p0 = 1 a rekurentńım vzta-
hem pn+1 = 2pn pro n ≥ 0, pak plat́ı pn = 2n pro všechna n. ✷

• Funkce
”
faktoriál“ (na přirozených č́ıslech) je dána počátečńı hodnotou

0! = 1 a rekurentńım vztahem (n+ 1)! = (n+ 1) · n! pro n ≥ 0. ✷

• Známá Fibonacciho posloupnost je zadaná počátečńımi členy f1 = f2 = 1
a vztahem fn+2 = fn+1 + fn pro n ≥ 1. ✷

Všimněte si v posledńı ukázce, že neńı poťreba doslova dodržovat formu reku-
rentńıho vztahu

”
pn+1 z hodnot pi“, ale vždy je ťreba hodnotu následuj́ıćıho

členu posloupnosti odvozovat z předchoźıch (tj. už určených) členů, v tom
př́ıpadě

”
fn+2 z hodnot fi, i = n, n+ 1“.
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Řešeńı rekurentńı posloupnosti

Př́ıklad 5.2. Posloupnost f : N→ Z je zadaná rekurentńı definićı

f(0) = 3 a f(n+ 1) = 2 · f(n) + 1

pro všechna p̌rirozená n. Určete hodnotu f(n) vzorcem v závislosti na n. ✷

Řešeńı: V prvńı fázi řešeńı takového p̌ŕıkladu muśıme nějak
”
uhodnout“ hledaný vzorec

pro f(n). Jak? Zkuśıme vypoč́ıtat několik prvńıch hodnot a uvid́ıme. . .

f(1) = 2 · f(0) + 1 = 2 · 3 + 1 = 7

f(2) = 2 · f(1) + 1 = 2 · 7 + 1 = 15

f(3) = 2 · f(2) + 1 = 2 · 15 + 1 = 31

f(4) = 2 · f(3) + 1 = 2 · 31 + 1 = 63✷

Nep̌ripoḿınaj́ı nám tato č́ısla něco? Co ťreba výrazy 8− 1, 16− 1, 32− 1, 64− 1. . . ?
Bystrému čtená̌ri se již asi podǎrilo uhodnout, že půjde o mocniny dvou sńıžené o 1.
Přesněji, f(n) = 2n+2

− 1. ✷

Ve druhé fázi nesḿıme ale zapomenout správnost našeho
”
věštěńı“ dokázat, nejlépe

matematickou indukćı podle n. ✷
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Př́ıklad 5.2. Posloupnost f : N→ Z je zadaná rekurentńı definićı

f(0) = 3 a f(n+ 1) = 2 · f(n) + 1

pro všechna p̌rirozená n. Určete hodnotu f(n) vzorcem v závislosti na n.

Řešeńı: . . .

Bystrému čtená̌ri se již asi podǎrilo uhodnout, že půjde o mocniny dvou sńıžené o 1.
Přesněji, f(n) = 2n+2

− 1.

Ve druhé fázi nesḿıme ale zapomenout správnost našeho
”
věštěńı“ dokázat, nejlépe

matematickou indukćı podle n. ✷

• Báze pro n := 0 ř́ıká f(0) = 20+2 − 1 = 4− 1 = 3 = f(0), což plat́ı. ✷

• Indukčńı krok využije indukčńı p̌redpoklad platnosti vztahu f(n) = 2n+2 − 1 pro
n := i (tj. f(i) = 2i+2 − 1) a pokračuje úpravou ze zadaného rekurentńıho vzorce

f(i+ 1) = 2 · f(i) + 1 = 2 · (2i+2 − 1) + 1 = 2 · 2i+2 − 2 + 1 = 2(i+1)+2 − 1,

což po dosazeńı pro n := i+1 znamená opět požadovaný vztah f(n) = 2n+2−1.✷

Podle principu matematické indukce je nyńı dokázáno, že pro zadanou rekurentńı po-
sloupnost f plat́ı f(n) = 2n+2 − 1 pro všechna p̌rirozená n. ✷
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Př́ıklad 5.3. Posloupnost (sn)n∈N je zadaná rekurentńı definićı

s0 = 0 a sn = sn−1 + n2

pro všechna n ≥ 1. ✷Dokažte, že sn = 1
6n(n+ 1)(2n+ 1) pro všechna p̌rirozená n.

Řešeńı: Opět postupujeme matematickou indukćı podle n. ✷

• Báze n := 0: s0 = 1
6 · 0 · (0 + 1)(2 · 0 + 1) = 0, což plat́ı. ✷

• Indukčńı krok: za využit́ı si−1 = 1
6 (i−1)(i−1+1)(2i−2+1) = 1

6 (i−1)i(2i−1),
což je indukčńı p̌redpoklad pro n := i− 1 a libovolné i ≥ 1, upravujeme

si = si−1 + i2 =
1

6
(i− 1)i(2i− 1) + i2 =

1

6
i (2i2 − 3i+ 1) + i2✷

=
1

6
i (2i2 − 3i+ 1+ 6i) =

1

6
i(i+ 1)(2i+ 1),

což dokazuje požadovaný vztah sn = 1
6n(n+ 1)(2n+ 1) také pro n := i. ✷

✷

Poznámka : Výsledek Př́ıkladu 5.3 je ukázkou tzv. sumačńıho vzorce pro řadu

12 + 22 + · · ·+ n2 =
1

6
n(n+ 1)(2n+ 1).

Jinou ukázkou je už ďŕıve zḿıněný základńı vztah 1 + 2 + · · ·+ n = 1
2n(n+ 1).
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5.2 Rekurze s v́ıce parametry a indukce5.2 Rekurze s v́ıce parametry a indukce

• Kromě př́ımočarých ukázek rekurze na funkćıch s jediným celoč́ıselným para-
metrem (tj. na posloupnostech) se lze setkat, předevš́ım v návrhu algoritmů,
s rekurźı za př́ıtomnosti v́ıce parametr̊u. ✷

• I pro takové obecněǰśı př́ıpady je základńım matematickým př́ıstupem použ́ıt
indukci, avšak nejprve je nutno vhodně zvolit či vytvǒrit jeden celoč́ıselný
parametr, podle nějž indukci můžeme vést. ✷

• Samožrejmě takový parametr (i nově vytvǒrený) opět muśı být zdola
ohraničený a pro každou rekurentně odkazovanou hodnotu muśı být nižš́ı
než pro aktuálně určovanou hodnotu.

Možné př́ıstupy k věci si uvedeme na několika typických ukázkách.
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Př́ıstup fixace parametru

Př́ıklad 5.4. Mějme funkci m : N×N→ N definovanou rekurentně takto: ✷

• m(0, b) = 0 pro všechna b ∈ N a

• m(a+ 1, b) = m(a, b) + b pro všechna a, b ∈ N.

✷Co bude hodnotou m(a, b) pro obecné a, b ∈ N? ✷

Bližš́ım pohledem na zadanou definici zjist́ıme, že hloubka zanǒreńı rekurze pro
vyč́ısleńı m(a, b) je přesně a. Jelikož každé zanǒreńı k výsledku přičte hodnotu b,
odhadneme:

Věta. Pro každá a, b ∈ N plat́ı m(a, b) = a · b (součin daných parametr̊u).

Jaký je vhodný postup k důkazu tohoto tvrzeńı indukćı? Je snadno vidět, že
rekurentńı vyhodnoceńı na hodnotě parametru b nijak podstatně nezálež́ı (b lze
fixovat) a důležité je sledovat měńıćı se hodnotu a. Tato úvaha nás dovede k
následuj́ıćımu př́ıstupu:
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∗ m(0, b) = 0 pro všechna b ∈ N a

∗ m(a+ 1, b) = m(a, b) + b pro všechna a, b ∈ N.

Věta. Pro každá a, b ∈ N plat́ı m(a, b) = a · b (součin daných parametr̊u).
✷

Důkaz: Budiž b ∈ N libovolné ale pro daľśı úvahy pevné. ✷

Dokazujeme tady, že pro každou hodnotu a := i ∈ N plat́ı m(i, b) = i · b. ✷

• V bázi i = 0 je explicitně zadáno m(0, b) = 0 = 0 · b pro jakékoliv b ∈ N. ✷

• Indukčńı krok. Necht’ je tvrzeńı známo pro a = i ∈ N a uvažme hodnotu
parametru a := i+ 1. Podle zadáńı pak plat́ı m(i+ 1, b) = m(i, b) + b. ✷

Podle indukčńıho předpokladu již v́ıme, že m(i, b) = i · b. ✷Zbývá jen
uvedené poznatky správně žretězit

m(a, b) = m(i+ 1, b) = m(i, b) + b = i · b+ b = ✷(i+ 1) · b = a · b .

Důkaz matematickou indukćı je t́ımto zdárně ukončen.
✷
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Indukce k součtu parametr̊u

Př́ıklad 5.5. Mějme funkci k : N×N→ N definovanou rekurentně takto: ✷

• k(c, 0) = k(0, c) = 0 pro všechna c ∈ N a

• k(m,n) = k(m,n− 1) + k(m− 1, n) pro všechna m,n ∈ N, m, n > 0.

✷Co bude hodnotou k(m,n) pro obecné m,n ∈ N? ✷

Studenti znaĺı takzvaného Pascalova trojúhelńıka už mohou tušit, že výsledek
souviśı s počtem podmnožin a tedy kombinačńımi č́ısly. ✷

My si zde správnou odpověd’ nejen ukážeme, ale i přesně dokážeme:

Věta. Pro každé m,n ∈ N je hodnota k(m,n) rovna počtu všech m-
prvkových podmnožin (m+ n)-prvkové množiny, tedy jinými slovy roven
známému kombinačńımu č́ıslu k(m,n) =

(

m+n
m

)

.
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∗ k(c, 0) = k(0, c) = 0 pro všechna c ∈ N a

∗ k(m,n) = k(m,n− 1) + k(m− 1, n) pro všechna m,n ∈ N, m, n > 0.

Věta. Pro každé m,n ∈ N je hodnota k(m,n) rovna počtu všech m-
prvkových podmnožin (m+ n)-prvkové množiny, tedy jinými slovy roven
známému kombinačńımu č́ıslu k(m,n) =

(

m+n
m

)

.
✷

Důkaz indukćı vzhledem k součtu parametr̊u i = m+ n: ✷

• Báze i = m + n = 0 pro m,n ∈ N znamená, že m = n = 0. Zde však s
výhodou využijeme tzv.

”
rozš́ı̌reńı báze“ na všechny hraničńı př́ıpady m = 0

nebo n = 0 naš́ı rekurze.

V obou rozš́ı̌rených př́ıpadech je př́ımo zadáno k(m, 0) = k(0, n) = 0. Je
toto platná odpověd’? ✷

∗ Kolik je prázdných podmnožin (m = 0) jakékoliv množiny? Jedna, ∅.

∗ Kolik je m-prvkových podmnožin m-prvkové (n = 0) množiny? Zase
jedna, ta množina samotná.

T́ım je důkaz rozš́ı̌rené báze indukce dokončen.
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∗ k(c, 0) = k(0, c) = 0 pro všechna c ∈ N a

∗ k(m,n) = k(m,n− 1) + k(m− 1, n) pro všechna m,n ∈ N, m, n > 0.

• Indukčńı krok přecháźı na součet i+1 = m+ n. ✷Nav́ıc d́ıky předchoźımu
rozš́ı̌reńı báze se rovnou můžeme omezit na př́ıpady m,n > 0. ✷

Plat́ı tedy podle zadáńı k(m,n) = k(m,n − 1) + k(m − 1, n). ✷Přitom
oba rekurentńı odkazy, k(m,n− 1) i k(m− 1, n) se vztahuj́ı na př́ıpady se
součtem obou parametr̊u rovným m− 1 + n = m+ n− 1 = i. ✷

Podle indukčńıho předpokladu tud́ıž plat́ı, že k(m,n − 1) je počtem m-
prvkových podmnožin i-prvkové množiny ✷a k(m−1, n) je počtem (m−1)-
prvkových podmnožin i-prvkové množiny, ťreba množiny M = {1, 2, . . . , i}.✷

Kolik je m-prvkových podmn. (i+1)-prvkové množiny M ′ = M ∪ {i+ 1}?
Pokud ze všech těchto podmnožin odebereme prvek i+1, dostaneme právě✷

* m-prvkové podmnožiny (z těch neobsahuj́ıćıch prvek i+ 1) ✷

plus
* (m− 1)-prvkové podmnožiny (z těch původně obsahuj́ıćıch i+ 1). ✷

A to je v součtu rovno právě k(m− 1, n) + k(m,n− 1) = k(m,n).
✷
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Př́ıstup se ześıleńım dokazovaného tvrzeńı

Př́ıklad 5.6. Zjistěte, jakou hodnotu v závislosti na celoč́ıselném parametru a

nabývá funkce t(a, 1), která je rekurentně definována takto: ✷

• t(0, b) = 0 pro všechna b ∈ N a

• t(a, b) = t(a− 1, 2b) + b pro všechna a, b ∈ N, a > 0.

✷
Zkuśıme-li si ručně vypoč́ıtat několik prvńıch požadovaných hodnot t(a, 1) pro
a = 0, 1, 2, 3, 4 . . . , postupně źıskáme výsledky rovné 0, 1, 3, 7, 15 . . . (všimněte
si také, jak se v rekurzivńım rozvoji postupně sč́ıtaj́ı mocniny dvou). ✷Na základě
toho již neńı obt́ıžné uhodnout, že návratová hodnota patrně bude obecně
určena vztahem 2a − 1.

Toto je však ťreba také dokázat. ✷

Jak záhy zjist́ıme, matematická indukce na naše tvrzeńı p̌ŕımo
”
nezab́ırá“, ale mno-

hem lépe se nám povede s následuj́ıćım p̌rirozeným ześıleńım dokazovaného tvrzeńı,
které zobecňuje výsledek na proměnné hodnoty parametru b v návaznosti na zadaný
rekurentńı vztah.
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∗ t(0, b) = 0 pro všechna b ∈ N a

∗ t(a, b) = t(a− 1, 2b) + b pro všechna a, b ∈ N, a > 0.

Věta. Pro každé a, b ∈ N plat́ı t(a, b) = (2a − 1) · b.

Důkaz: Postupujeme indukćı podle a := i ∈ N. ✷

∗ V bázi pro a = i = 0 je určena hodnota t(a, b) = 0 = (20 − 1) · b.✷

∗ Indukčńı krok. Necht’ je tvrzeńı známo pro a = i ∈ N a uvažujme daľśı
hodnotu a := i+ 1 > 0. ✷V tom př́ıpadě je rekurentńı podḿınkou dáno
t(a, b) = t(a− 1, 2b) + b, přičemž hodnota t(a− 1, 2b) = t(i, 2b) vyplývá z
indukčńıho předpokladu. Celkově tedy ✷

t(a, b) = t(i, 2b) + b = (2i − 1) · 2b+ b✷ = 2i+1b− 2b+ b = (2i+1 − 1) · b .

Posledńı výraz je roven požadovanému (2a − 1) · b. ✷
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5.3 Induktivńı definice množin5.3 Induktivńı definice množin

Širokým zobecněńım rekurentńıch definic posloupnost́ı je následuj́ıćı koncept.

Definice 5.7. Induktivńı definice množiny.
Jedná se obecně o popis (nějaké) množiny M v následuj́ıćım tvaru:

• Je dáno několik pevných (bázických) prvk̊u a1, a2, . . . , ak ∈ M . ✷

• Je dán soubor induktivńıch pravidel typu

Jsou-li (libovolné prvky) x1, . . . , xℓ ∈ M , pak také y ∈ M.

V tomto př́ıpadě je y typicky funkćı y = fi(x1, . . . , xℓ) (v pravidle č́ıslo i).✷

Pak naše induktivně definovaná množina M je určena jako nejmenš́ı (inkluźı)
množina vyhovuj́ıćı všem těmto pravidl̊um.
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Několik jednoduchých ukázek. . .

• Pro nejbližš́ı př́ıklad induktivńı definice se obrát́ıme na množinu všech
přirozených č́ısel, která je formálně zavedena následovně.

– 0 ∈ N

– Je-li i ∈ N, pak také succ(i) ∈ N (kde následńık succ(i) odpov́ıdá i+1).

. . .0 1 2 3 4 ✷

• Pro každé y ∈ N můžeme definovat jinou množinu My ⊆ N induktivně:

– y ∈ My

– Jestliže x ∈ My a x+ 1 je liché, pak x+ 2 ∈ My. ✷

Pak např́ıklad M3 = {3}, nebo M4 = {4 + 2i | i ∈ N}. ✷

• Daľśım př́ıkladem induktivńı definice je už známé zavedeńı výrokových for-
muĺı z Odd́ılu 1.4. Uměli byste ted’ přesněji ř́ıci, co tam byly bázické prvky
a jaká byla induktivńı pravidla? A jaká byla v definici formuĺı role závorek?
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Pokročilý ilustračńı p̌ŕıklad

. . . zase na induktivńı definici.

Př́ıklad 5.8. V R̊užovém královstv́ı maj́ı zvláštńı peńıze – použ́ıvaj́ı mince pouze
dvou hodnot, ťŕıkoruny a ťrináctikoruny. ✷

a) Určete induktivńı definici množiny P všech celých kladných č́ısel, které
lze jak peněžńı částku složit z minćı v R̊užovém královstv́ı. (Uvažujte, že
královstv́ı má k dispozici neomezené množstv́ı minćı.) ✷

b) Dokažte, že z minćı v R̊užovém královstv́ı lze složit jakoukoliv celou částku
od 24 korun výše. ✷

c) Chytrý Honza přijel do R̊užového královstv́ı a poťrebuje si tam koupit jeden
knofĺık za korunu. Jak to může udělat a neprodělat?
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a) Určete induktivńı definici množiny P všech celých kladných č́ısel, které
lze jak peněžńı částku složit z minćı v R̊užovém královstv́ı. (Uvažujte, že
královstv́ı má k dispozici neomezené množstv́ı minćı.) ✷

Např́ıklad takto: Bázickými prvky jsou 3 ∈ P a 13 ∈ P . ✷

K tomu přinálež́ı dvě induktivńı pravidla;
je-li a ∈ P , pak a+ 3 ∈ P a také a+ 13 ∈ P . ✷

b) Dokažte, že z minćı v R̊užovém královstv́ı lze složit jakoukoliv celou částku
od 24 korun výše. ✷

V řešeńı úkolu postač́ı dokázat toto tvrzeńı matematickou indukćı:

Věta. Plat́ı-li pro nějaké n ≥ 24, že 24, 25, . . . , n, n + 1, n + 2 ∈ P , pak
také n+ 3 ∈ P . ✷

Důkaz: V bázi indukce snadno vid́ıme, že částky 24 = 3 · 8, 25 = 13 + 3 · 4 a
26 = 13 · 2 nálež́ı do P , a proto tvrzeńı plat́ı pro n = 24. ✷

V indukčńım kroku z předpokladu n ∈ P př́ımo odvod́ıme n+3 ∈ P (přidáme
jednu ťŕıkorunu) a jsme hotovi.
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c) Chytrý Honza přijel do R̊užového královstv́ı a poťrebuje si tam koupit jeden
knofĺık za korunu. Jak to může udělat a neprodělat?

✷

Honza zaplat́ı 9 ťŕıkorun (27) a nechá si vrátit 2 ťrináctikoruny (26). ✷

✷

A na závěr jeden bonusový pro samostatné p̌remýšleńı

Př́ıklad 5.9. Jak byste dokázali jasně a srozumitelně (explicitně) popsat
množinu D zadanou následuj́ıćı induktivńı definici? ✷

• Bázickými prvky jsou 21 ∈ D a 35 ∈ D.

• Máme dvě induktivńı pravidla:

∗ Jsou-li a, b ∈ D (je možné a = b), pak také a+ b ∈ D.

∗ Jsou-li a, b ∈ D a plat́ı a > b, pak také a− b ∈ D. ✷

Pokud už máte odpověd’, pak přemýšlejte, co se stane, když bázickými prvky
bude jiná dvojice přirozených č́ısel. ✷

A co když v bázi zadáme trojici nebo čtvěrici č́ısel? ✷


