6 Strukturdlni indukce

Nyni se naplno ponofime do hlubin induktivnich definic a strukturalni indukce, latky
sice velmi abstraktni, ale pro informatiky potfebné.

Struény piehled lekce
* Problematika jednozna&nosti induktivnich definic mnoZin.
* Induktivni definice funkci, pouZiti strukturdlni indukce.

* Nazpét k matematické logice:
sémantika vyrokové logiky a formalni pfevod do normalniho tvaru.
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Zopakovani na zacatek

Definice 6.0. Induktivni definice mnoZiny.
Jedna se obecné& o popis (n&jaké) mnoZiny M v nasledujicim tvaru:
e Je dano nékolik pevnych bazickych prvkl ay,as,...,ar € M.
e Je dan soubor induktivnich pravidel typu
Jsou-li (libovolné prvky) z1,...,xy € M, pak také y € M.
V tomto ptipadé je y typicky funkci y = fi(x1,...,z) (v pravidle &islo 7).

Pak nase induktivné definovand mnozina M je urlena jako nejmensi (inkluzi)
mnoZina vyhovujici véem témto pravidlim.

> >~ > > >
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6.1 Jednoznaénost induktivnich definic

Definice: Rekneme, e dand induktivni definice mno¥iny M je jednoznaéna,
pravé kdyz kazdy prvek M lze odvodit z bazickych prvk( pomoci induktivnich
pravidel pravé jednim zplsobem.

e Induktivni definice mnoZiny p¥irozenych &isel N je jasné jednoznalna.

e Podobné je jednoznaénd ndsledujici definice mnoziny M C NN;
-211eM
— Jestlize x € M, pak také z +2 € M.
Avsak jednoznaénd uZ neni tato induktivni definice mnoZiny P C IN;
-211eP
— Jestlize x € P, pak také z +3 € P.
Pro¢? ' To proto, Ze napfiklad prvek 11 € P lze ziskat jednou jako bazicky
prvek definice a podruhé z bazického prvku 2 € P troji iteraci pravidla
‘z + 3 € P’ (a je mnoho jinych prvkid majicich vice odvozeni v P).

e V Cem tedy spociva dilezitost jednoznaénych induktivnich definic mnoZin?
Je to predevsim v dalsim mozném vyuZiti induktivni definice mnoZiny jako
»zakladny" pro odvozené vyssi definice, viz nasledujici.
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P¥iklad 6.1. Jednoznac&nost induktivni definice 01-Feté&zcii.
Nad binarni abecedou ¥ = {0, 1} induktivn& definujeme specidlni mnoZinu Yet&zcl
B C ¥* nésledujicim prfedpisem:

e '0','011" € B (bazické prvky).

e Jestlize © € B a fetézec = kon&i znakem 0, pak také x + ‘01" € B.

e Jestlize © € B a ¥etézec x kon&i znakem 1, pak také x + ‘00" € B.

DokaZte, Ze uvedena definice mnoziny B je jednoznacdna.

Zde je pFirozené pro dlikaz aplikovat matematickou indukci. Avsak na rozdil od d¥ive
probiranych pfikladd zde nevidime Zadny celogiselny , parametr n", a proto musime
nejprve za néj definovat vhodnou ndhradu,

e konkrétné ,indukci podle délky odvozeni prvku = € B",

o kterdzto délka je definovdna jako podlet aplikaci induktivnich pravidel pot¥ebnych
k odvozeni z € B.

e PYesné Yeceno, nasi indukci povedeme podle struktury odvozeni prvki nasi induk-
tivni mnoZiny a budeme tudiZ mluvit o strukturalni indukci.
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x '0','011" € B (bazické prvky).
x Jestlize © € B a ¥etézec x kon&i znakem 0, pak také = + ‘01" € B.
x Jestlize © € B a ¥etézec x kon&i znakem 1, pak také = + ‘00" € B.

Dikaz: Nejprve musime ovéfit jednoznalnost definice mnoZiny B pro jeji bazické
prvky, tj. je tfeba zkontrolovat, Ze 7adny z bazickych prvkl p¥ipadné nelze odvodit
i ngkterym(i) z pravidel.

Pro Yetézec ‘0’ € B je to jasné z jeho minimalni délky, ale fetézec ‘011" € B by p¥ipadné
mohl byt odvozeny z p¥edchoziho z hlediska své délky. ~AvSak zadné pravidlo neddva
fetézec kondici znaky 11. Baze indukci je tak hotova.

V indukénim kroku pfedpoklddame, Ze tvrzeni plati pro viechny d¥ive odvozené prvky
mnoZiny B a nahlédneme na prvek y € B dale odvozeny jednim z danych pravidel.

Necht y kon&i znakem 0; pak y € B ur&ité musel byt odvozen pouZitim ,x + ‘00’ € B"
jako posledniho pravidla. 'Je tedy jednozna&né y = x+'00" a zaroveii podle indukéniho
predp. byl fetézec x € B odvozen jednoznacné. TudiZzy € B je odvozen jednoznalné.

Obdobné postupujeme, pokud y kon&i znakem 1; pak y € B urtité musel byt odvozen
pouzitim ,x + ‘01" € B" jako posledniho pravidla. ' Je tedy jednozna&né y = = + ‘01’
a zase podle induk&niho pfedpokladu byl ¥etézec x € B odvozen jednozna&né. Tudiz
y € B je odvozen jednozna&né i v tomto p¥ipadé. O
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6.2 Induktivni definice funkci

Induktivné definovand mnoZina povétSinou nema valny vyznam sama o sobg,
av8ak poskytuje definiéni obor pro naslednou induktivné definovanou funkci.

Pro ilustraci z informatického svéta si vezméte, Ze induktivni definice mnoZiny mnohdy
definuje prost& jen syntaxi, tedy spravny zplsob zdpisu n&jaké instrukce & programu,

ale k tomu je nutno také podat definici sémantiky, tedy vyznamu toho spravné za-
psaného — co se ma vlasn& provést nebo vykonat.

Definice 6.2. Induktivni definice funkce z induktivni mnoZiny.
Necht mnoZina M je dana jednozna¢nou induktivni definici. Pak ¥ikdme, Ze
funkce F : M — X je definovdna induktivné (vzhledem k induktivni defi-
nici M), pokud je feteno:
e Pro kazdy z bdzickych prvki aq,as,...,ar € M je uréeno F(a;) = ¢;.
e Pro kazdé induktivni pravidlo typu
“Jsou-li (libovolné prvky) x1,...,zy € M, pak také f(z1,...,x¢) € M"

je definovano
F(f(x1,...,x¢)) nazékladg hodnot F(x1),...,F(ze).
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llustraéni ptiklady

[lustrujme si induktivni definici funkce détskou hrou na ,tichou postu”. De-
finiénim oborem je ¥ada sedicich hracl, kde ten prvni je bazickym prvkem a
kazdy nasledujici (mimo posledniho) odvozuje hrace sediciho hned za nim (nebo
vedle) jako dal3i prvek hry.

Hodnotou bazického prvku je prvni (vymyslené) posilané slovo. Induktivni pravi-
dlo pak nasledujicimu hraci pfifazuje slovo, které je odvozeno (,,zkomolenim")
ze slova ptedchoziho hrace. Vysledkem hry pak je hodnota—slovo posledniho
hrace.
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Pro dalsi pfiklad se podivejme tfeba do manudlu unixového pfikazu test
EXPRESSION:

EXPRESSION is true or false and sets exit status. It is one of:

( EXPRESSION ) EXPRESSION is true

! EXPRESSION EXPRESSION is false

EXPRESSION1 -a EXPRESSION2 both EXPRESSION1 and EXPRESSION2 are true
EXPRESSION1 -o EXPRESSION2 either EXPRESSION1 or EXPRESSION2 is true
[-n] STRING the length of STRING is nonzero

STRING1 = STRING2 the strings are equal

No, problematicka je otdzka jednoznacnosti této definice — jednoznaénost neni
vynucena (jen umoZnéna) syntaktickymi pravidly, jinak je pak ddna nepsanymi
konvencemi implementace p¥ikazu.

To je pochopitelné z matematického hlediska $patné, ale presto jde o péknou
ukazku z praktického Zivota informatika.
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6.3 Pouziti strukturdlni indukce

Strukturalni indukce je matematickou indukci jako kaZzdad predchozi indukce.

Hned je v8ak vidét na prvni pohled zdsadni rozdil, nemame zde 74dny ,para-
metr n", podle kterého bychom indukci p¥irozen& vedli.

Misto explicitniho parametru problému indukci pak vedeme podle délky odvo-
zeni (poctu pouZitych induktivnich pravidel) prvku induktivni mnoZiny.

Definice: M&me induktivné definovanou mnoZinu M a na jejich prvcich for-
mulované tvrzeni T'(m), kde m € M. Tvrzeni T'(m) dokazujeme strukturalni
indukci podle mnoziny M takto:

e DokdZeme platnost 7'(mg) pro kazdy bazicky prvek mgy € M.

e Pro kazdy nebazicky prvek m € M vybereme induktivni pravidlo odvozujici
m € M z prvkdl mq,...,my € M a predpokldddme platnost tvrzeni T'(m;)
pro vdechna t =1,... k.
Z t&chto predpokladii pak dokaZeme platnost tvrzeni T'(m).
Poznamka: N&kdy miZe nastat (ale ne v jednoznagnych definicich), Ze prvek m €

M vyplyva z vice induktivnich pravidel urcujicich mnoZinu M. Nemusite dokazovat
indukéni krok pro kaZzdé pravidlo vedouci k m € M, nybrz vam sta&i si vybrat jedno.
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P¥iklad 6.3. Induktivni definice na pFirozenych &islech ndslednikem.
Vzpomeiite si z Oddilu 5.3, Ze pfirozena &isla Ize definovat induktivné bazickym prvkem
0 € N a pravidlem n € N ~ succ(n) € N. Pi¥me zkrdcen& s(n) misto succ(n).
Na mnoZing N definujme funkci f(n) takto
e f(0)=0,
e pokud n € N, tak f(s(n)) = s(s(f(n))).

Dokazte, Ze f(n) = 2n pro kazdé n € N.

Dikaz: V bazi skutetné plati f(0) =0=2-0.

Pro jakékoliv n € N pak miZeme (viz induktivni pravidlo) pFedpokladat, Ze
f(n) = 2n plati. Z tohoto ptedpokladu pak pfimota¥e odvozujeme hodnotu f(s(n))
takto  f(s(n)) = s(s(f(n))) =s(s(2n)) =s2n+1) =2n+2=2(n+1).

A jelikoZz p¥irozen& f(s(n)) = f(n + 1), tvrzeni f(n+ 1) = 2(n + 1) plati a jsme s
dlkazem hotovi. O
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P¥iklad 6.4. Jednoduché aritmetické vyrazy a jejich vyznam.

Necht je ddna abeceda ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,®,®, (,)}. Definujme mnoZinu
Jjednoduchych vyrazii SExp C ¥* induktivn& takto:
« Dekadicky zdpis kazdého p¥irozeného &isla n je prvkem SEzp (bazické prvky).
« Jestlize 2,y € SExp, pak také (z) © (y) a (z) @ (y) jsou prvky SExp.
+ Jak snadno nahlédneme, diky nucenému zavorkovani je tato induktivni definice
jednoduchych vyrazii SEzp jednoznadna.

Timto jsme aritmetickym vyraziim p¥itadili jejich ,formu”, tedy syntaxi.

Pro p¥itazeni ,,vyznamu", tj. sémantiky aritmetického vyrazu, nasledné definujme funkci
vyhodnoceni Val: SExp — N induktivné takto:

* Pro bazické prvky: Val(n) = n, kde n je dekadicky zapis p¥irozeného &isla n.

« Prvni induktivni pravidlo: Val((z) @ (y)) = Val(z) + Val(y).

« Druhé induktivni pravidlo: Val((x) ® (y)) = Val(x) - Val(y).

Co je pak ,spravnym vyznamem" (hodnotou) uvedenych aritmetickych vyrazi? O
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Pt¥iklad 6.5. Dikaz spravnosti p¥ifazeného ,, vyznamu* Val: SExp — N.

Véta. Pro kazdy vyraz o € SExp je hodnota Val(o) &iseln& rovna vysledku vy-
hodnoceni vyrazu o podle béZnych zvyklosti aritmetiky.

Dikaz: V bazi indukce ov&fime vyhodnoceni bazickych prvkd. Plati Val(n) = n, coz
skute¢né& odpovida zvyklostem aritmetiky.

V indukénim kroku se podivdme na vyhodnoceni Val((z) & (y)) = Val(z) + Val(y).
Podle b&znych zvyklosti aritmetiky by hodnota Val((x) & (y)) méla byt rovna souctu
vyhodnoceni vyrazu x, co? je podle induk&niho p¥edpokladu rovno Val(z) (z ma ztejmé
kratsi délku odvozeni), a vyhodnoceni vyrazu y, coZ je podle induk&niho pfedpokladu
rovno Val(y). ~TakZe skutetn& Val((x) @ (y)) = Val(z) + Val(y).

Druhé pravidlo Val((z)®(y)) se zpracuje analogicky. Podle b&Znych zvyklosti aritmetiky
by hodnota Val((x) ® (y)) mé&la byt rovna soucinu vyhodnoceni vyrazu z, coZ je podle
induk&niho ptedpokladu rovno Val(x), a vyhodnoceni vyrazu y, coZ je podle indukéniho
predpokladu rovno Val(y). ~Opét tedy spravné plati Val((z) ®@ (y)) = Val(z) - Val(y).

O
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6.4 Nazpét k matematické logice

Vybaveni apardtem induktivnich definic, miZeme nyni podat matematicky
presné&jsi definici formuli vyrokové logiky z Oddilu 1.4 a jejich sémantiky.

Definice: Necht P = {A,B,C,...} je mnoZina vyrokovych promé&nnych.
MnoZina F vyrokovych formuli je dana témito pravidly induktivni definice:

« Bazickymi prvky F jsou proménné P, tj. X € F pro kazdé X € P.

« (negace) Je-li ¢ € F, pak také (i) je prvkem F.

« (implikace) Je-li p,v € F, pak také (p) = () je prvkem F.

Zarovei plati, Ze zadvorky okolo ¢ lIze vynechat pouze pokud ¢ € P nebo ¢
bylo vytvoteno induktivnim pravidlem negace. To stejné plati pro vynechavani
zavorek okolo .

Poznamka: JiZ nad rdmec p¥edchozi definice patfi dfive uvedené syntaktické zkratky
x oV (disjunkce/,nebo") je jiny zapis formule - = 1),
x o A1 (konjunkce/,a") je jiny zépis formule  —(=p V =),
x <1 (ekvivalence) je jiny zapis formule  (p = ) A (¢ = ).
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Sémantika vyrokové logiky

Na zakladé jednoznaéné induktivni definice mnoZiny F vyrokovych formuli nyn{
muZeme podat ptesnou induktivni definici funkce vyhodnoceni (logické hodnoty
formuli). Necht valuace (ohodnoceni) je funkce v : P — {0, 1}.

Definice 6.6. Sémantika (vyznam) vyrokové logiky.
Pro kaZdou valuaci v definujeme funkci

S, F—{0,1},
zvanou vyhodnoceni formule o vzhledek k v, “induktivné takto:
o S)(X):=v(X) pro kazdé X € P.

) 1 jestlize S, (p) = 0;
* Su(mp) = { 0 jinak.

jestliz v = v = U
e Su(p=1) ::{ ‘1) fifes (p) =1a S,(v) =0;
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P¥evod formuli do normalniho tvaru

V daldim se vratime k logickym formulim v normdlnim tvaru (viz Oddil 2.2),
tedy k formulim, ve kterych se negace vztahuje pouze k vyrokovym proménnym.

Tvrzeni 6.7. KaZdou vyrokovou formuli Ize pFevést do normdlniho tvaru, pokud
k = povolime i uZivani odvozenych spojek N\ a V.

e Pro ilustraci, k formuli =(A = B) je ekvivalentni normaini tvar A A =B,
e k formuli =(C A (mA = B)) je ekvivalentni =C' V (=A A =B),
e k formuli =((A = B) = C) je ekvivalentni (A = B) A =C.
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Metoda 6.8. Ptevod formule ¢ do normalniho tvaru F(y).
PouZivdme F(X) jako , je pravda, Ze X" a G(X) jako , neni pravda, ze X".

F(A) = A G(A) -A
F(=e) = G(y) G(—) = Fly)
Fle=1v) = Flo)=F¥) Gle=1v) = Fle)AG[)
Fleny) = Flo) NF() Gleny) = Gle)VGy)
Flevy) = Flo)VF@) Glevy) = Gle)AG([Y)
Floey) = Flo) & F) Gleey) = Flo) =)
Pro predikdtové formule toto rozsitime jesté o pravidla:
Flva.) = Va.F(p) Gvz.¢) = 3x.G(y)
FBx.p) = Fx.F(p) GEx.p) = Vr.G(p)

UvaZme formuli ﬂ(A = (B V —(C = —A4))). Uzitim uvedeného postupu ziskdme:
F(H(A=2(BVA(C=-4) = GA=(BV(C=-4)) =

( )ANG(=(B (C=>w4))) = ANF(BVA(C=-4)) =
A (F(B)V ((C:>w4))) = AAN(BVG(C = -4) =
A (BV(F(C)AG(-A))) = AN(BV(CAF(A))
A(BV(CAA))
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Dakaz pro normalni tvar formule
Na z4vér nasleduje dalsi ilustrativni ukdzka dikazu strukturalni indukci.

Véta 6.9. Pro libovolnou vyrokovou formuli ¢ plati (viz Metoda 6.8), Ze
a) F(y) je formule v normadlnim tvaru ekvivalentni k ¢

b) a G(p) je formule v normalnim tvaru ekvivalentni negaci —.

Dukaz povedeme indukci ke struktute formule, neboli indukci povedeme podle
»délky" ¢ — poctu aplikaci induktivnich pravidel pfi sestavovani formule .
e Bidze indukce (¢ = 0): Pro v8echny atomy, tj. vyrokové promé&nné, ziejmé
plati, Ze F(A) = A je ekvivalentni A a G(A) = —A je ekvivalentni —A.
e V indukénim kroku ptedpokladejme, Ze a) i b) plati pro viechny formule ¢
délky nejvyse /. Vezmeme si formuli ) délky ¢+ 1, kterd je utvofena jednim
z ndsledujicich zpiisob:

Petr Hlinény, FI MU Brno, 2024 FI: IB000: Strukturdini indukce



* P = .
Podle vyse uvedeného induktivniho ptedpisu je F (1)) = F(—¢) = G(p).
Podle induk&niho p¥edpokladu pak je G(¢) formule v normdlnim tvaru
ekvivalentni —p = ).
Obdobng pro funktor G vyjadfime G(v) = G(—yp) = F(p). Podle in-
dukéniho predpokladu pak je F(y) formule v normalnim tvaru ekviva-
lentni ¢ a to je dale ekvivalentni =—¢ = —1) podle Tvrzeni 1.10.

* ) = (1 = p2).

Podle vyse uvedeného induktivniho ptedpisu je F(v)) = F(p1 = o) =
F(p1) = F(p2). Podle indukeniho predpokladu jsou F(¢1) i F(p2)
formule v normdlnim tvaru ekvivalentni ¢1 a 9. Potom i F(¢1) =
F(p2) je v normdinim tvaru dle definice a podle sémantiky = je ta
ekvivalentni formuli (¢1 = p2) = 7).

Obdobng rozepiBeme G(1)) = G(w1 = w2) = F(p1) A G(p2). Jelikoz
A je pro nds jen zkratka, vyraz ddle rozepiseme G(¢)) = —(F(p1) =
=G(¢2)). Podle induk&niho ptedpokladu (a dvoji negace) jsou F(¢1)
a =G (p2) po Fad& ekvivalentni formulim ¢; a ¢o. TudiZ nakonec od-
vodime, Ze G(1)) je ekvivalentni negaci formule ¢ = @9, coZ jsme zde
méli dokdzat.
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* P =(p1V )
Zde si musime opé&t uvédomit, Ze spojka V je pro nds jen zkratka,
a prepsat 1V = (-1 = @2). Potom podle pfedchozich dokdzanych
pripadl vime, Ze F (1)) = F(—p1 = ¢2) = F(—p1) = Flp2) je ekvi-
valentni formuli (-1 = @2) = 1, coZ bylo t¥eba dokazat. Stejn& tak
G() = G(—p1 = ¢2) = F(—¢1) ANG(p2) je podle pFedchozich p¥ipadi
diikazu ekvivalentni (=1 A =) = =),

= (p1 A p2) ah = (p1 < ¢y) uz dokontime analogicky.
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