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6 Strukturálńı indukce6 Strukturálńı indukce

Nyńı se naplno ponǒŕıme do hlubin induktivńıch definic a strukturálńı indukce, látky
sice velmi abstraktńı, ale pro informatiky poťrebné.

Niabot, CC BY 3.0, via Wikimedia Commons✷

Stručný p̌rehled lekceStručný p̌rehled lekce

* Problematika jednoznačnosti induktivńıch definic množin.

* Induktivńı definice funkćı, použit́ı strukturálńı indukce.

* Nazpět k matematické logice:

sémantika výrokové logiky a formálńı p̌revod do normálńıho tvaru.
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Zopakováńı na začátek

Definice 6.0. Induktivńı definice množiny.
Jedná se obecně o popis (nějaké) množiny M v následuj́ıćım tvaru:

• Je dáno několik pevných bázických prvk̊u a1, a2, . . . , ak ∈M . ✷

• Je dán soubor induktivńıch pravidel typu

Jsou-li (libovolné prvky) x1, . . . , xℓ ∈M , pak také y ∈M.

V tomto př́ıpadě je y typicky funkćı y = fi(x1, . . . , xℓ) (v pravidle č́ıslo i).✷

Pak naše induktivně definovaná množina M je určena jako nejmenš́ı (inkluźı)
množina vyhovuj́ıćı všem těmto pravidl̊um.

. . .0 1 2 3 4
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6.1 Jednoznačnost induktivńıch definic6.1 Jednoznačnost induktivńıch definic

Definice: Řekneme, že daná induktivńı definice množiny M je jednoznačná,
právě když každý prvek M lze odvodit z bázických prvk̊u pomoćı induktivńıch
pravidel právě jedńım způsobem. ✷

• Induktivńı definice množiny přirozených č́ısel N je jasně jednoznačná. ✷

• Podobně je jednoznačná následuj́ıćı definice množiny M ⊆ N;

– 2, 11 ∈M

– Jestliže x ∈M , pak také x+ 2 ∈M . ✷

Avšak jednoznačná už neńı tato induktivńı definice množiny P ⊆ N;

– 2, 11 ∈ P

– Jestliže x ∈ P , pak také x+ 3 ∈ P .

Proč? ✷To proto, že např́ıklad prvek 11 ∈ P lze źıskat jednou jako bázický
prvek definice a podruhé z bázického prvku 2 ∈ P troj́ı iteraćı pravidla
‘x+ 3 ∈ P ’ (a je mnoho jiných prvk̊u maj́ıćıch v́ıce odvozeńı v P ). ✷

• V čem tedy spoč́ıvá důležitost jednoznačných induktivńıch definic množin?
Je to předevš́ım v daľśım možném využit́ı induktivńı definice množiny jako

”
základny“ pro odvozené vyšš́ı definice, viz následuj́ıćı.
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Př́ıklad 6.1. Jednoznačnost induktivńı definice 01-̌retězc̊u.

Nad binárńı abecedou Σ = {0, 1} induktivně definujeme speciálńı množinu řetězc̊u
B ⊆ Σ∗ následuj́ıćım p̌redpisem:

• ‘0’, ‘011’ ∈ B (bázické prvky). ✷

• Jestliže x ∈ B a řetězec x konč́ı znakem 0, pak také x+ ‘01’ ∈ B. ✷

• Jestliže x ∈ B a řetězec x konč́ı znakem 1, pak také x+ ‘00’ ∈ B.

✷

Dokažte, že uvedená definice množiny B je jednoznačná. ✷

Zde je p̌rirozené pro důkaz aplikovat matematickou indukci. Avšak na rozd́ıl od ďŕıve
prob́ıraných p̌ŕıkladů zde nevid́ıme žádný celoč́ıselný

”
parametr n“, a proto muśıme

nejprve za něj definovat vhodnou náhradu, ✷

• konkrétně
”
indukci podle délky odvozeńı prvku x ∈ B“, ✷

• kterážto délka je definována jako počet aplikaćı induktivńıch pravidel poťrebných
k odvozeńı x ∈ B. ✷

• Přesně řečeno, naši indukci povedeme podle struktury odvozeńı prvků naš́ı induk-
tivńı množiny a budeme tud́ıž mluvit o strukturálńı indukci.
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∗ ‘0’, ‘011’ ∈ B (bázické prvky). ✷

∗ Jestliže x ∈ B a řetězec x konč́ı znakem 0, pak také x+ ‘01’ ∈ B. ✷

∗ Jestliže x ∈ B a řetězec x konč́ı znakem 1, pak také x+ ‘00’ ∈ B.
✷

Důkaz: Nejprve muśıme ově̌rit jednoznačnost definice množiny B pro jej́ı bázické
prvky, tj. je ťreba zkontrolovat, že žádný z bázických prvků p̌ŕıpadně nelze odvodit
i některým(i) z pravidel. ✷

Pro řetězec ‘0’ ∈ B je to jasné z jeho minimálńı délky, ale řetězec ‘011’ ∈ B by p̌ŕıpadně
mohl být odvozený z p̌redchoźıho z hlediska své délky. ✷Avšak žádné pravidlo nedává
řetězec konč́ıćı znaky 11. Báze indukci je tak hotova. ✷

V indukčńım kroku p̌redpokládáme, že tvrzeńı plat́ı pro všechny ďŕıve odvozené prvky
množiny B a nahlédneme na prvek y ∈ B dále odvozený jedńım z daných pravidel. ✷

Necht’ y konč́ı znakem 0; pak y ∈ B určitě musel být odvozen použit́ım
”
x+ ‘00’ ∈ B“

jako posledńıho pravidla. ✷Je tedy jednoznačně y = x+‘00’ a zároveň podle indukčńıho
p̌redp. byl řetězec x ∈ B odvozen jednoznačně. ✷Tud́ıž y ∈ B je odvozen jednoznačně.✷

Obdobně postupujeme, pokud y konč́ı znakem 1; pak y ∈ B určitě musel být odvozen
použit́ım

”
x+ ‘01’ ∈ B“ jako posledńıho pravidla. ✷Je tedy jednoznačně y = x+ ‘01’

a zase podle indukčńıho p̌redpokladu byl řetězec x ∈ B odvozen jednoznačně. Tud́ıž
y ∈ B je odvozen jednoznačně i v tomto p̌ŕıpadě.

✷
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6.2 Induktivńı definice funkćı6.2 Induktivńı definice funkćı

Induktivně definovaná množina povětšinou nemá valný význam sama o sobě,
avšak poskytuje definičńı obor pro následnou induktivně definovanou funkci. ✷

Pro ilustraci z informatického světa si vezměte, že induktivńı definice množiny mnohdy
definuje prostě jen syntaxi, tedy správný způsob zápisu nějaké instrukce či programu,
✷ale k tomu je nutno také podat definici sémantiky, tedy významu toho správně za-
psaného – co se má vlasně provést nebo vykonat. ✷

Definice 6.2. Induktivńı definice funkce z induktivńı množiny.
Necht’ množina M je dána jednoznačnou induktivńı definićı. Pak ř́ıkáme, že
funkce F : M → X je definována induktivně (vzhledem k induktivńı defi-
nici M), pokud je řečeno:

• Pro každý z bázických prvk̊u a1, a2, . . . , ak ∈M je určeno F(ai) = ci. ✷

• Pro každé induktivńı pravidlo typu

“Jsou-li (libovolné prvky) x1, . . . , xℓ ∈M , pak také f(x1, . . . , xℓ) ∈M”

je definováno
F
(

f(x1, . . . , xℓ)
)

na základě hodnot F(x1), . . . ,F(xℓ).✷
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Ilustračńı p̌ŕıklady

Ilustrujme si induktivńı definici funkce dětskou hrou na
”
tichou poštu“. De-

finičńım oborem je řada sed́ıćıch hráč̊u, kde ten prvńı je bázickým prvkem a
každý následuj́ıćı (mimo posledńıho) odvozuje hráče sed́ıćıho hned za ńım (nebo
vedle) jako daľśı prvek hry. ✷

Hodnotou bázického prvku je prvńı (vymyšlené) pośılané slovo. Induktivńı pravi-
dlo pak následuj́ıćımu hráči přǐrazuje slovo, které je odvozeno (

”
zkomoleńım“)

ze slova předchoźıho hráče. Výsledkem hry pak je hodnota–slovo posledńıho
hráče.
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Pro daľśı př́ıklad se pod́ıvejme ťreba do manuálu unixového př́ıkazu test

EXPRESSION:

EXPRESSION is true or false and sets exit status. It is one of:

( EXPRESSION ) EXPRESSION is true

! EXPRESSION EXPRESSION is false

EXPRESSION1 -a EXPRESSION2 both EXPRESSION1 and EXPRESSION2 are true

EXPRESSION1 -o EXPRESSION2 either EXPRESSION1 or EXPRESSION2 is true

[-n] STRING the length of STRING is nonzero

STRING1 = STRING2 the strings are equal

......

✷

No, problematická je otázka jednoznačnosti této definice – jednoznačnost neńı
vynucena (jen umožněna) syntaktickými pravidly, jinak je pak dána nepsanými
konvencemi implementace př́ıkazu.

To je pochopitelně z matematického hlediska špatně, ale přesto jde o pěknou
ukázku z praktického života informatika.
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6.3 Použit́ı strukturálńı indukce6.3 Použit́ı strukturálńı indukce

Strukturálńı indukce je matematickou indukćı jako každá předchoźı indukce.

Hned je však vidět na prvńı pohled zásadńı rozd́ıl, nemáme zde žádný
”
para-

metr n“, podle kterého bychom indukci přirozeně vedli. ✷

Mı́sto explicitńıho parametru problému indukci pak vedeme podle délky odvo-
zeńı (počtu použitých induktivńıch pravidel) prvku induktivńı množiny. ✷

Definice: Mějme induktivně definovanou množinu M a na jej́ıch prvćıch for-
mulované tvrzeńı T (m), kde m ∈ M . ✷Tvrzeńı T (m) dokazujeme strukturálńı
indukćı podle množiny M takto:

• Dokážeme platnost T (m0) pro každý bázický prvek m0 ∈M . ✷

• Pro každý nebázický prvekm ∈M vybereme induktivńı pravidlo odvozuj́ıćı
m ∈M z prvk̊u m1, . . . ,mk ∈M a předpokládáme platnost tvrzeńı T (mi)
pro všechna i = 1, . . . , k. ✷

Z těchto předpokladů pak dokážeme platnost tvrzeńı T (m). ✷

Poznámka : Někdy může nastat (ale ne v jednoznačných definićıch), že prvek m ∈
M vyplývá z v́ıce induktivńıch pravidel určuj́ıćıch množinu M . Nemuśıte dokazovat
indukčńı krok pro každé pravidlo vedoućı k m ∈M , nýbrž vám stač́ı si vybrat jedno.
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Př́ıklad 6.3. Induktivńı definice na p̌rirozených č́ıslech následńıkem.

Vzpomeňte si z Odd́ılu 5.3, že p̌rirozená č́ısla lze definovat induktivně bázickým prvkem
0 ∈ N a pravidlem n ∈ N❀ succ(n) ∈ N. Pǐsme zkráceně s(n) ḿısto succ(n). ✷

Na množině N definujme funkci f(n) takto

• f(0) = 0, ✷

• pokud n ∈ N, tak f(s(n)) = s(s(f(n))). ✷

Dokažte, že f(n) = 2n pro každé n ∈ N. ✷

Důkaz: V bázi skutečně plat́ı f(0) = 0 = 2 · 0. ✷

Pro jakékoliv n ∈ N pak můžeme (viz induktivńı pravidlo) p̌redpokládat, že
f(n) = 2n plat́ı. Z tohoto p̌redpokladu pak p̌ŕımočǎre odvozujeme hodnotu f(s(n))
takto✷f(s(n)) = s(s(f(n))) = s(s(2n)) = s(2n+ 1) = 2n+ 2 = 2(n+ 1). ✷

A jelikož p̌rirozeně f(s(n)) = f(n + 1), tvrzeńı f(n + 1) = 2(n + 1) plat́ı a jsme s
důkazem hotovi.

✷
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Př́ıklad 6.4. Jednoduché aritmetické výrazy a jejich význam.

Necht’ je dána abeceda Σ = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,⊙,⊕, (, )}. Definujme množinu
jednoduchých výraz̊u SExp ⊆ Σ∗ induktivně takto:

∗ Dekadický zápis každého p̌rirozeného č́ısla n je prvkem SExp (bázické prvky). ✷

∗ Jestliže x, y ∈ SExp, pak také (x)⊙ (y) a (x)⊕ (y) jsou prvky SExp. ✷

∗ Jak snadno nahlédneme, d́ıky nucenému závorkováńı je tato induktivńı definice
jednoduchých výraz̊u SExp jednoznačná.

T́ımto jsme aritmetickým výraz̊um p̌rǐradili jejich
”
formu“, tedy syntaxi. ✷

Pro p̌rǐrazeńı
”
významu“, tj. sémantiky aritmetického výrazu, následně definujme funkci

vyhodnoceńı Val : SExp → N induktivně takto: ✷

∗ Pro bázické prvky: Val(n) = n, kde n je dekadický zápis p̌rirozeného č́ısla n. ✷

∗ Prvńı induktivńı pravidlo: Val((x)⊕ (y)) = Val(x) + Val(y).

∗ Druhé induktivńı pravidlo: Val((x) ⊙ (y)) = Val(x) · Val(y). ✷

Co je pak
”
správným významem“ (hodnotou) uvedených aritmetických výraz̊u? ✷
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Př́ıklad 6.5. Důkaz správnosti p̌rǐrazeného
”
významu“ Val : SExp → N.

Věta. Pro každý výraz σ ∈ SExp je hodnota Val(σ) č́ıselně rovna výsledku vy-
hodnoceńı výrazu σ podle běžných zvyklost́ı aritmetiky.✷

Důkaz: V bázi indukce ově̌ŕıme vyhodnoceńı bázických prvků. Plat́ı Val(n) = n, což
skutečně odpov́ıdá zvyklostem aritmetiky. ✷

V indukčńım kroku se pod́ıváme na vyhodnoceńı Val((x) ⊕ (y)) = Val(x) + Val(y).✷
Podle běžných zvyklost́ı aritmetiky by hodnota Val((x) ⊕ (y)) měla být rovna součtu
vyhodnoceńı výrazu x, což je podle indukčńıho p̌redpokladu rovno Val(x) (x má žrejmě
kraťśı délku odvozeńı), a vyhodnoceńı výrazu y, což je podle indukčńıho p̌redpokladu
rovno Val(y). ✷Takže skutečně Val((x) ⊕ (y)) = Val(x) + Val(y). ✷

Druhé pravidlo Val((x)⊙(y)) se zpracuje analogicky. Podle běžných zvyklost́ı aritmetiky
by hodnota Val((x)⊙ (y)) měla být rovna součinu vyhodnoceńı výrazu x, což je podle
indukčńıho p̌redpokladu rovno Val(x), a vyhodnoceńı výrazu y, což je podle indukčńıho
p̌redpokladu rovno Val(y). ✷Opět tedy správně plat́ı Val((x) ⊙ (y)) = Val(x) · Val(y).

✷
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6.4 Nazpět k matematické logice6.4 Nazpět k matematické logice

Vybaveni aparátem induktivńıch definic, můžeme nyńı podat matematicky
přesněǰśı definici formuĺı výrokové logiky z Odd́ılu 1.4 a jejich sémantiky.

Definice: Necht’ P = {A,B,C, . . . } je množina výrokových proměnných.
Množina F výrokových formuĺı je dána těmito pravidly induktivńı definice:

∗ Bázickými prvky F jsou proměnné P, tj. X ∈ F pro každé X ∈ P. ✷

∗ (negace) Je-li ϕ ∈ F , pak také ¬(ϕ) je prvkem F .✷

∗ (implikace) Je-li ϕ,ψ ∈ F , pak také (ϕ) ⇒ (ψ) je prvkem F .✷

Zároveň plat́ı, že závorky okolo ϕ lze vynechat pouze pokud ϕ ∈ P nebo ϕ
bylo vytvǒreno induktivńım pravidlem negace. To stejné plat́ı pro vynecháváńı
závorek okolo ψ. ✷

Poznámka : Již nad rámec p̌redchoźı definice paťŕı ďŕıve uvedené syntaktické zkratky

∗ ϕ ∨ ψ (disjunkce /
”
nebo“) je jiný zápis formule ¬ϕ⇒ ψ,

∗ ϕ ∧ ψ (konjunkce/
”
a“) je jiný zápis formule ¬(¬ϕ ∨ ¬ψ),

∗ ϕ⇔ ψ (ekvivalence) je jiný zápis formule (ϕ⇒ ψ) ∧ (ψ ⇒ ϕ).
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Sémantika výrokové logiky

Na základě jednoznačné induktivńı definice množiny F výrokových formuĺı nyńı
můžeme podat přesnou induktivńı definici funkce vyhodnoceńı (logické hodnoty
formuĺı). Necht’ valuace (ohodnoceńı) je funkce ν : P → {0, 1}. ✷

Definice 6.6. Sémantika (význam) výrokové logiky.
Pro každou valuaci ν definujeme funkci

Sν : F → {0, 1},

zvanou vyhodnoceńı formule σ vzhledek k ν, ✷induktivně takto:

• Sν(X) := ν(X) pro každé X ∈ P.

• Sν(¬ϕ) :=

{

1 jestliže Sν(ϕ) = 0;
0 jinak.

• Sν(ϕ⇒ ψ) :=

{

0 jestliže Sν(ϕ) = 1 a Sν(ψ) = 0;
1 jinak.
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Převod formuĺı do normálńıho tvaruPřevod formuĺı do normálńıho tvaru

V daľśım se vrát́ıme k logickým formuĺım v normálńım tvaru (viz Odd́ıl 2.2),
tedy k formuĺım, ve kterých se negace vztahuje pouze k výrokovým proměnným.

Tvrzeńı 6.7. Každou výrokovou formuli lze převést do normálńıho tvaru, pokud
k ⇒ povoĺıme i už́ıváńı odvozených spojek ∧ a ∨. ✷

• Pro ilustraci, k formuli ¬(A⇒ B) je ekvivalentńı normálńı tvar A ∧ ¬B, ✷

• k formuli ¬
(

C ∧ (¬A⇒ B)
)

je ekvivalentńı ¬C ∨ (¬A ∧ ¬B), ✷

• k formuli ¬
(

(A⇒ B) ⇒ C
)

je ekvivalentńı (A⇒ B) ∧ ¬C.
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Metoda 6.8. Převod formule ϕ do normálńıho tvaru F(ϕ).
Použ́ıváme F(X) jako

”
je pravda, že X“ a G(X) jako

”
neńı pravda, že X“.

F(A) = A G(A) = ¬A

F(¬ϕ) = G(ϕ) G(¬ϕ) = F(ϕ)

F(ϕ⇒ ψ) = F(ϕ) ⇒ F(ψ) G(ϕ⇒ ψ) = F(ϕ) ∧ G(ψ)

F(ϕ ∧ ψ) = F(ϕ) ∧ F(ψ) G(ϕ ∧ ψ) = G(ϕ) ∨ G(ψ)

F(ϕ ∨ ψ) = F(ϕ) ∨ F(ψ) G(ϕ ∨ ψ) = G(ϕ) ∧ G(ψ)

F(ϕ⇔ ψ) = F(ϕ) ⇔ F(ψ) G(ϕ⇔ ψ) = F(ϕ) ⇔ G(ψ)✷

Pro predikátové formule toto rozš́ı̌ŕıme ještě o pravidla:

F(∀x . ϕ) = ∀x . F(ϕ) G(∀x . ϕ) = ∃x . G(ϕ)
F(∃x . ϕ) = ∃x . F(ϕ) G(∃x . ϕ) = ∀x . G(ϕ)✷

Uvažme formuli ¬(A⇒ ¬(B ∨ ¬(C ⇒ ¬A))). Užit́ım uvedeného postupu źıskáme:

F(¬(A⇒ ¬(B ∨ ¬(C ⇒ ¬A)))) = G(A⇒ ¬(B ∨ ¬(C ⇒ ¬A))) = ✷

F(A) ∧ G(¬(B ∨ ¬(C ⇒ ¬A))) = A ∧ F(B ∨ ¬(C ⇒ ¬A)) = ✷

A ∧ (F(B) ∨ F(¬(C ⇒ ¬A))) = A ∧ (B ∨ G(C ⇒ ¬A)) = ✷

A ∧ (B ∨ (F(C) ∧ G(¬A))) = A ∧ (B ∨ (C ∧ F(A))) = ✷

A ∧ (B ∨ (C ∧ A))
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Důkaz pro normálńı tvar formule

Na závěr následuje daľśı ilustrativńı ukázka důkazu strukturálńı indukćı.

Věta 6.9. Pro libovolnou výrokovou formuli ϕ plat́ı (viz Metoda 6.8), že

a) F(ϕ) je formule v normálńım tvaru ekvivalentńı k ϕ

b) a G(ϕ) je formule v normálńım tvaru ekvivalentńı negaci ¬ϕ. ✷

Důkaz povedeme indukćı ke struktuře formule, neboli indukci povedeme podle

”
délky“ ℓ – počtu aplikaćı induktivńıch pravidel při sestavováńı formule ϕ. ✷

• Báze indukce (ℓ = 0): Pro všechny atomy, tj. výrokové proměnné, žrejmě
plat́ı, že F(A) = A je ekvivalentńı A a G(A) = ¬A je ekvivalentńı ¬A. ✷

• V indukčńım kroku předpokládejme, že a) i b) plat́ı pro všechny formule ϕ
délky nejvýše ℓ. Vezmeme si formuli ψ délky ℓ+1, která je utvǒrená jedńım
z následuj́ıćıch způsobů:
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∗ ψ ≡ ¬ϕ.
Podle výše uvedeného induktivńıho předpisu je F(ψ) = F(¬ϕ) = G(ϕ).
Podle indukčńıho předpokladu pak je G(ϕ) formule v normálńım tvaru
ekvivalentńı ¬ϕ = ψ. ✷

Obdobně pro funktor G vyjádř́ıme G(ψ) = G(¬ϕ) = F(ϕ). Podle in-
dukčńıho předpokladu pak je F(ϕ) formule v normálńım tvaru ekviva-
lentńı ϕ a to je dále ekvivalentńı ¬¬ϕ = ¬ψ podle Tvrzeńı 1.10. ✷

∗ ψ ≡ (ϕ1 ⇒ ϕ2).
Podle výše uvedeného induktivńıho předpisu je F(ψ) = F(ϕ1 ⇒ ϕ2) =
F(ϕ1) ⇒ F(ϕ2). Podle indukčńıho předpokladu jsou F(ϕ1) i F(ϕ2)
formule v normálńım tvaru ekvivalentńı ϕ1 a ϕ2. Potom i F(ϕ1) ⇒
F(ϕ2) je v normálńım tvaru dle definice a podle sémantiky ⇒ je ta
ekvivalentńı formuli (ϕ1 ⇒ ϕ2) = ψ. ✷

Obdobně rozeṕı̌seme G(ψ) = G(ϕ1 ⇒ ϕ2) = F(ϕ1) ∧ G(ϕ2). Jelikož
∧ je pro nás jen zkratka, výraz dále rozeṕı̌seme G(ψ) = ¬(F(ϕ1) ⇒
¬G(ϕ2)). Podle indukčńıho předpokladu (a dvoj́ı negace) jsou F(ϕ1)
a ¬G(ϕ2) po řadě ekvivalentńı formuĺım ϕ1 a ϕ2. Tud́ıž nakonec od-
vod́ıme, že G(ψ) je ekvivalentńı negaci formule ϕ1 ⇒ ϕ2, což jsme zde
měli dokázat.
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∗ ψ ≡ (ϕ1 ∨ ϕ2).
Zde si muśıme opět uvědomit, že spojka ∨ je pro nás jen zkratka,
a přepsat ψ ≡ (¬ϕ1 ⇒ ϕ2). Potom podle předchoźıch dokázaných
př́ıpadů v́ıme, že F(ψ) = F(¬ϕ1 ⇒ ϕ2) = F(¬ϕ1) ⇒ F(ϕ2) je ekvi-
valentńı formuli (¬ϕ1 ⇒ ϕ2) = ψ, což bylo ťreba dokázat. Stejně tak
G(ψ) = G(¬ϕ1 ⇒ ϕ2) = F(¬ϕ1)∧G(ϕ2) je podle předchoźıch př́ıpadů
důkazu ekvivalentńı (¬ϕ1 ∧ ¬ϕ2) = ¬ψ. ✷

∗ ψ ≡ (ϕ1 ∧ ϕ2) a ψ ≡ (ϕ1 ⇔ ϕ2) už dokonč́ıme analogicky.
✷


