8 Ekvivalence, Uspofadané mnoziny

V této lekci dale pokracujeme probirdnim bindrnich relaci na mnoZinach jako
nastrojd vyjadfujicich vztahy mezi objekty. Zam&Fujeme se nyni predeviim na relace
,srovnavajici* objekty podle jejich vlastnosti — bud na shodnosti nebo uspo¥adani.

Struény piehled lekce
* Relace ekvivalence, jim odpovidajici rozklady mnoZin.
* Uspotadané mnoziny a relevantni pojmy k uspofadani.

* Hasseovské diagramy uspo¥ddanych mnoZin.
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Vlastnosti binarnich relaci, zopakovani

Necht R C M x M. Bindrni relace R je
o reflexivni, pravé kdyz pro kazdé a € M plati (a,a) € R;

<>

o ireflexivni, pravé kdyz pro kazdé a € M plati (a,a) € R;

K K

e symetricka, pravé kdyz pro kazdé a,b € M plati, Ze jestlize (a,b) € R, pak

také (b,a) € R; Q

e antisymetrickd, pravé kdyZ pro kazdé a,b € DM plati, Ze jestlize

(a,b), (b,a) € R, pak a = b;

e tranzitivni, pravé kdyZ pro kazdé a,b,c € M plati, Ze jestlize (a,b), (b,c) €
R, pak také (a,c) € R. a b c
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8.1 Relace ekvivalence a rozklady

e Podle Definice 7.2 je relace R C M x M ekvivalence pravé kdyZ R je
reflexivni, symetricka a tranzitivni. Tyto t¥i vlastnosti tedy musi byt spInény
a ovéfeny k dikazu toho, Ze dand relace R je ekvivalenci.

e Jak vypada graf relace ekvivalence?

e Neformdlng& Yeceno; ekvivalence je relace R C M x M, takova, ze (x,y) € R
pravé kdyZz = a y jsou v n&jakém smyslu ,stejné" (lezi na stejné hromadce).

Znaceni. V ptipadé relace ekvivalence se pomérné Casto lze setkat s oznaéenim
jako ~ & ~ misto R. Misto (x,y) € R se pak piSe z ~ y.
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Dalsi ukazkové binarni relace

Ptiklad 8.1. Necht M je mnoZina viech studentii 1. roéniku Fl. UvaZme postupné
relace R C M x M a zkoumejme, zda se jedna o ekvivalence:

U kterého body se nejedna o relaci ekvivalence a pro¢?
Je to posledni p¥ipad, kdy neni splné&na tranzitivital O

Tvrzeni 8.2. Necht R, S jsou dvé& relace ekvivalence na stejné mnoZin& M.
Pak jejich prinik RN S je opét relaci ekvivalence.
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P¥iklad 8.3. Necht R C N x N je bindrni relace definovand takto: (z,y) € R pravé
kdyZ |x — y| je délitelné t¥emi. V jakém smyslu jsou zde x ay , stejné"?

Plati (z,y) € R pravé kdyz x,y ddvaji stejny zbytek po déleni tfemi. Je to opét relace
ekvivalence. O

Pt¥iklad 8.4. Bud R bindrni relace mezi viemi studenty na pFednasce FI:IB000 defi-
novand takto: (x,y) € R pravé kdyZ x iy sedi v prvni lavici.

UZ na prvni pohled jde o relaci symetrickou a tranzitivni. Pro¢ se v tomto pfipadé
nejedna o relaci ekvivalence?

ProtoZe neni reflexivni pro studenty sedici v dal3ich lavicich. (TakZe si ddvejte dobry
pozor na spravné pochopeni definic.) O
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Rozklady a jejich vztah k ekvivalencim

Definice 8.5. Rozklad mnoziny. Necht M je mnoZina.

Rozklad (na) M je mnoZina podmnozin N C 2" spliujici nasl. t¥i podminky:
e ) & N (tj. kazdy prvek N je neprdzdnd podmnozina M);
e pokud A, B € N, pak bud A = B nebo AN B = (;
* Usen 4= M.

Prvkiim N\ se také ¥ikd t#idy rozkladu.

e Bud M = {a,b,c,d}. Pak N' = {{a},{b,c},{d}} je rozklad na M.

e Necht Ag={keN|kmod3=0}, 4 ={keN|kmod3=1}
Ay ={k €N |k mod 3 =2}.
Pak N = {4y, A1, Ao} je rozklad viech pFirozenych &isel N podle zbyt-
kovych t¥id.

Kazdy rozklad N na M jednozna&né urluje jistou ekvivalenci Ry na M:

Petr Hlinény, FI MU Brno, 2024 FI: IB000: Ekvivalence, Uspofadané mnoZiny



Véta 8.6. Necht M je mnoZina a N rozklad na M. Necht Ryr C M x M je
relace na M definovand takto

(x,y) € Rar pravé kdyZ existuje A € N takovd, Ze x,y € A.
Pak Rys je ekvivalence na M.

Dikaz: DokdZeme, Ze Ry je reflexivni, symetricka a tranzitivni (Def. 7.2).

o Reflexivita: Bud x € M libovolné. Jelikoz A je rozklad na M, musi existo-
vat A € N takové, Ze = € A (jinak spor se t¥eti podminkou z Definice 8.5).
Proto (z,z) € Ry, tedy Ryr je reflexivni.

e Symetrie: Necht (z,y) € Ry. Podle definice Rj pak existuje A € N
takovd, Ze x,y € A. To ale znamend, Ze také (y,z) € Ry podle definice
Ry, tedy Rjs je symetricka.

e Tranzitivita: Necht (z,y), (y,2) € Ry. Podle definice Rys existuji A, B
N takové, Ze x,y € Aay,z € B. Jelikoz ANB # (), podle druhé podminky
z Definice 8.5 plati A = B. Tedy x,z € A = B, proto (z,z) € Ry podle
definice Rys. 0
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Kazd3 ekvivalence R na M naopak jednozna&né& uréuje jisty rozklad M /R na M:

Véta 8.7. Necht M je mnoZina a R ekvivalence na M. Pro kadé x € M
definujeme mnoZinu
[z] ={y € M| (z,y) € R}.

Pak {[z| | = € M} je rozklad na M, ktery znatime M /R.

Diikaz: Dokdzeme, Zze M /R spliiuje podminky Definice 8.5.
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v L))

e Pro kazdé [z] € M/R plati [x] # (), nebot z € [z].
e Necht [z], [y] € M/R. UkdZeme, Ze pokud [z] N [y] # 0, pak [z] = [y].

Jestlize [x] N [y] # 0, existuje z € M takové, Ze z € [z] a z € [y]|. Podle
definice [z] a [y] to znamend, Ze (x, z), (y, z) € R. JelikoZ R je symetricka a
(y,2) € R, plati (z,y) € R. JelikoZ (z,2), (z,y) € R a R je tranzitivni, plati
(x,y) € R. Proto také (y,z) € R (opét ze symetrie ). Nyni dokdZeme,
Ze [y] = [z]:

* ] C [y]": Necht v € [z]. Pak (z,v) € R podle definice [z]. Déle (y,z) €
R (viz vy¥e), tedy (y,v) € R nebot R je tranzitivni. To podle definice [y]
znamend, Ze v € [y].

* ,[y] C [z]": Necht v € [y]. Pak (y,v) € R podle definice [y]. Déle (z,y) €
R (viz vy3e), tedy (z,v) € R nebot R je tranzitivni. To podle definice [z]
znamena, Ze v € [z].

o Plati U e rl7] = M, nebot z € [z] pro kazdé = € M. O
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8.2 Uspofadané mnoziny

e Podle Definice 7.2 je relace R C M x M (&3ste¢né) uspoFadani pravé kdyz
R je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni. Tyto t¥i vlastnosti tedy musi
byt splnény a ovéfeny k dikazu toho, Ze dand relace R je usporaddnim.

o Neformdlng Yeceno: uspofadani je takova relace R C M x M, kde (x,y) € R
pravé kdyz x je v néjakém smyslu ,mensi nebo rovno" nez y.
Mohou ovsem existovat takovd x,y € M, kde neplati (z,y) € R ani
(y,x) € R. (Pak fikdme, Ze x a y jsou nesrovnatelné.)

e Jak nazorn& zobrazit (¢astedné) uspotadani? Zjednodudené takto:

NVANIEN
délitelnost: M §
\ T W
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Znaceni. Pro v&tsi prehlednost se relace usporadani ¢asto znadi symboly jako
C & =< misto prostého R. | my budeme psat tfeba = < y misto (z,y) € R.

Poznamka: Zajisté jste se jiz setkali s ,neostrym" uspofadanim &isel < a ,ostrym*
usporadanim <. VSimnéte si dob¥e, Ze ndmi definované uspo¥adani je vzdy neostré.

Pokud byste naopak chtéli definovat ostré uspotadani, mélo by vlastnosti ireflexivni,
antisymetrické a tranzitivni. (PFili§ se v8ak tato varianta nepouZiva.)

@@\ e TN

Nadale budeme pracovat pouze s neostrym uspotradanim, ale smycky vyplyvajici z re-
flexivity a p¥ipadné i Sipky z tranzitivity budeme pro vétsi prehlednost v obrazcich
vynechavat.
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Uspofddana mnozina

Definice 8.8. Uspofadana mnozina je dvojice (M, <),
kde M je mnoZina a < je (¢4ste€né) usporaddni na M.

Definice: Uspotadani < na M je linearni (nebo také dpiné), pokud kazdé dva
prvky M jsou v =< srovnatelné.
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Ptiklady uspofadanych mnozin

Pt¥iklad 8.9. Necht M je mnoZina viech studentii 1. roéniku Fl. UvaZme postupné
relace R C M x M definované ndsledovné (jednd se tipIn& vZdy o uspo¥idani?):

e (x,y) € R pravé kdyZz x md alespoii takovou vysku jako v;

e (x,y) € R pravé kdyZ y ma alesporii takovou vy3ku jako z.
Vsimnéte si dobfe moZného problému — pokud by dva studenti méli pfesné stej-
nou vysku, nebyla by splnéna podminka antisymetrie. Prakticky v8ak m{zeme
uvaZovat, Ze toto nenastane (matematicky bychom ¥ekli, Ze pravdépodobnost

vyskytu dvou studentli pfesné stejné vysky bez omezeni pFesnosti méfeni je
nula) a bude se jednat o uspofadani. O

Pt¥iklad 8.10. Necht M je mnoZina viech Zeskych studentii 1. roéniku Fl. UvaZme
relaci R C M x M definovanou tak, Ze (x,y) € R pravé kdyZ x a y maji stejné rodné
&islo. ~ Je moZné, aby R byla uspoFaddanim na M7

Ano, za zdkonného predpokladu jedine¢nosti rodného &isla. Zajimavé, ze? O
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Priklad 8.11. Dalsi ukazky uspofadanych mnoZin ndsleduji zde:

e (N, <) je linedrn& uspofddand mnoZina, kde < m3 ,obvykly" vyznam.

e (N, |), kde alb je relace délitelnosti ,,a déli b* na p¥irozenych &islech, je
uspofadand mnozina. Toto uspofadani neni linedrni.

e Bud M mnozina. Pak (2™, C) je uspofddand mnoZina (¥ikdme inkluzi).
Které dvojice jsou v uspofadani inkluzi nesrovnatelné?

{a, b, ¢}
{a, b} {a, c} {b, c}
{c} {b {c}
1}
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Multikriterialni usporadani

Co tfeba znamena pozadavek na , nejlepsi poditac"?

e | pokud se soustfedime jen na uZitné / vykonové charakteristiky pocitale,
miZeme porovndvat nejen podle rychlosti procesoru, ale také tfeba podle
vykonu grafiky, velikosti paméti a disku, nebo i poétu nakouslych jablek.

e TakZe jak lze objekty podle vice kritérii sefadit?
e Pro numericka kritéria lze ¥adit podle jejich vaZeného priméru (&i souttu).
e Nebo uspofidat podle priniku sefazeni jednotlivych kritérii (po slozkéch).

Pokud P je lepsi nez Q, tak P v Zadném kritériu nemiiZe zaostdvat za Q.
Avsak vysledkem bude typicky existence nékolika ,nejlepSich” objektl, které
nebudeme umét vzdjemné& porovnat.

e Nakonec slovnikovym uspofadanim: Kritéria sefadime od nejdileZitéjsiho a
prvni odlisnd hodnota kritéria rozhoduje.

Napftiklad nds v prvé ¥adé zajima rychlost procesoru, poté velikost paméti
a aZ nakonec vykon grafiky &i velikost disku. .. (nejsme hrd&i her)
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Formalizace multikriteridlniho usporadani

Form3lng m&me né&kolik kritérii oznatenych indexovou mnoZinou I. Pro i € I necht
hodnoty nabyvané i-tym kritériem tvo¥i uspofadanou mnoZzinu (4;, <;).

Definice 8.12. Uspotadani podle vice kritérii.
Pro I C N mé&jme systém usporddanych mnozin (A4;, <;) kde 7 € 1. Na mnoZiné&
M = XZ»E[Ai definujeme binarni relace C a =< takto;

prol,me Mkdel = (l;:i1e€1)am=(m;:i€el)plati
* (po slozkdch)
{Cm pravé kdyz ¢; <; m; pro vsechna i € I,
* (lexikograficky)
{=<m pravé kdyz {=m, nebo
existuje j € I tak, ze {; <;m; a
pro v8echna ¢ € I, i < j plati ¢; = m;.

Tvrzeni 8.13. Relace C a < jsou uspoFddani. Navic, pokud viechny (A;, <;)
Jsou linedrn& uspotddané, tak lexikografické (M, =) je taktéZ linedrni.
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8.3 Pojmy uspofadanych mnoZin

Definice 8.14. Necht (M, <) je usporddand mnoZina.
Prvek € M je

e minimdlni pravé kdyz pro kazdé y € M plati, ze z y < x vyplyvd = < vy,
¢ili podle antisymetrie pro kazdé y < x plati y = .

X
e maximalni pravé kdyZ pro kazdé y € M plati, Ze z = < y vyplyvd y < z,
¢ili podle antisymetrie pro kazdé y > x plati y = .

(Tj. = je maximalni, prdv& kdyZ neexistuje Zadny prvek ostfe v&tsi nez x, a
x je minimalni, pravé kdyZ neexistuje zadny prvek ostfe men3i nez x.)

e nejmensi pravé kdyz pro kazdé y € M plati, ze x < y.

N

x
e nejvétsi pravé kdyz pro kazdé y € M plati, Ze y < z.
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Prvek £ € M

o pokryvd y € M pravé kdyZz = # y, y =< x a neexistuje Zadné z € M
takové, Zex £z £ yay <z <.

X

Y

e je dolni zdvora (mez) mnoziny A C M pravé kdyz 2 < y pro kazdé y € A.

e je horni zdvora (mez) mnoziny A C M pravé kdyZ y < x pro kazdé y € A.
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e © € M je infimum mnoziny A C M pravé kdyZ z je nejvétsi dolni zdvora

(mez) mnoziny A.
'A
»‘A'4

e v € M je supremum mnoziny A C M, pravé kdyZ x je nejmendi horni
zdvora (mez) mnoZiny A.

Y

e A C M je Fetézec v uspofddani =< pravé kdyz (A, =) je linedrné
uspofadand mnoZzina.
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Hasseovské diagramy

Motivaci zavedeni tzv. Hasseovskych diagram{ uspofrddanych mnoZin jsou
ptehledng&jsi ,,obrazky" nez u grafl relaci. Naptiklad si srovnejte ndsledujici:

N d/g

I

AN

Zjednodugeni a konvence ptinesené ndsledujici definici jsme ostatné méli
moZnost vidét uz na nékterych z ptedchozich ilustraénich obrazkd usporadani.

Definice: Hasseovsky diagram kone¢né uspofddané mnoziny (M, <) je jeji jed-
noznacné grafické znazornéni definované takto:
e Prvky nosné mnoziny M jsou zakresleny body v roviné.

e Mezi kaZdou dvojici prvkl = # y vede hrana (tj. ,&ra", ale bez %ipek),
pravé kdyz prvek x pokryva prvek y; v tom p¥ipadé = musi byt vySe nez y.
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e  f
o 0O
d

|

N\

Metoda 8.16. Zakresleni Hasseovského diagramu
Pro danou kone¢nou uspo¥ddanou mnoZinu (M, <) jej jednodude ziskime
takto:

e Do prvni horizontdIni vrstvy zakreslime body odpovidajici minimalnim
prvkim (M, <). (Tj. které nepokryvaji nic.)

e Mdme-li jiz zakreslenu vrstvu i, pak do vrstvy i + 1 (kterd je ,nad" vrst-
vou i) zakreslime viechny nezakreslené prvky, které pokryvaji pouze prvky
vrstev < . Pokud prvek x vrstvy i + 1 pokryva prvek y vrstvy < ¢, spojime
x a y neorientovanou hranou (tj. ,,&drou bez Sipky").
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P¥iklad 8.17. Relaci inkluze na &tyFprvkové mnoZzing {a,b,c,d} zakreslime Hasse-
ovskym diagramem takto:

d

Znovu jinymi méné formdlnimi slovy opakujeme, Ze v Hasseovském diagramu
»vynechdvame" ty hrany relace =<, které vyplyvaji z reflexivity i tranzitivity. To
cely obrdzek vyrazné zptehledni, a pfitom nedochdzi ke ztraté informace.

Lze vynechat i $ipky na hranach, nebot dle definice véechny mi¥i ,vzhiiru“.
Také pojem ,vrstvy" v Metodé 8.16 je jen velmi neformalni, dlleZité je, Ze vétsi
(pokryvajici) prvky jsou nad mensimi (pokryvanymi).
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8.4 Relace pteduspofadani

Co kdyZ studenty na zkousce ,,usporddame" podle vysledné znamky A-F?

Bude to vZdy uspofaddni? ~Samoz¥ejm& ne, obvykle vice neZ jeden student
bude mit tfeba znamku E, coZ zjevné porusuje antisymetrii.

Definice: Relace R C M x M je predusporadani (také kvaziuspoFadani, nebo
polouspofadani) pravé kdyz R je reflexivni a tranzitivni.

Rozdil mezi uspo¥adanim a preduspofdddnim je (jen neformilné Yeceno!) v tom, Ze
u predusporadani srovnavame prvky podle kritéria, které neni pro prvek jedine¢né.

V preduspofadani takto mohou vznikat ,baliky" (t¥idy) se stejnou hodnotou kritéria,
coz schematicky ilustrujeme na nasledujicim obrazku.

P>
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Z ptedusporadani na usporadani
Véta 8.18. Je-li C pFeduspordddni na M, miZeme definovat relaci ~ na M
predpisem )
r~y pravekdyZ zCyaylCx.
Pak ~ je ekvivalence na M, kterd se nazyva jadro predusporadani C.
Na rozkladu M/ ~ pak Ize zavést relaci < definovanou takto

(2] = [y]  prdvé kdyz x C y.

Pak (M/ ~, <) je uspofddand mnoZina indukovand C.

Pro ukdzku si vezmé&me relaci délitelnosti na Z. Pak tfeba —2 ~ 2.
Jadrem zde jsou dvojice &isel stejné absolutni hodnoty.
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Véta 8.18. Je-li T predusporddani na M, miZeme definovat relaci ~ na M
predpisem )

r~y pravé kdyZ xCyaylC .
Pak ~ je ekvivalence na M, kterd se nazyva jadro predusporadani C.

Na rozkladu M/ ~ pak Ize zavést relaci < definovanou takto
[2] X[yl pravé kdyZz x C y.

Pak (M/ ~, <) je uspofddand mnoZina.

Dikaz (ndznak): Tranzitivita a reflexivita relace ~ vyplyva z tranzitivity a
reflexivity relace C. Symetrie ~ pak je p¥imym disledkem jeji definice. Tudiz ~
skute&né je relaci ekvivalence a M/ ~ je platny rozklad.

Tranzitivita a reflexivita relace < se opét dédi z relace C. Jeji antisymetrie
vyplyva ndsledujici dvahou: Pokud [z] < [y] a [y] = [z], pak podle nai definice
xCyayl x, neboli x ~ y a [z] = [y] podle definice t¥id rozkladu.

N4

Pozor, nejdilezit&jsi &asti této vétve dlkazu je vSak jesté zdlvodnéni, Ze nase
podand definice vztahu [x| < [y] je korektni, coZ znamend, Ze jeji platnost
nezavisi na konkrétni volb& reprezentantd = z [z] a y z [y]. 0
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