Zkousky z predmeétu MAOO7
Matematicka logika
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je dan jazyk L predikitové logiky, jeho formule ¢, realizace M a teorie 7. Priklad 1
O kazdém z néasledujicich vztahd rozhodnéte, zda m&a smysl, a pokud ano, 20 bodu
definujte jej Mo, MET, MEF o, MET, T =@, TF .

(Nemusite uvadét definici dikazu ani Tarského definici sémantiky.)

Do slova A — A — —-A — A doplite zavorky tak, aby vznikla formule vyro- Priklad 2
kové logiky s co nejkratsi vytvorujici posloupnosti. Uvedte dotyénou vytvoiujici 10 bodu
posloupnost.

Necht A zna¢i operator NOR, tj. ¥ A & ~ —(¢ V§). Dejte priklad formule ¢ Priklad 3
systému L(A) vyrokové logiky, kterd je ekvivalentni formuli A — B. 10 bod1

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je dan jazyk £ = {-, P} s rovnosti, kde - je binarni funkéni symbol a P je unarni Priklad 4
predikitovy symbol. 30 bodu
Realizaci M jazyka L nazveme péknou, pravé kdyz splituje obé nasledujici podminky:

nosi¢em je mnozina {a,b}* vSech (kone¢nych) slov nad abecedou {a, b};

- se realizuje jako zfetézeni.

Zadejte uzavienou formuli ¢ jazyka L takovou, ze pro kazdou pé€knou realizaci M plati

M = @, pravé kdyz P se realizuje jako ,je palindrom®, tj. Py = {u € {a,b}*: u = uf*}.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je dén jazyk £ = {P,Q, R, f,c} bez rovnosti; mimologické symboly popisuje Priklad 5

tabulka: 30 bodu
symbol ‘ typ arita
P, Q, R | predikatovy 1
f funkéni 1
c funkéni 0

Uvazme nésledujici teorii nad jazykem L:
T = {P(c), P(z) = Q(f(z)), Q(z) — R(f(z)), R(x) — P(f(x)), P(x) — (P(f(z)) vV R(f(x)))}

Popiste kanonickou strukturu M teorie T'. Dokazte, ze do Px nepatfi nic vic, nez tvrdite.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je dén jazyk £ = {f} s rovnosti, kde f je unérni funkéni symbol. Rozhodnéte a  PTiklad 6
dokazte, zda existuje teorie T' jazyka L, jejiz modely jsou pravé ty realizace M 30 bodu
jazyka L, kde:

a) pravé tii individua maji nekoneéné mnoho vzort v fq;

b) nekoneéné mnoho individui mé pravé tii vzory v fa.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je dan jazyk £ = {P, f} s rovnosti, kde P je unarni predikitovy symbol a f je ~ Priklad 7
unarni funkéni symbol. 30 bodu
Uvazme jeho realizaci M, kde nosi¢em je mnozina M = {0,1,...,11}, Py = {0,4,6,8,9} a fuq je
permutace (0123)(4567)(891011), tj. faq(n) =4|n/4] + ((n + 1) mod 4) pro lib. n € M.

Definice. Rekneme, ze formule ¢(z) jazyka L je rozpozndvajici formule pro individuum n € M,
pravé kdyz pro kazdé ohodnoceni e plati M = ¢ [e] < e(x) = n.

Rozhodnéte a dokazte, pro ktera individua n € M existuje jejich rozpoznavajici formule.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H
Definujte, co je jazyk £ predikatové logiky (bez rovnosti). Priklad 1
Definujte, co je realizace M jazyka L. 20 bodu

Definujte, co je ohodnoceni e v realizaci M.

Je déan jazyk £ = {P,Q} bez rovnosti, kde oba symboly jsou unarni predikatové. Priklad 2
O kazdé z nasledujicich formuli ¢ jazyka L rozhodnéte, zda je to tautologie. 10 bodu
Pokud neni, dejte piiklad realizace M jazyka L takové, ze M = .

a) ¢ = (Vo P(z) VVzQ(x)) — Va(P(z) vV Q(z));
b) ¢ = Va(P(z) vV Q(z)) — (Vz P(x) VVz Q(x));
c) ¢ = (Vo P(z) AVzQ(z)) — Va(P(z) A Q(x));
d) p = Vz(P(z) A Q(z)) — (Vo P(z) AV Q(z)).

Dejte priklad formule ¢, ktera je v konjunktivni normalni formé a ktera je ekvi- Priklad 3
valentni formuli (A — B) « C. 10 bodu

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je dén jazyk £ = {-} s rovnosti, kde - je binarni funkéni symbol. Uvazme jeho Priklad 4
realizaci M, kde nosi¢em je mnozZina D4 vSech symetrii ¢tverce a - se realizuje 26 bodu
jako skladani. (Pfipomenme, ze Dy sestava z identity, t¥i rotaci a ¢tyf osovych

symetrii. )

Zadejte formuli p(x,y) jazyka L takovou, Ze pro kazdé ohodnoceni e plati
M = ¢ le], pravé kdyz:

je identita;

je rotace 0 90° (libovolnym smérem);

je osova symetrie;

a e(y) jsou osové symetrie podle navzajem kolmych pfimek.

@
NN N
—_

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. o B Lf] E 3 Ll 5 E -] E H
Je dan jazyk £ = {P, f,c} s rovnosti; mimologické symboly popisuje tabulka: Priklad 5
48 bodn
symbol ‘ typ arita
P predikatovy 1
f funkéni 1
c funkéni 0

a) Pro kazdé n € N* dejte priklad formule @<, jazyka L takové, Ze pro kazdou realizaci M jazyka
L plati M = @<y, pravé kdyz nosic¢ realizace M je nejvys n-prvkovy.

b) Uvazme teorii T' = {p<3, P(c), f(c) # ¢, f(x) = f(y) — « = y} nad jazykem L. Popiste
kanonickou strukturu M teorie T'. Dokazte, Ze do Py4 nepatfi nic vic, nez tvrdite.

c) Dejte priklad formule 1) jazyka L tak, aby teorie 7" = T'U{¢} byla nekonzervativnim rozsifenim
teorie T a pritom pro kanonickou strukturu M’ teorie T' platilo M’ = M. Plati pfi vasi volbé
formule 1), ze teorie T” je konzervativnim rozsifenim teorie T zZené na jazyk {f,c} (s rovnosti)?
Lze zvolit formuli v i tak, aby odpovéd na piedchozi otdzku byla opacéna? Své odpovédi zdtivodnéte.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Necht z(y) znaci pocet zavorek ve formuli ¢. Najdéte co nejmensi r € R takové, Priklad 6
ze pro kazdou formuli ¢ systému L(—, —) vyrokové logiky plati z(¢) < r - |¢], 20 bodu
a dokazte, ze tomu tak skutecné je.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Necht L je jazyk aritmetiky. Z prednasky zndme teorii jazyka £ zvanou Peanova Priklad 7
aritmetika. Pfipomenime, ze PA =T UT’, kde 26 bodu
T={s(z)=s(y) mz=y,s(x)#0, 2+0=x,x+s(y) =s(z+y), z-0=0, z-s(y) = (x-y) +x}
aT ={(p(0) AVx(p(x) — @(s(x)))) — Yz p(z) | p(z) je formule jazyka L}. Dalsi zajimavou teorii
jazyka L je tzv. Robinsonova aritmetika RA = T U {Vx(z # 0 — Jy(s(y) = x))}.

Dokazte, ze Peanova aritmetika je nekonzervativnim rozsifenim Robinsonovy aritmetiky.
Napovéda: uvazte realizaci M jazyka L, kde nosiCem je mnozina vSech polynomu s celociselnymi
koeficienty, jejichz vedouci koeficient je kladny, spoleéné s nulovym polynomem (funkéni symboly
jsou realizovany obvyklym zptisobem).

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H
Uvazujme Lukasiewicztiv odvozovaci systém z prednasky. Priklad 1
Uvedte odvozovaci pravidlo modus ponens. 20 bodu

Definujte, co je dikaz formule (nemusite uvadét, jak vypadaji schémata axiomi).
Definujte, kdy je odvozovaci systém korektni.

Definujte, kdy je odvozovaci systém uplny.

Je Lukasiewicztiv odvozovaci systém korektni? Je tplny?

Je dan jazyk £ = {P, f} s rovnosti, kde P je unarni predikdtovy symbol a f Priklad 2
je unarni funkéni symbol. Napiste né&jakou vytvorujici posloupnost pro formuli 10 bodu
(Vz=P(f(f(z))) — f(y) = z) i pro v8echny termy, které se v ni vyskytuji.

Dejte ptiklad formuli ¢, 1) systému £(—) vyrokové logiky tak, aby Priklad 3
formule A — ¢ a B — 1 byly ekvivalentni, ale nebyly tautologie. 10 bodu

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je dan jazyk £ = {Q} bez rovnosti, kde Q je ternarni predikatovy symbol.  Priklad 4
Uvazme jeho realizaci M, kde nosi¢em je mnozina N = {0, 1,2,...} vSech pfiro- 40 bodn
zenych &isel a Qg = {(a,b,c) € N3: b je aritmeticky primeér ¢isel a, c}.

Zadejte formuli p(z,y) jazyka L takovou, Ze pro kazdé ohodnoceni e plati

M = ¢ [e], pravé kdyz:

a) e(xr) = ( );

b) e(z) =

c) e(x) je hche ¢islo;
d) e(z) je nasobek tii;
e) e(x) = 42.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je dan jazyk £ = {P, f} s rovnosti, kde P je unarni predikitovy symbol a f je ~ Priklad 5
unarni funkéni symbol. 54 bodu

a) Pro kazdé n € N dejte ptiklad formule ¢, jazyka L takové, ze pro kazdou realizaci M jazyka
L plati M = ¢, pravé kdyz nosi¢ realizace M je pravé n-prvkovy.

b) Uvazme teorii T = {pg, P(f(z)), N\os, fi(z) # =, P(y) — Vi, fi(z) = y} nad jazykem L.
Dokazte, ze teorie T' neni tplna.

c) Dejte ptiklad koneéné teorie S jazyka { P} s rovnosti tak, aby teorie T byla jejim konzervativnim
rozsifenim. Dokazte spravnost své odpovédi.

d) Existuje uzaviena formule v jazyka £ takova, ze obé teorie T4 = T U {¢}, To = T U {—9} jsou
nedplné a jsou nekonzervativnimi rozsifenimi teorie 7?7 Svou odpovéd zdivodnéte.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Definice. Necht M je realizace jazyka L. Individuum a € M nazveme popsatelné, Priklad 6
prévé kdyz je hodnotou néjakého uzavieného termu, tj. existuje uzavieny term ¢ 26 bodu
jazyka L takovy, ze t™ = a. Realizaci M nazveme péknou, pravé kdyz kazdé jeji

individuum je popsatelné.

Dejte priklad konecného jazyka L s rovnosti, pro néjz

a) existuje;

b) neexistuje

teorie T, jejiz modely jsou pravé pékné realizace jazyka L. Dokazte spravnost své odpovédi.
Ve svém feseni se neodvolavejte na Lowenheimovu-Skolemovu vétu (nebo ji dokazte).

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H
Je dén jazyk £ = {Q} s rovnosti, kde @ je binarni predikatovy symbol. Priklad 1
Definujte, co je realizace M jazyka L. 20 bodu

Definujte, co je ohodnoceni e v realizaci M.
Definujte sémantiku formuli ¢ jazyka L, tj. kdy plati M = ¢ [e].

Je dan jazyk £ = {P, f, ¢, d} bez rovnosti; mimologické symboly popisuje tabulka: Priklad 2

14 bodu
symbol ‘ typ arita
P predikatovy 1
f funkéni 1
c,d funkéni 0

Dejte priklad realizace M jazyka L s co nejmensim nosi¢em tak, aby pro pravé 5 uzavienych termu ¢
jazyka L platilo M = P(t).

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Necht | znac¢i operator NAND, tj. ¢ |§ ~ —(¢ A &). Valuaci v nazveme péknou, Priklad 3
pravé kdyz v(X) = 0 pro vSechny proménné X rtzné od A, B (pékna valuace v 10 bodu
je tedy jednoznacéné urcena hodnotami v(A) a v(B)). Pro kazdé i € {0,1,2,3,4}

dejte priklad formule ¢; systému L(|), ktera je pravdiva pii pravé i péknych valuacich.

Je dan jazyk £ = {+, f} s rovnosti, kde + je binarni funkéni symbol a f je unarni Priklad 4
funkéni symbol. 30 bodu
Realizaci M jazyka L nazveme péknou, pravé kdyz spliiuje obé nasledujici podminky:

nosicem je mnozina N = {0,1,2,...} vSech pfirozenych ¢isel;

+ se realizuje jako scitani.

Zadejte uzavienou formuli ¢ jazyka L takovou, ze pro kazdou péknou realizaci M plati

M |= ¢, pravé kdyz pro kazdé n € N plati foq(n) = n?.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Jsou dany jazyky £ = {R} a L’ = {R, f} s rovnosti, kde R je ternérni predikatovy Priklad 5
symbol a f je unarni funkéni symbol. Dale uvazme teorii S = {Vz3Iy R(z,y,z)} 36 bodu
jazyka £ a pro n € N7 teorii T}, = {R(z, f(z), f(f(z))), f*(x) = z} jazyka L.

Rozhodnéte a dokaZte, pro kterd n € NT je teorie 7T}, rozsifenim teorie S.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H
Uvazujme Lukasiewicziv odvozovaci systém z pfednasky. Pfipomindme jeho sché- Priklad 6
mata axiomi: 34 bodu

Al: o — (Y — )
A2 (p= W —=8) = (=)= (¢ —9))
A3: (mp— ) = (Y — )

a) Zformulujte vétu o dedukci.

Uvazme soubor pfedpokladt 7' = {B}:

b) Uvedte né&jaky formélni dukaz z T pro formuli A — B a zdtvodnéte jeho spravnost.
c) Dokazte, ze T' |= (——A — =B) — —A.

d) Dokazte, ze T+ (-—A — —B) — —A.

V feSeni c¢) a d) smite vyuzit a), ale ne vétu o korektnosti ani vétu o uplnosti.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Definice. Teorie T, T’ jazyka L se nazyvaji sémanticky ekvivalentni (resp. Priklad 7
sémanticky komplementdrni), pravé kdyz pro kazdou realizaci M jazyka L plati 16 bodu
METSMET (rtespp MET & M ET).

Necht T', T” jsou sémanticky komplementarni teorie jazyka L. Rozhodnéte a dokazte, zda nutné
plati, Ze existuji konecéné teorie U, U’ jazyka L takové, Zze U je sémanticky ekvivalentni s T a
U’ je sémanticky ekvivalentni s 7".

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H
Je dan jazyk £ = {P} s rovnosti, kde P je unarni predikatovy symbol. Priklad 1
Definujte, co je realizace M jazyka L. 20 bodu

Definujte, co je ohodnoceni e v realizaci M.
Definujte sémantiku formuli ¢ jazyka L, tj. kdy plati M = ¢ [e].

Vime, %e P je predikatovy symbol a f, ¢ jsou funkéni symboly. O kazdém z na-  PFiklad 2
sledujicich vyrazti rozhodnéte, zda se mize jednat o term, a pokud ano, napiste 10 bodu
pro néj néjakou vytvorujici posloupnost:

a) x;

b) f(f(z),z);

¢) P(f(x),);

d) g(f(f(2)),y, f(2)).

Necht A zna¢i operdtor NOR, tj. ¥ A & ~ —(¢ V§). Dejte piiklad formule ¢ Priklad 3
systému L(A) vyrokové logiky, ktera je ekvivalentni formuli (A < B). Urcete 12 bodi
délku vasi formule .

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je déan jazyk £ = {+, -, f} s rovnosti, kde vSechny symboly jsou funkéni s aritami Priklad 4
po fadé 2, 2, 1. Uvazme jeho realizaci R, kde nosi¢em je mnozina R vSech realnych 42 bodu
C¢isel, 4 se realizuje jako scitani, - jako nasobeni a f jako sinus.

Zadejte formuli p(x) jazyka L takovou, Ze pro kazdé ohodnoceni e plati
R = ¢ le], praveé kdyz e(x) = 7.

Dokazte, ze kazda formule s touto vlastnosti musi obsahovat symbol -.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je dan jazyk £ = {P, f,a,b, c} s rovnosti; mimologické symboly popisuje tabulka: Priklad 5

36 bodu
symbol ‘ typ arita
P predikatovy 1
f funkéni 1
a,b,c funkéni 0

Uvazme teorii T = {P(a)V P(b), P(z) — P(f(z)), f(f(z)) = c} nad jazykem L.
Popiste kanonickou strukturu M teorie T'. Dokazte, ze do Pa nepatfi nic vic, nez tvrdite.
Dale rozhodnéte a dokazte, zda teorie T' ma model s nekoneénym nosi¢em.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je dén jazyk £ = {Q} s rovnosti, kde Q je binérni predikatovy symbol. Rozhod-  Priklad 6
néte a dokazte, zda existuje teorie T jazyka L, jejiz modely jsou pravé ty realizace 30 bodu
M jazyka L, kde Qa4 je relace ekvivalence na nosi¢i M, kterd ma:

a) pravé dvé nekonecné tiidy rozkladu;

b) pravé dvé tiidy rozkladu a obé jsou nekoneéné.

Necht T' je soubor formuli vyrokové logiky a ¢, 1 jsou libovolné formule. Roz- Priklad 7
hodnéte a dokazte, zda nutné plati nasledujici tvrzeni: 10 bodu

a) Pokud T = oA, pak T EpaT = 1.
b) Pokud T' = ¢ V ¢, pak T' = ¢ nebo T' = 9.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H
Uvazme systém L(—, V) vyrokové logiky, obsahujici jen negaci a disjunkci. Priklad 1
Definujte, co je formule systému L. 20 bodu

Definujte, co je valuace (vyrokovych proménnych).
Definujte rozsifeni valuace z vyrokovych proménnych na vSechny formule systému L.

Je dan jazyk £ = () s rovnosti. O kazdé z néasledujicich formuli rozhodnéte, ve Priklad 2
kterych realizacich jazyka L plati (tj. napt. v kazdé / v zadné / pravé v téch 8 bodu
s n-prvkovym nosic¢em (pro vhodné n € N) apod.):

a) Vz(zr = z);

b) VaVy(z = y);

c) Vody(z = y);

d) JzVy(x = y).

Dejte pitklad formuli @g, @1, @2 systému L£(—, A, V, —) virokové logiky takovych,  Priklad 3
Ze vSechny jsou vzajemné ekvivalentni, kazda obsahuje pravé jeden vyskyt binarni 10 bodu
spojky, a to kazda jiné spojky, a pro kazdé i € {0, 1,2} formule ¢; obsahuje pravé

1 vyskyti negace.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. o B Lf] E 3 Ll 5 E -] E H
Je dan jazyk £ = {+,-, P} s rovnosti; mimologické symboly popisuje tabulka: Priklad 4
30 bodu
symbol typ arita
+ funkéni 2
funkéni 2

P predikatovy 1
Uvazme jeho realizaci M, kde:
nosi¢em je mnozina QF vSech kladnych racionalnich éisel;
+ se realizuje jako s¢itani;
- se realizuje jako nasobeni;
P se realizuje jako ,je celé ¢islo“, tj. Py = NT.
Zadejte formuli p(x) jazyka L takovou, Ze pro kazdé ohodnoceni e plati

M = ¢le], pravé kdyz jmenovatel (zakladniho tvaru) éisla e(z) je roven Sesti.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Jsou dany jazyky £1 = {f} a Lo = {f, P} s rovnosti, kde f je unarni funkéni Priklad 5
symbol a P je unarni predikatovy symbol. Uvazme nésledujici teorii T' jazyka Lo: 36 bodu

T={FzyFz(z#Ayrhe#zANy#zAVu(lu=xzVu=yVu=z)), Plx)— -P(f(z))}.

a) Dokazte, Ze teorie T neni uplna.
b) Dejte pfiklad konecné teorie S jazyka £ tak, aby teorie T' byla jejim konzervativnim rozsifenim.
c) Je teorie S uplna? Spravnost své odpovédi zduvodnéte.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je dén jazyk £ = {f} s rovnosti, kde f je unérni funkéni symbol. Rozhodnéte a  PTiklad 6
dokazte, zda existuje teorie T' jazyka L, jejiz modely jsou pravé ty realizace M 26 bodu
jazyka L, kde kazdé individuum ma v zobrazeni fa:

a) koneéné mnoho vzori;

b) nekoneéné mnoho vzori.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Necht T je teorie jazyka L predikatové logiky, ktery obsahuje unarni predikatovy Priklad 7
symbol P a konstantu c. Nechf M je kanonickd struktura teorie T a ozna¢me 30 bodu
M jeji nosi¢. Dale uvazme mnozinu A = {t € M: T ¥ —P(t)}. Rozhodnéte a

dokazte, zda nutné plati, ze A = P4, pokud déle vime, Ze teorie T je:

a) bezesporni;

b) bezesporna a henkinovska,

c) Gplna.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.



25. ledna 2019 MAO007 Matematicka logika 3. termin

[ o~ oarn o arn a3 o arn oA [ e T

D D D [ l S T T T e B e
. v

[y l 1S t (S uco e T T e e | b o d y [ L e

Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H
Definujte, co je jazyk £ predikatové logiky (bez rovnosti). Priklad 1
Definujte, co je realizace M jazyka L. 20 bodu

Definujte, co je ohodnoceni e v realizaci M.

Je dén jazyk £ = {P} bez rovnosti, kde P je binarni predikatovy symbol. Necht Priklad 2
pro formuli ¢ znadi ¢, /, formuli, kterd vznikne z ¢ nahrazenim vsech vyskyti 10 bodu
proménné x proménnou y. Dejte priklad realizace M jazyka L a formule ¢ ja-
zyka L takovych, ze x neméa vazany vyskyt ve ¢ a plati M |= ¢, ale M [~ @, /.

Dejte priklad formule ¢, ktera je v disjunktivni normélni formé a ktera je ekvi- Priklad 3
valentni formuli A — (B « O). 10 bod1

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je dan jazyk £ = {f} s rovnosti, kde f je binrni funkéni symbol. Uvazme  PrTiklad 4
jeho realizaci M, kde nosi¢em je mnozina 2V vSech podmnozin mnoziny N vsech 38 bodu
prirozenych cisel a f se realizuje jako mnozinovy rozdil.

Rozhodnéte a dokazte, zda existuje formule ¢(x) jazyka L takova, ze pro kazdé ohodnoceni e plati

M [= ¢ [e], pravé kdyz:

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H
Je déan jazyk £ = {f} s rovnosti, kde f je unarni funkéni symbol. Priklad 5
Uvazme teorii T' = {Vz3Jy(xz = f(y)), f(x) # =z, f(f(z)) # z} jazyka L. 36 bodu

a) Pro kazdé n € Nt dejte ptiklad formule ¢, jazyka L takové, Ze pro kazdou realizaci M
jazyka L plati M = ¢, pravé kdyz nosi¢ realizace M je pravé n-prvkovy.

b) Uréete mnozinu A = {n € NT: teorie T'U {¢,,} je plna}.

c) Dokazte, ze pro n = max A + 1 teorie T'U {,, } neni Gplna.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte.

~01£445k 189

Rozhodnéte a dokazte, zda systém L(—, ) vyrokové logiky je plnohodnotny.

Priklad 6
16 bodu

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Necht L je jazyk bez rovnosti obsahujici unarni predikdtovy symbol P a nulérni Priklad 7
funkéni symbol c. Déle necht ¢, 1 jsou libovolné uzaviené formule jazyka L. 30 bodu
Oznacme T1 = {¢}, To = {¢} a T = {p V ¢} a dale necht M;, My, M jsou po

tfadé kanonické struktury teorii 71, T5, T. Rozhodnéte a dokazte, zda nutné plati, ze

a) Py C Pag, U Puyy;

b) Py 2 Pay U Puy;

c) Pr C Pugy N Py

d) P 2 Pu, N Py

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H
Uvazujme Lukasiewicztiv odvozovaci systém z prednasky. Priklad 1
Uvedte odvozovaci pravidlo modus ponens. 20 bodu

Definujte, co je dikaz formule (nemusite uvadét, jak vypadaji schémata axiomi).
Definujte, kdy je odvozovaci systém korektni.

Definujte, kdy je odvozovaci systém uplny.

Je Lukasiewicztiv odvozovaci systém korektni? Je tplny?

Je dan jazyk £ = {f,c} s rovnosti, kde oba symboly jsou funkéni s aritami po Priklad 2
fadé 2 a 0. Uvazme realizaci M jazyka £, kde nosi¢em je mnozina 2V vsech 10 bodu
podmnozin mnoziny N v8ech pfirozenych ¢isel a f se realizuje jako sjednoceni.

Ohodnoceni e nazveme pékné, pravé kdyz e(v) = ) pro kazdou proménnou v riznou od z a y
(relevantni je tedy jen e(x) a e(y)).

Stanovte cyq tak, aby pro pravé a) 1; b) 2; ¢) 3 pékna ohodnoceni e platilo M = f(z,y) = c[e];
anebo konstatujte, Ze to neni mozné. V kladném ptipadé uvedte i dotyénd ohodnoceni.

Necht | znaéi operator NAND, tj. ¥ |& =~ —(¢ A §). Dejte ptiklad formule ¢, Priklad 3
ktera je v konjunktivni normalni formé a je ekvivalentni formuli (4| B) |C. 10 bodt

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je dan jazyk £ = {f, s, c} s rovnosti, kde vSechny symboly jsou funkéni s aritami Priklad 4
porfadé 1, 1, 0. Realizaci M jazyka L nazveme péknou, pravé kdyz splinuje vsechny 32 bodu
t¥i nasledujici podminky:

nosi¢em je mnozina N = {0,1,2,...} vSech pfirozenych ¢isel;

s se realizuje jako naslednik (tj. pFi¢teni jednicky);

¢ se realizuje jako 0.

Dejte priklad teorie T jazyka L takové, ze pro kazdou péknou realizaci M plati
M E T, pravé kdyz pro kazdé n € N plati fa(n) = 3n;
a navic:
a) T je konecni;
b) T je kone¢né a zadna formule ¢ € T neobsahuje symbol c;
c) kazda formule ¢ € T je uzaviena a atomicka (tj. tvaru t; = ty pro vhodné termy 1, t2).

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Jsou dény jazyky £ = {P,Q} a L' = {P,Q,c,d} bez rovnosti, kde P, @ jsou Priklad 5
unarni predikatové symboly a ¢, d jsou konstanty. Dale uvazme teorie 40 bodu
$1={P(0), Q()} a Sz = {P(c), Q(d)} nad jazykem L.

a) Rozhodnéte a dokazte, zda teorie S; je rozsifenim a zda je konzervativnim rozsifenim teorie So.

b) Dejte priklad konecénych teorii 77 a Tb jazyka L tak, aby pro obé i € {1,2} byla teorie S;
konzervativnim rozsifenim teorie 7;.

¢) Rozhodnéte a dokazte, zda teorie Sp je rozsifenim a zda je konzervativnim rozsitenim teorie T5.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H
Uvazujme nasledujicich pét binarnich spojek vyrokové logiky: A, V, —, <, @ Priklad 6
(@ je xor, tj. v(p ® ¥) = (v(¢) +v(¢)) mod 2). Vyberte z nich: 24 bodu

a) dvé, které spolu tvoii plnohodnotny systém;

b) ¢étyfi, které spolu tvori neplnohodnotny systém.

Spravnost své volby dokazte. Mtzete vyuzit faktu, ze systém L(—, A, V,—) je plnohodnotny.
Plnohodnotnost jinych systémt neptedpokladejte.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Necht £ = {0,s,+,-} je jazyk aritmetiky (s rovnosti) a A je jeho standardni Priklad 7
realizace (tj. nosi¢ je N, symbol 0 se realizuje jako ¢islo 0, s jako néaslednik, + 24 bodu
jako sé¢itani a - jako nésobeni). Zformulujte prvni Gédelovu vétu o netplnosti.

Dale rozhodnéte a dokazte, zda existuje teorie T jazyka L takova, Ze

a) T je konecna a upln;

b) T je kone¢nd a N =T}

c) T je uplnd a N = T;

d) T je kone¢n4, tiplnd a N |=T.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H
Uvazujme Lukasiewicztiv odvozovaci systém z prednasky. Priklad 1
Uvedte odvozovaci pravidlo modus ponens. 20 bodu

Definujte, co je dikaz formule (nemusite uvadét, jak vypadaji schémata axiomi).
Definujte, kdy je odvozovaci systém korektni.

Definujte, kdy je odvozovaci systém uplny.

Je Lukasiewicztiv odvozovaci systém korektni? Je tplny?

Jsou dany jazyky £ = {Q} a L' = {Q, f,c} bez rovnosti; mimologické symboly Priklad 2

popisuje tabulka: 14 bodu
symbol ‘ typ arita
Q predikatovy 4
f funkéni 2
c funkéni 0

Zadejte n&jakou konecnou teorii T jazyka L tak, aby teorie T/ = {Q(z, ¢, f(z, x), f(x,¢))} jazyka L’
byla jejim konzervativnim rozsifenim.

Najdéte co nejkratsi formuli ¢ systému L£(—, A, V, —, <) vyrokové logiky, ktera Priklad 3
je ekvivalentni formuli (=(((AV B) — C)V =4) V (mAAQ)). 10 bodu

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je dan jazyk £ = {D, f} bez rovnosti, kde D je binarni predikatovy symbol a ~ Priklad 4
f je unarni funkéni symbol. Realizaci M jazyka £ nazveme péknou, pravé kdyz 40 bodu
splnuje obé nasledujici podminky:

nosi¢em je mnozina N = {0,1,2,...} vSech pfirozenych ¢isel;

D se realizuje jako délitelnost, tj. Dy = {(n,nk) | n,k € N}.
Zadejte uzavienou formuli ¢ jazyka L takovou, ze pro kazdou péknou realizaci M plati

M = ¢, pravé kdyz pro kazdé n € N plati foq(n) = n?.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Uvazme jazyky £1 = {f} a L2 = {f, g} s rovnosti, kde oba symboly jsou unérni Priklad 5
funkéni. Dale uvazme teorii 34 bodu

T={FzyFz(z#yrhz#zANy#zAVu(lu=xzVu=yVu=2)), f(z)=f(ly) —z=uy}.

a) Intuitivné vysvétlete vyznam obou formuli.

b) Dokazte, Ze teorie T' neni tGplna nad jazykem L.

c) Dejte pfiklad formule v jazyka £; tak, aby teorie U = T'U{v} byla uplna nad jazykem L;. Plati
pii vasi volbé formule 1, Ze teorie U U Uy, je Uplna nad jazykem L7 Lze zvolit formuli ¢ i tak,
aby odpovéd na predchozi otédzku byla opacna? Své odpovédi zdtivodnéte.

(Znacenim Uy /g Tozumime teorii, kterd vznikne z teorie U nahrazenim vSech vyskytd symbolu f
symbolem g ve vsech jejich formulich.)

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je dén jazyk £ = {f, g} s rovnosti, kde oba symboly jsou funkéni s aritami po Priklad 6
fadé 1 a 3. Nechf pro term ¢ jazyka L znadi |t| jeho délku (tj. celkovy pocet 20 bodu
znakil) a déle necht # (1), resp. #4(t) znaci pocet symboli f, resp. g v termu ¢.

Zformulujte vSeobecné platnou zéavislost |t| na #¢(t) a #4(t) (tj. exaktné Feceno: najdéte funkci
h: N2 — N takovou, Ze pro kazdy term ¢ jazyka L plati |[t| = h(#(t), #4(t))). DokaZte tuto zavislost
strukturalni indukci.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Necht T je bezesporné teorie jazyka L bez rovnosti, ktery obsahuje unarni predi- Priklad 7
katovy symbol P a nuldrni funkéni symbol (tj. konstantu) ¢. Dale necht M znadi 22 bodu
kanonickou strukturu teorie 7T'. Rozhodnéte a dokazte, zda nutné plati, ze

a) T = P(c) = M = P(c);

b) M = P(c) = T = P(c);
c) T | P(z) = M= P(z);
dyMEP(z)=TE P(x)

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je dan jazyk L predikitové logiky, jeho formule ¢, realizace M a teorie 7. Priklad 1
O kazdém z néasledujicich vztahd rozhodnéte, zda m&a smysl, a pokud ano, 20 bodu
definujte jej Mo, MET, MEF o, MET, T =@, TF .

(Nemusite uvadét definici dikazu ani Tarského definici sémantiky.)

Necht t je term, ktery je substituovatelny za proménnou z ve formuli ¢, a u Priklad 2
je term, ktery je substituovatelny za proménnou y ve formuli . Rozhodnéte a 10 bodu
dokazte, zda nutné plati, ze term wu je substituovatelny za proménnou y ve formuli

p(x/t).

Definice. Rekneme, Ze valuace v je péknd, pravé kdyz v(X) = 0 pro kazdou Priklad 3
vyrokovou proménnou X rtznou od A, B, C. (Existuje tedy pravé 8 péknych 10 bodu
valuaci.)

Dejte pfiklad co nejkratsi formule ¢ systému £(—, A, —) vyrokové logiky, ktera je pravdiva pfi pravé
5 péknych valuacich.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je dan jazyk £ = {+, -} s rovnosti, kde oba symboly jsou binarni funkéni. Uvazme Priklad 4
jeho realizaci M, kde nosi¢em je mnozina Zg vSech zbytkovych tfid modulo 6, 44 bodn
+ se realizuje jako scitani a - jako nasobeni.

Definice. Rekneme, ze formule ¢(z) jazyka L je rozpozndvagici formule pro individuum a € Zg,
pravé kdyz pro kazdé ohodnoceni e plati M = ¢ [e] < e(x) = a.

a) Pro kazdé a € Zg dejte piiklad jeho rozpoznavajici formule.
b) Rozhodnéte a dokazte, pro kterd a € Zg existuje rozpoznavajici formule neobsahujici symbol +.
¢) Rozhodnéte a dokazte, pro kterd a € Zg existuje rozpoznavajici formule neobsahujici symbol -.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. o B Lf] E 3 Ll 5 E -] E H
Je dan jazyk £ = {~, f,c} s rovnosti; mimologické symboly popisuje tabulka: Priklad 5
34 bodu
symbol ‘ typ arita
~ predikatovy 2
f funkéni 1
c funkéni 0

Uvazme teorii T' = {f!(c) = f(c), x ~ fo(x), (x ~yAy~2) — x ~ 2} nad jazykem L.
Popiste kanonickou strukturu M teorie T'. Dokazte, ze do ~ 4 nepatii nic vic, nez tvrdite.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva R
dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. o B Lf] E 3 Ll 5 E -] E H

Je dén jazyk £ = {Q} bez rovnosti, kde Q je predikatovy symbol arity 5. Necht ~ Priklad 6
kE(p), i(p) a p(p) znadi po fadé pocet kvantifikatorti, pocet implikaci a celkovy 24 bodu
pocet vyskytt proménnych ve formuli ¢ jazyka L. Zformulujte vSeobecné platnou
zévislost p na k a i (tj. exaktné feeno: najdéte funkei h: N?> — N takovou, Ze pro kazdou formuli ¢
jazyka L plati p(p) = h(k(p),i(¢))). Dokazte tuto zavislost strukturalni indukei.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Necht S je libovolny neprazdny soubor formuli vyrokové logiky a ¢ formule ta- Priklad 7
kova, ze S = ¢. Rozhodnéte a dokazte, zda nutné existuje soubor 7' C S takovy, 18 bodi
ze T = ¢, a navic:

a) T je konecny;

b) T je jednoprvkovy.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H
Dejte piiklad plnohodnotného systému £ spojek vyrokové logiky. Priklad 1
Definujte abecedu vyrokové logiky pro systém L. 20 bodu

Definujte, co je formule systému L vyrokové logiky.

Je dén jazyk £ = {P, f} bez rovnosti, kde P je unarni predikdtovy a f undrni Priklad 2

funkéni symbol. Déle vime, Ze ¢ je formule jazyka L. Vyberte pravdiva tvrzeni: 12 bodi

a) Ve formuli ¢ se  musi / miZe a nemusi / nemuze  vyskytovat symbol P.

b) Ve formuli ¢ se  musi / mizZe a nemusi / nemize  vyskytovat symbol f.

c) Ve formuli ¢ se  musi / mizZe a nemusi / nemtze  vyskytovat symbol V.

d) Ve formuli ¢ se  musi / miZe a nemusi / nemtize  vyskytovat symbol —.

e) Ve formuli ¢ se  musi / muze a nemusi / nemuze  vyskytovat symbol =-.

f) Ve formuli ¢ se  musi / miZe a nemusi / nemtize  vyskytovat symbol pro proménnou
predikatové logiky.

Dejte ptiklad formule ¢, kteréd je v konjunktivni normalni formé a ktera je ekvi- Priklad 3
valentni formuli (A — B) — C. 10 bod1

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je dan jazyk £ = {s, P} s rovnosti, kde s je unarni funkéni symbol a P je unarni Priklad 4
predikitovy symbol. 30 bodu
Realizaci M jazyka L nazveme péknou, pravé kdyz plati obé nasledujici podminky:

nosi¢em je mnozina N = {0,1,2,...} vSech pfirozenych ¢isel;

s se realizuje jako naslednik (tj. pFi¢teni jednicky).

Zadejte uzavienou formuli ¢ jazyka L takovou, ze pro kazdou p€knou realizaci M plati

M = @, pravé kdyz Py = {n € N: 5|n? -1} = {1,4,6,9,11,14,16,19,... }.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. o B Lf] E 3 Ll 5 E -] E H
Je dan jazyk £ = {P, f,c} s rovnosti; mimologické symboly popisuje tabulka: Priklad 5
44 bodn
symbol ‘ typ arita
P predikatovy 1
f funkéni 1
c funkéni 0

Pro libovolné n € Nt uvazme teorii 7;, = {P(c), P(f"(c)), (P(x) « P(y)) — x = y} nad jazykem L.
Oznaéme M,, kanonickou strukturu teorie T},. Rozhodnéte a dokazte, pro kterd n € NT plati:

a) M, k= P(a);

b) T, E P(z).

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.



29. ledna 2018 MAO007 Matematicka logika 3. termin

[ o~ oarn o arn a3 o arn oA [ e T
D D D (I l ] q T T T e B e
[y l is t (S u CV o e T T e e | b o d y [ L e

Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Necht T', U jsou teorie jazyka L predikatové logiky takové, ze T' C U. Rozhodnéte Priklad 6
a dokazte, zda nutné plati, ze: 24 bodu
a) teorie T' je rozsifenim teorie U,

b) teorie U je rozsifenim teorie T

c) teorie T neni rozsifenim teorie U.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Necht £ = {0,s,+,-} je jazyk aritmetiky (s rovnosti) a A je jeho standardni Priklad 7
realizace (tj. nosi¢ je N, symbol 0 se realizuje jako ¢islo 0, s jako néaslednik, + 20 bodu
jako s¢itani a - jako nasobeni). Z pfednasky zndme teorii jazyka £ zvanou Peanova

aritmetika (PA). Pfipomenme, Ze lze psat PA = Ty U To U T3 U Ty, kde T} vynucuje chovani s (je
injektivni a nula nemé vzor), 7o induktivné vynucuje chovani +, 75 induktivné vynucuje chovani -
a Ty hovori o principu matematické indukce.

a) Uvedte explicitné teorii 7.

b) Zformulujte prvni Gédelovu vétu o netplnosti.
¢) Rozhodnéte a dokazte, zda pro kazdou formuli ¢ jazyka £ plati N = o = PAF .

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.



7. tinora 2018 MAO007 Matematicka logika 4. termin

[ o~ oarn o arn a3 o arn oA [ e T
D D D [ l S T T T e B e
[y l 7:3 t (S u CV o e T T e e | b o d y (I S S

Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H
Definujte, co je jazyk £ predikatové logiky (bez rovnosti). Priklad 1
Definujte, co je realizace M jazyka L. 20 bodu

Definujte, co je ohodnoceni e v realizaci M.

Je dén jazyk £ = {P, f, ¢} s rovnosti; mimologické symboly popisuje tabulka: Priklad 2
16 bodu
symbol ‘ typ arita
P predikatovy 1
f funkéni 1
c funkéni 0

Dale vime, ze t je term jazyka L a w je uzavieny term jazyka L. Vyberte pravdiva tvrzeni:

a) Vtermu t se  musi / mizZe a nemusi / nemize  vyskytovat symbol P.

b) V termu ¢t se  musi / miZe a nemusi / nemiize  vyskytovat symbol f.

c) Vtermu t se  musi / miZe a nemusi / nemtize  vyskytovat symbol c.

d) V termu ¢t se  musi / miZe a nemusi / nemuze  vyskytovat symbol pro proménnou
predikatové logiky:.

e) V termu u se  musi / mize a nemusi / nemize  vyskytovat symbol =.

f) V termu u se  musi / miZe a nemusi / nemtze  vyskytovat symbol f.

g) V termu u se  musi / miZe a nemusi / nemize  vyskytovat symbol c.

h) V termu u se  musi / miZe a nemusi / nemize  vyskytovat symbol pro proménnou
predikatové logiky.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Necht A zna¢i operator NOR, tj. ¥ A & ~ —(¢ V £). Dejte piiklad formule ¢  Priklad 3
systému L(A) vyrokové logiky, kterd je ekvivalentni formuli A < B. 10 bodu

Je dan jazyk £ = {+, P} s rovnosti, kde + je bindrni funkéni symbol a P je Priklad 4
unarni predikatovy symbol. 30 bodu
Realizaci M jazyka L nazveme péknou, pravé kdyz plati obé nasledujici podminky:

nosicem je mnozina N = {0,1,2,...} vSech pfirozenych ¢isel;

+ se realizuje jako s¢itani.

Zadejte uzavienou formuli ¢ jazyka L takovou, ze pro kazdou péknou realizaci M plati

M = @, pravé kdyz P se realizuje jako ,je mocnina dvojky“, tj. Py = {2F | k € N}.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Jsou dany funkéni symboly -, f, ¢ s aritami po fadé 2, 1, 0 a jazyky £ = {-}, Priklad 5

L' ={-, f,c} s rovnosti. Dale uvazme formule 40 bodu
p = VaVy(z-y=y-z),
Y1 = Vady(zr-y =),
b = Fyva(e-y=a),
vy = Vr(x-c=x),
Yy = Va(z- f(x) =12),

teorie Tl = {%%}; T2 = {907 ’(/}2} ja‘zyka L a teorie T3 = {@7 ’(/13}’ T4 = {<P7¢4} jazyka L.
Pro kazdé (i,7) € {1,2,3,4}? rozhodnéte, zda teorie T}

je konzervativnim rozsifenim / je nekonzervativnim rozsifenim / neni rozsifenim
teorie Tj. Pro (i,j) = (3,1) a (4,j) = (3,4) své odpovédi dokazte.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H
Uvazme systémy A = L(A, V) a B = L(—, <) vyrokové logiky. Priklad 6
28 bodu

Definice. Rekneme, 7e formule ¢ je A-vyjadiitelna (resp. B-vyjadiitelna),
pravé kdyz existuje formule ¢ systému A (resp. B) takova, ze ¢ ~ 1.

Dejte piiklad formule ¢ (obsahujici libovolné spojky vyrokové logiky), ktera:
a) je A-vyjadfitelna i B-vyjadritelnd;

b) je A-vyjadiitelnd, ale neni B-vyjadfitelna;

c) neni A-vyjadfitelna, ale je B-vyjadfitelna.

Dokazte spravnost svych odpovédi.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Definice. Teorie T, T’ jazyka L se nazyvaji sémanticky ekvivalentni (resp. Priklad 7
sémanticky komplementdrni), pravé kdyz pro kazdou realizaci M jazyka L plati 16 bodu
METSMET (rtespp MET & M ET).

Necht T', T” jsou sémanticky komplementarni teorie jazyka L. Rozhodnéte a dokazte, zda nutné
plati, Ze existuji konecéné teorie U, U’ jazyka L takové, Zze U je sémanticky ekvivalentni s T a
U’ je sémanticky ekvivalentni s 7".

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. o B Lf] E 3 Ll 5 E -] E H
Je dan jazyk £ = {P, f,c} s rovnosti; mimologické symboly popisuje tabulka: Priklad 1
20 bodu
symbol ‘ typ arita
P predikatovy 1
f funkéni 3
c funkéni 0

Definujte, co je term jazyka L.
Definujte realizaci t*[e] termu ¢ pfi ohodnoceni e v realizaci M jazyka L.
Dejte ptiklad 3 uzavienych termu jazyka L.

Uvedte néjakou nejkratsi vytvorujici posloupnost formule ((A — B)V (AA—-A)). Priklad 2

Kolik nejkratsich vytvotujicich posloupnosti mé tato formule? 12 bodu
Dejte piiklad formule ¢ tak, aby formule (A — B) — p a A — (B — ¢) Priklad 3
a) byly ekvivalentni; 10 bodu

b) nebyly ekvivalentni.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je dan jazyk £ = {-,c} s rovnosti, kde oba symboly jsou funkéni s aritami po Priklad 4

fadé 2 a 0. Uvazme jeho realizaci M, kde nosi¢em je mnozina N vsech kladnych 50 bodu
celych cisel, - se realizuje jako nasobeni a
a) cp = 2; b) cyp = 64; c) cpm = 100; d) cp = 2500.

Rozhodnéte a dokazte, zda existuje formule p(x) jazyka L takova, ze pro kazdé ohodnoceni e plati

M = ¢ [e], pravé kdyz e(z) je mocninou dvojky.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je dén jazyk £ = {C} s rovnosti, kde C je binarni predikétovy symbol. Dale  Priklad 5

uvazme formule 24 bodu
1 = zL[Cux
v = (rCyAyLCa)—ax=y,
p3 = (rCyAyLCz) —zCyz
g = daVy(y C x),
s = JaVy(zr Cy),
o = 3ay(yCo—az=y)

a teorie A = {1,902, 3, 04,50}, B = {1, 92, 03,04, 05} jazyka L.
a) Intuitivné vysvétlete vyznam jednotlivych formuli.

b) Dokazte, Ze teorie B neni rozsifenim teorie A.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Definice. Necht M je libovolnd mnozina a g: M — M. Prvek a € M nazveme Priklad 6
cyklickym vzhledem ke g, pravé kdyz a € {¢g"(a) |n € N*}. 24 bodu

Je dan jazyk £ = {f} s rovnosti, kde f je unarni funkéni symbol. Rozhodnéte a dokazte, zda existuje
teorie T jazyka L, jejiz modely jsou prave ty realizace M jazyka L, kde:

a) kazdé individuum je cyklické vzhledem k faq;

b) za4dné individuum neni cyklické vzhledem k faq.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Necht T je bezesporna teorie jazyka L bez rovnosti, ktery obsahuje unarni pre- Priklad 7
dikdtovy symbol P a nuldrni funkéni symbol (tj. konstantu) c¢. Necht M je 20 bodu
kanonicka struktura teorie T a oznacme M jeji nosi¢. Dale uvazme mnozinu

A={te M: T¥F -P(t)}. Rozhodnéte a dokazte, zda nutné plati, ze

a) AC Py

b) A D Pyy.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H
Je dan jazyk £ = {P} bez rovnosti, kde P je unarni predikatovy symbol. Priklad 1
Definujte, co je formule ¢ jazyka L. 20 bodu

Definujte indukei vzhledem ke struktufe formule ¢ mnozinu F'V(¢) vSech volnych proménnych ve
formuli .

O kazdém z nésledujicich systémi spojek vyrokové logiky rozhodnéte, zda je Priklad 2
plnohodnotny: 10 bodu
a) ﬁ(_\, _>)§

b) L(=, <);
c) L(=,N);
d) ,C(/\, V, —));
e) L(N,V,—, «).

-
-

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Definice. Rekneme, Ze formule ¢ zavisi na proménné X, pravé kdyz existuji Priklad 3
valuace v, v’ takové, ze v(Y) = v/(Y) pro v8echny proménnné Y rtzné od X, 10 bodu
ale v(p) # V'(¢). Necht Z(p) zna¢i mnozinu pravé téch proménnych, na kterych

formule ¢ zévisi.

Dejte ptiklad formuli ¢, v, & takovych, ze Z(¢) = {A,B}, Z(v) = {A,C}, Z(§) = {B,C} a
Z((o A1) — €) = {B,C}.

Je dén jazyk £ = {-} s rovnosti, kde - je bindrni funkéni symbol. Uvazme jeho Priklad 4
realizaci S, kde nosi¢em je mnozina S; vSech permutaci ¢tyfprvkové mnoziny 30 bodu
a - se realizuje jako skladani. (Pfipomenme, ze S, sestava z identity, Sesti 4-cykla,

osmi 3-cykli, Sesti 2-cyklu (transpozic) a t¥i 2-2-cykli.)

Zadejte formuli p(x) jazyka £ takovou, ze pro kazdé ohodnoceni e plati
S = ¢le], pravé kdyz:

je identita;
je 3-cyklus;
je 4-cyklus;
je 2-2-cyklus.

¢]

N

D
/\/&\/‘\/‘\
— — — —

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je dan jazyk £ = {P, f} s rovnosti, kde P je unarni predikitovy symbol a f je ~ Priklad 5

bindrni funkéni symbol. Déle uvazme teorii T' = {p1, @2, v3} jazyka L, kde: 40 bodn
01 = FyFz(zAyhzFzAyF#zAVu(lu=zVu=yVu=z)),
po = VadyVz(f(y,z) = z),
w3 = Vavy((P(z) A P(y)) — = =y).

a) Prokazdéi € {1,2,3} dejte pfiklad realizace M; jazyka L takové, ze M; = T, ale M; = T—{p;}.
b) Dokazte, Ze teorie T neni uplna.
c¢) Dejte ptiklad formule ) jazyka L tak, aby teorie T'U {1} byla uplna.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Jsou dany teorie 71, T» a formule . Oznac¢me U; = T1 U {p}, Uy = To U {p}; Priklad 6
pfitom formuli ¢ i teorie Ty, Ta, U1, Us uvazujeme nad stejnym jazykem. Uvazme 20 bodu
déle nasledujici tvrzeni:

Teorie T je rozsifenim teorie T5. (1)

Teorie U je rozsifenim teorie Us. (2)
Rozhodnéte a dokazte, zda nutné plati, ze:
a) (1) = (2);
b) (2) = (1).

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je déan jazyk £ = { P} bez rovnosti, kde P je unarni predikatovy symbol. Najdéte Priklad 7
az na ekvivalenci vSechny teorie jazyka L. (Tedy exaktné feceno: najdéte n € N 16 bodu
a teorie 11,75, ..., T, jazyka L takové, ze kazda teorie jazyka L je ekvivalentni

pravé jedné z teorii Ty, Ts, ..., T),.)

Necht T je henkinovska teorie jazyka s rovnosti, kterd ma aspon jeden model Priklad 8
s nekoneénym nosi¢em. Dokazte, Ze T musi byt nekonecéna. 14 bodu

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H
Definujte, co je jazyk £ predikatové logiky (bez rovnosti). Priklad 1
Definujte, co je realizace M jazyka L. 20 bodu

Definujte, co je ohodnoceni e v realizaci M.

Jsou dany jazyky £ = {Q} a L' = {Q, f, ¢} bez rovnosti; mimologické symboly Priklad 2

popisuje tabulka: 14 bodu
symbol ‘ typ arita
Q predikatovy 4
f funkéni 1
c funkéni 0

Zadejte n&jakou kone¢nou teorii T" jazyka L tak, aby teorie T" = {Q(z, f(z), ¢, f(¢))} jazyka L' byla
jejim konzervativnim rozsitenim.

Dejte ptiklad formule ¢, kterd je v konjunktivni normalni formé a ktera je ekvi- Priklad 3
valentni formuli (A «< B) — C. 10 bod1

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je déan jazyk £ = {+, -, f} s rovnosti, kde vSechny symboly jsou funkéni s aritami Priklad 4
po fadé 2, 2, 1. Realizaci M jazyka L nazveme péknou, pravé kdyz plati vSechny 44 bodu
nasledujici podminky:

nosi¢em je mnozina N = {0,1,2,...} vSech pfirozenych ¢isel;

+ se realizuje jako s¢itani;

- se realizuje jako nasobeni.
a) Zadejte uzavienou formuli ¢ jazyka £ takovou, Ze pro kazdou péknou realizaci M plati

M = ¢, praveé kdyz f se realizuje jako Fibonacciho posloupnost, tj.
fm =1(0,0),(1,1),(2,1), (3,2), (4,3), (5,5), (6,8), (7,13), (8,21), (9,34),... }.

b) Jako v a), navic ¢ nesmi obsahovat symbol -.
¢) Formulujte tvrzeni o existenci a vlastnostech formule zvané Godeltv predikat 3.
d) Zadejte formuli ¢(z,y) jazyka £ takovou, Ze pro kazdou péknou realizaci M a kazdé ohodnoceni
e plati
M = ¢ e], pravé kdyz e(z)-té Fibonacciho ¢islo je e(y).

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. o B Lf] E 3 Ll 5 E -] E H
Je dan jazyk £ = {P, f,c,d} s rovnosti; mimologické symboly popisuje tabulka: Priklad 5
36 bodu
symbol ‘ typ arita

P predikatovy 1

f funkéni 1

c funkéni 0

d funkéni 0

Uvazme teorii T = {f?(c) = cV f3(d) = d, f*(c) = f?(d), P(f%(c))} nad jazykem L.
Popiste kanonickou strukturu M teorie T'. Dokazte, ze do Px nepatfi nic vic, nez tvrdite.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. o B Lf] E 3 Ll 5 E -] E H
Uvazujme vyrokovou logiku se spojkami -, — a Lukasiewiczovym odvozovacim Priklad 6
systémem z prednésky. Necht S oznacuje soubor vSech formuli, které maji vy- 20 bodu

tvorujici posloupnost délky 3, ale nemaji zddnou kratsi. Rozhodnéte a dokazte,
zda:

a) S+ (A — B);

b) S E —A.

Necht P, @ jsou unérni predikdtové symboly. Dejte piiklad tplné teorie T7 nad Priklad 7
jazykem {P} bez rovnosti a iplné teorie Ty nad jazykem {Q} bez rovnosti. Plati 16 bodu
pti vasi volbé teorii 17 a Ts, ze teorie T' = T1 U T, je Gplné nad jazykem {P,Q}

bez rovnosti? Lze zvolit teorie T a T3 i tak, aby odpovéd na piedchozi otdzku byla opacna?

Své odpovédi zduvodnéte.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.



8. tinora 2017 MAO007 Matematicka logika 4. termin

[ o~ oarn o arn a3 o arn oA [ e T

D D D [ l S T T T e B e
. v

[y l 1S t (S uco e T T e e | b o d y [ L e

Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H
Dejte piiklad plnohodnotného systému £ spojek vyrokové logiky. Priklad 1
Definujte abecedu vyrokové logiky pro systém L. 20 bodu

Definujte, co je formule systému L vyrokové logiky.

Je dan jazyk £ = {P} bez rovnosti, kde P je binarni predikatovy symbol. O kaz- Priklad 2
dém z nésledujicich pfedpisii rozhodnéte, zda korektné zadava teorii jazyka L. 12 bodu
Pokud ne, vysvétlete, v ¢em je problém.

n

a) {3xoIzy ... 3z, /\ P(xi—1,z;) | n€{1,2,3,4,5}};

i=1
b) {InIJzeIx; ...z, /\ P(zi—1,2;)};
i=1
c) {FxoIzy ... 3z, /\ P(z;—1,7;) | n € NT};
i=1
d) (IzoFzy - N\ Plair, i)}
ieENT

Definice. Rekneme, 7e valuace v je péknd, pravé kdyz v(X) = 0 pro kazdou Priklad 3
vyrokovou proménnou X riznou od A, B, C. (Existuje tedy pravé 8 péknych 10 bodu
valuaci.)

Dejte priklad formule ¢ systému L(A, —) vyrokové logiky, ktera je pravdiva pfi pravé 3 péknych
valuacich.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je dan jazyk £ = {+, -} s rovnosti, kde oba symboly jsou binarni funkéni. Uvazme Priklad 4
jeho realizaci M, kde nosi¢em je mnozina Z4 vSech zbytkovych tfid modulo 4, 36 bodu
+ se realizuje jako scitani a - jako nasobeni.

Definice. Rekneme, ze formule ¢(x) jazyka L je rozpozndvagici formule pro individuum a € Zy,
pravé kdyz pro kazdé ohodnoceni e plati M = ¢ [e] < e(x) = a.

a) Pro kazdé a € Z4 dejte ptiklad jeho rozpoznavajici formule.

b) Rozhodnéte a dokazte, pro kterd a € Z4 existuje rozpoznavajici formule neobsahujici symbol +.
¢) Rozhodnéte a dokazte, pro kterd a € Z, existuje rozpoznavajici formule neobsahujici symbol -.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Necht T3 a T5 jsou teorie nad stejnym jazykem, pricemz T} je uplné a 15 je jejim Priklad 5
rozsifenim. Rozhodnéte a dokazte, zda nutné plati, Zze teorie Th 30 bodu
a) je bezesporni;

b) neni tplna;

c) je sporné nebo uplna.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. o B Lf] E 3 Ll 5 E -] E H
Je dan jazyk £ = {~, f, g,c} s rovnosti; mimologické symboly popisuje tabulka: Priklad 6
52 bodu
symbol ‘ typ arita

~ predikatovy 2

f funkéni 1

g funkéni 1

c funkéni 0

Uvazme teorii T' = {z ~ f(x), f(g9(x)) =z, g(f(x)) = z} nad jazykem L.

a) Dejte piiklad modelu M teorie T' takového, ze M [~ f(c) = c.

b) Pro kazdy uzavieny term ¢ jazyka L uréete jeho realizaci t™ ve zvoleném modelu M.
c) Jak se realizuje symbol ~ v kanonické struktuie teorie 77

Dokazte spravnost svych odpovédi.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H
Uvazme systém L(—, V) vyrokové logiky, obsahujici jen negaci a disjunkci. Priklad 1
Definujte, co je formule systému L. 20 bodu

Definujte, co je valuace (vyrokovych proménnych).
Definujte rozsifeni valuace z vyrokovych proménnych na vSechny formule systému L.

Vime, ze P je predikatovy symbol a f, g jsou funkéni symboly. O kazdém z na- Priklad 2
sledujicich vyrazti rozhodnéte, zda se mize jednat o term, a pokud ano, napiste 10 bodu
pro néj néjakou vytvorujici posloupnost:

a) x;

b) P(x, ()

¢) f(x, f(x));

d) g(a, f(x), F(()))-

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Najdéte co nejkratsi formuli ¢ systému L£(—, A, V, —) vyrokové logiky, ktera je Priklad 3
ekvivalentni formuli (((-B — =A) AC) V —~((AA-B) Vv C)). 10 bodu

Necht N = {0,1,2,...} ozna¢uje mnozinu vSech pfirozenych ¢isel. Je dan jazyk Priklad 4
L = {®,t} s rovnosti, kde @ je binarni funkéni a ¢ unarni funkéni symbol. Uvazme 30 bodt
jeho realizaci M, kde nosi¢em je mnozina NN viech (nekone¢ngch) posloupnosti

pfirozenych ¢isel, @ se realizuje jako s¢itani po slozkach (tj. (ao,a1,as2,...) ®am (bo,b1,b2,...) =
(ap + bo, a1 + by, az + ba,...)) at se realizuje jako tail (tj. tapr((ao,a1,a2,...)) = (a1,a2,as,...)).

Zadejte formuli p(x) jazyka L takovou, Ze pro kazdé ohodnoceni e plati
M [= ¢ e], pravé kdyz:

a) e(x) je neklesajici;
b) e(x) = (1,0,0,0,...);
c) e(x) je rostouci.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je dén jazyk £ = {P} s rovnosti, kde P je unarni predikétovy symbol. Rozhod-  Priklad 5
néte a dokazte, zda existuje teorie T' jazyka L, jejiz modely jsou pravé realizace 40 bodu
M jazyka L, kde mnozina Py:

a) ma méné nez 10 prvki;

b) ma méné nez 10 prvki nebo je nekoneéna,

¢) ma vice nez 10 prvk, ale koneéné mnoho;

d) mé vice nez 10 prvki.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. o B Lf] E 3 Ll 5 E -] E H
Je dan jazyk £ = {P, f,c} s rovnosti; mimologické symboly popisuje tabulka: Priklad 6
30 bodu
symbol ‘ typ arita
P predikatovy 1
f funkéni 1
c funkéni 0

UvaZme teorii
3
T ={f"c)=c, =P(c), \/ P(f(c)), Ya(P(f(z)) — (P(z) v P(f(f(x)))))}
i=1

nad jazykem L. Popiste kanonickou strukturu M teorie T'. Dokazte, ze do Py nepatii nic vic, nez
tvrdite.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je dan jazyk £ = {f} s rovnosti, kde f je unarni funkéni symbol. Uvazme jeho Priklad 7
realizaci M, kde nosi¢em je mnozina Z vSech celych ¢isel, faq(n) = n + 1 pro 20 bodu
kazdé nezaporné n € Z a faq(n) = n + 2 pro kazdé zaporné n € Z. Rozhodnéte

a dokazte, pro kterd n € Z existuje formule ¢(x) jazyka £ takova, ze pro kazdé ohodnoceni e plati
M = ple], pravé kdyz e(z) = n.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H
Je dan jazyk £ = {P} s rovnosti, kde P je unarni predikatovy symbol. Priklad 1
Definujte, co je realizace M jazyka L. 20 bodu

Definujte, co je ohodnoceni e v realizaci M.
Definujte sémantiku formuli ¢ jazyka L, tj. kdy plati M = ¢ [e].

Jsou dany jazyky £ = {Q} a L' = {Q, f,c} bez rovnosti; mimologické symboly Priklad 2

popisuje tabulka: 10 bodu
symbol ‘ typ arita
Q predikatovy 3
f funkéni 1
c funkéni 0

Zadejte néjakou koneénou teorii T jazyka L tak, aby teorie 77 = {Q(z, f(x), c)} jazyka L' byla jejim
konzervativnim rozsirenim.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H
Dejte priklad formule ¢ tak, aby formule (¢ — A) - Ba ¢ — (A — B) Priklad 3
a) byly ekvivalentni; 10 bodu

b) nebyly ekvivalentni.

Je dan jazyk £ = {-, s, f} s rovnosti, kde vSechny symboly jsou funkéni s aritami Priklad 4
po fadé 2, 1, 1. 40 bodu
Realizaci M jazyka L nazveme péknou, pravé kdyz plati vSechny nasledujici podminky:

nosi¢em je mnozina NT vsech kladnych celych ¢isel;

- se realizuje jako nasobeni;

s se realizuje jako naslednik (tj. pfi¢teni jednicky).

Zadejte uzavienou formuli ¢ jazyka L takovou, ze pro kazdou péknou realizaci M plati

M E ¢, pravé kdyz pro kazdé n € NT je faq(n) rovno poctu déliteld ¢isla n.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Jsou déany jazyky £ = {P, f} a L = {P, f,c¢} s rovnosti; mimologické symboly Priklad 5

popisuje tabulka: 40 bodu
symbol ‘ typ arita
P predikatovy 1
f funkéni 1
c funkéni 0

Dale uvazme formule

<=

4 4
w1 = dridrodxsdry /\ /\ T # T N Vy( y:x,) ,
i=1

i=1j=i+1 i

P2 = VaIy(f(y) = o),
ps = 3a(fo(x) # ),
s = JzTy(z £y A V2(P(z) < (z=2Vz=y)))

a teorii T = {1, p2, 3, pa} nad jazykem L.

a) Intuitivné vysvétlete vyznam jednotlivych formuli.

b) Dokazte, Ze teorie T' neni uplna.

c) Najdéte formuli ¢ jazyka L tak, aby teorie T'U {1} nad jazykem L byla uplna. Plati pii vasi
volbé formule v, Ze teorie T' U {1, P(c)} nad jazykem L’ je tipln4? Lze zvolit formuli ¢ i tak, aby
odpovéd na predchozi otdzku byla opacna? Své odpovédi zdtavodnéte.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je déan jazyk £ = {~, XY, f,c} bez rovnosti; mimologické symboly popisuje Priklad 6

tabulka: 30 bodu
symbol typ arita
~ predikatovy 2
X predikatovy 0
Y predikatovy 0
f funkéni 1
c funkéni 0

Uvazme teorii T'={X V Y, X < c~ 2z, Y < z ~ ¢} jazyka L. Popiste kanonickou strukturu M
teorie T'. O kazdé uzaviené atomické formuli jazyka L, kterd je podle vas pravdiva v M, dokazte,
ze tomu tak skutecné je.

Necht T je soubor formuli vyrokové logiky a ¢, ¥ jsou libovolné formule. Roz- Priklad 7
hodnéte a dokazte, zda nutné plati nasledujici tvrzeni: 10 bodu
a) Pokud T = ¢ nebo T' =4, pak T = ¢ V 1.
b) Pokud T' = ¢ V ¢, pak T' = ¢ nebo T' = 9.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H
Uvazujme Lukasiewicztiv odvozovaci systém z prednasky. Priklad 1
Uvedte odvozovaci pravidlo modus ponens. 20 bodu

Definujte, co je dikaz formule (nemusite uvadét, jak vypadaji schémata axiomi).
Definujte, kdy je odvozovaci systém korektni.

Definujte, kdy je odvozovaci systém uplny.

Je Lukasiewicztiv odvozovaci systém korektni? Je tplny?

Necht P je binarni predikdtovy symbol a f je unarni funkéni symbol. O kazdé Priklad 2

z nésledujicich formuli rozhodnéte, zda je v ni term f(y) substituovatelny za 10 bodu
proménnou x, a pokud ano, uvedte vyslednou formuli po substituci:

a) P(z,y);

b) Vy P(x,y);

c) VaVy P(z,y).

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Dejte priklad formule ¢, kterd je v disjunktivni normélni formé a ktera je ekvi- Priklad 3
valentni formuli (A < B) — C. 10 bodu

Je dan jazyk £ = {+, -} s rovnosti, kde oba symboly jsou binarni funkéni. Uvazme Priklad 4
jeho realizaci C, kde nosi¢em je mnozina C vsech komplexnich ¢isel, + se realizuje 30 bodu
jako séitani a - jako nasobeni.

Zadejte formuli p(x1, xe, 3, x4) jazyka L takovou, Ze pro kazdé ohodnoceni e plati

C = ¢|e], pravé kdyz obrazy ¢isel e(x1), e(x2), e(x3), e(x4)
v Gaussové roviné lezi ve vrcholech étverce.

(Napovéda: muzete nejprve vynutit {e(x1), e(x2), e(z3),e(zs)} = {1,1, -1, —i}.)

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Jsou dany jazyky £ = {P} a L' = {P, ¢} bez rovnosti, kde P je binérni predika- Priklad 5
tovy symbol a ¢ je nularni funkéni symbol (konstanta). 30 bodu
Déle uvazme teorii 71 = {Vz3y P(x,y)} nad jazykem L, teorii To = {3yVz P(z,y)} nad jazykem L
a teorii T3 = {Vx P(x,c)} nad jazykem L. Pro kazdé (i,7) € {1,2,3}? rozhodnéte, zda teorie T}

je konzervativnim rozsifenim / je nekonzervativnim rozsifenim / neni rozsifenim

teorie Tj. Pro (i,j) = (2,1) svou odpovéd dokazte.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. o B Lf] E 3 Ll 5 E -] E H
Je dan jazyk £ = {~, f,c} s rovnosti; mimologické symboly popisuje tabulka: Priklad 6
20 bodu
symbol ‘ typ arita
~ predikatovy 2
f funkéni 1
c funkéni 0

a) Dejte priklad realizace M jazyka L takové, ze plati obé nasledujici podminky:
pro nekoneéné mnoho uzavienych termu ¢ jazyka £ plati M |= ¢ ~ f(t);
pro nekoneéné mnoho uzavienych termu ¢ jazyka £ plati M =t ~ f(t).
b) Rozhodnéte a dokazte, zda takova realizace M muze spliiovat M Ex =y < x ~ y.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.



25. ledna 2016 MAO007 Matematicka logika

3. termin

[ o~ oarn o arn a3 o arn oA
D D D [ l ] 5 T T T e
[y l 7:3 t (I u CV o e T T e e |

Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Necht A, B jsou unérni predikdtové symboly. V niZe uvedenych formulich na-
hradte kazdy vyskyt pismene () vSeobecnym nebo existencénim kvantifikdtorem
(razné vyskyty muzou byt nahrazeny riznymi kvantifikdtory) tak, aby ekviva-
lence formuli byla splnéna; anebo konstatujte, Ze to neni mozné.

a) Qu(A(z) A B(x)) ~ Qz A(x) A Qz B(x);
b) Qz(A(z) V B(z)) =~ Qx A(x) V Qx B(x);
c) Qu(A(z) — B(z)) = QuA(z) — Qu B(x);
d) Qz(A(xz) < B(z)) ~ Qz A(x) < Qz B(x).

Priklad 7
16 bodu

Necht £ = {0,s,+,-} je jazyk aritmetiky (s rovnosti) a N je jeho standardni
realizace (tj. nosi¢ je N, symbol 0 se realizuje jako ¢islo 0, s jako naslednik, +
jako sé¢itani a - jako nésobeni). Zformulujte prvni Godelovu vétu o netplnosti.
Déle rozhodnéte a dokazte, zda existuje teorie T jazyka L takova, Ze

a) T je konecné a tplné;

b) T je konecnd a N = T

c) T je tiplnd a N T,

d) T je kone¢n4, uplnéd a N = T.

Priklad 8
24 bodu

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je dan jazyk L predikitové logiky, jeho formule ¢, realizace M a teorie 7. Priklad 1
O kazdém z néasledujicich vztahd rozhodnéte, zda m&a smysl, a pokud ano, 20 bodu
definujte jej Mo, MET, MEF o, MET, T =@, TF .

(Nemusite uvadét definici dikazu ani Tarského definici sémantiky.)

Jsou dény jazyky £ = {P} a £’ = {P,Q} bez rovnosti, kde P, @) jsou unarni Priklad 2
predikatové symboly. Zadejte néjakou koneénou teorii T' jazyka L tak, aby teorie 10 bodu
T = {Vz(P(z) — Q(x)), Vz(P(z) — =Q(z))} jazyka L' byla jejim konzervativ-

nim rozsirenim.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Necht /4 je binarni spojka se sémantikou ¢ /4 ¥ ~ —(¢ — 1), ® je unarni spojka Priklad 3
se sémantikou ey ~ ¢ — ¢ a o je unarni spojka se sémantikou op ~ =(p — ). 10 bodua
Dejte priklad formule ¢ logického systému L(+, e, o), kterd je ekvivalentni formuli

AV B.

Je dan jazyk £ = {s, P} s rovnosti, kde s je unarni funkéni symbol a P je unarni Priklad 4
predikdtovy symbol. 30 bodu
Realizaci M jazyka L nazveme péknou, pravé kdyz plati obé nasledujici podminky:

nosi¢em je mnozina N = {0,1,2,...} vSech pfirozenych ¢isel;

s se realizuje jako naslednik (tj. pfic¢teni jednicky).

Zadejte uzavienou formuli ¢ jazyka L takovou, ze pro kazdou pé€knou realizaci M plati

M = @, pravé kdyz P se realizuje jako ,je nasobek tii“, tj. Pyy = {3k | k € N}.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Definice. Teorie T, T' jazyka L se nazyvaji sémanticky ekvivalentni, pravé kdyz Priklad 5
pro kazdou realizaci M jazyka L plati M =T & M ET'. 30 bodu

Rozhodnéte a dokazte, zda:
a) ke kazdé teorii existuje kone¢na teorie, kterd je s ni sémanticky ekvivalentni;
b) ke kazdé konecné teorii existuje jednoprvkova teorie, kterd je s ni sémanticky ekvivalentni.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. o B Lf] E 3 Ll 5 E -] E H
Je dan jazyk £ = {P, f,c,d} s rovnosti; mimologické symboly popisuje tabulka: Priklad 6
30 bodu
symbol ‘ typ arita

P predikatovy 1

f funkéni 2

c funkéni 0

d funkéni 0

Uvazme teorii T' = {f(z,y) = f(y,x), f(f(z,y).2) = f(z, f(y,2)), P(f(f(c.c),d))} jazyka L. Jak
se realizuje symbol P v kanonické struktufe M teorie T? Dokazte spravnost své odpovédi.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Necht S, T jsou splnitelné soubory formuli vyrokové logiky. Rozhodnéte a do- Priklad 7
kazte, zda nutné plati, Ze soubor S U T je: 10 bodu
a) splnitelny;

b) nesplnitelny.

Formulujte vétu o dedukci pro Lukasiewicziiv odvozovaci systém z prednasky. Priklad 8
Dejte priklad vlastniho odvozovaciho systému (rovnéz pro systém L(—,—)), 20 bodu
ktery je korektni a pro néjz plati pravé jedna z (meta)implikaci véty o dedukei.

Zdtvodnéte spravnost vasi volby.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H
Je dan jazyk £ = {P} s rovnosti, kde P je unarni predikatovy symbol. Priklad 1
Definujte, co je realizace M jazyka L. 20 bodu

Definujte, co je ohodnoceni e v realizaci M.
Definujte, kdy plati M = P(z) [e].
Definujte, kdy plati M |=z = y[e].

Je dan jazyk £ = {P, f,c} bez rovnosti; mimologické symboly popisuje tabulka: Priklad 2

10 bodu
symbol ‘ typ arita
P predikatovy 1
f funkéni 1
c funkéni 0

Dejte priklad realizace M jazyka L takové, ze pro pravé 3 uzaviené termy t jazyka £ plati M |= P(t).

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Necht o je unarni spojka odpovidajici ,konstantni nepravdé“, tj. op ~ —(¢ — ). Priklad 3
Dejte priklad formule ¢ logického systému L£(—, o), kterd je ekvivalentni formuli 10 bodu
AN B.

Je dan jazyk £ = {+,-} s rovnosti, kde oba mimologické symboly jsou binarni Priklad 4
funkéni. Uvazme jeho realizaci R, kde nosi¢em je mnozina R vSech redlnych cisel, 36 bodu
+ se realizuje jako scitani a - jako nasobeni.

Zadejte formuli p(z,y, z) jazyka L takovou, Ze pro kazdé ohodnoceni e plati
R = ple], pravé kdyz e(x), e(y), e(z) jsou délky stran né&jakého trojuhelniku.

Dokazte, ze kazda formule s touto vlastnosti musi obsahovat symbol -.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Jsou dény jazyky £1 = {-,n}, Lo = {-,n, f}, L3 = {-,n, f,p} s rovnosti; mimolo- Priklad 5

gické symboly popisuje tabulka: 40 bodu
symbol ‘ typ arita
: funkéni 2
n funkéni 0
f funkéni 1
P funkéni 0

Uvazme formule ¢ = z-y=y-a A (x-y)-z=z-(y-2) ANe-n=z, v =z -f(x)=n, £ = f(p)=0p
a teorie T1 = {p} nad jazykem L1, To = {¢, 1} nad jazykem Lo a T3 = {p, 1, &} nad jazykem Ls.

Rozhodnéte a dokazte, zda

a) teorie T5 je rozsSifenim teorie 77;

b) teorie T5 je konzervativnim rozsifenim teorie 77;
c) teorie T3 je konzervativnim rozsifenim teorie Tb;
d) teorie Ty je konzervativnim rozsifenim teorie T5.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H
Uvazme vyrokovou logiku se spojkami —, — a Lukasiewiczovym odvozovacim Priklad 6
systémem z pfednasky. Necht S oznacuje soubor vSech splnitelnych formuli. Roz- 24 bodu
hodnéte a dokazte, zda

a)SHA— B;

b) 5 = ~(A — A);
¢) lze soubor S rozdélit na soubory Sy, So (tj. S1 NSy =0 a S;USy = 5) tak, Ze oba dva soubory
S1, S jsou splnitelné.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Zformulujte nutnou a postacujici podminku (x) pro jazyk L predikatové logiky, Priklad 7
aby mélo smysl uvazovat kanonickou strukturu M teorie T nad jazykem L 20 bodu
(tj. aby M meéla neprazdny nosic).

Déle rozhodnéte a dokaZte, zda pro kanonickou strukturu M kazdé tplné teorie T' nad kazdym
jazykem L bez rovnosti, ktery spliiuje podminku (%), plati, Ze M je modelem teorie T'.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. o B Lf] E 3 Ll 5 E -] E H
Je dan jazyk £ = {P, g,c} s rovnosti; mimologické symboly popisuje tabulka: Priklad 1
20 bodu
symbol typ arita
P predikatovy 1
g funkéni 2
c funkéni 0

Definujte, co je term jazyka L.
Definujte, co je realizace t[e] termu ¢ pii ohodnoceni e v realizaci M jazyka L.
Dejte ptiklad 3 uzavienych termu jazyka L.

Necht S, T jsou nesplnitelné soubory formuli vjrokové logiky. Rozhodnéte a do- Priklad 2
kazte, zda nutné plati, Ze je nesplnitelny i soubor 10 bodu
a) SNT;
b) SUT.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Necht V oznacuje soubor vSech proménnych vyrokové logiky. Valuaci v nazveme Priklad 3
péknou, pravé kdyz v(X) = 0 pro vSechny X € V—{A, B,C} (existuje tedy pravé 10 bodu
8 péknych valuaci). Dejte pfiklad formule ¢ logického systému L£(—, —), ktera je

pravdiva pri pravé 5 péknych valuacich.

Je dén jazyk £ = {-, ¢, P} s rovnosti; mimologické symboly popisuje tabulka: Priklad 4
30 bodu
symbol typ arita
funkéni 2
c funkéni 0

P predikatovy 1
Uvazme jeho realizaci M, kde:
nosi¢em je mnozina Q1 vSech kladnych racionalnich éisel;
- se realizuje jako nasobeni, tj. ‘o = {((z,y),2y) | z,y € QT };
¢ se realizuje jako osmicka, tj. cpq = 8;
P se realizuje jako ,je celé ¢islo“, tj. Py = NT.

Zadejte formuli p(x) jazyka £ takovou, Ze pro kazdé ohodnoceni e plati

M [ ¢ [e], pravé kdyz jmenovatel ¢isla e(x) (v zékladnim tvaru) je sudy.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Necht P je binarni predikatovy symbol. Rozhodnéte a dokazte, zda existuje spl- Priklad 5
nitelné teorie T, kterd m4 jen modely s nekoneénym nosi¢em, a navic: 40 bodn
a) T je nad jazykem {P} s rovnosti;

b) T je konec¢né a nad jazykem {P} s rovnosti;

c) T je nad jazykem {P} bez rovnosti;

d) T je kone¢né a nad jazykem {P} bez rovnosti.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je dan jazyk £ = {a,b,c, P,X,Y} s rovnosti; mimologické symboly popisuje Priklad 6
tabulka: 20 bodu

symbol ‘ typ arita
a,b,c funkéni 0
P predikatovy 1
X,Y | predikatovy 0

Uvazme formule o1 = XV Y, p2 = X < (P(a)ANP((b)), p3 =Y < (Pla)ANP(c)), pa =z =y a

teorie 71 = {1, p2, 3}, To = {¥1, 2, ¥3, pa} nad jazykem L.
Popiste kanonickou strukturu My teorie 17 a kanonickou strukturu Moy teorie T5.

Rozhodnéte, zda M1 | p1, M1 E p2, M1 |E p3, Mo = @1, Mo = @2, Mo = 3, Ma = ¢4.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Necht T je teorie nad jazykem Lq bez rovnosti a Ts je teorie nad jazykem Ly bez Priklad 7
rovnosti, pficemz T} je tplna a T5 je jejim konzervativnim rozsifenim. Rozhodnéte 30 bodu
a dokazte, zda nutné plati, ze T3 je tplnd, pokud dale vime, zZe

a) El = ﬁz;

b) £y # Lo.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je dan jazyk L predikitové logiky, jeho formule ¢, realizace M a teorie 7. Priklad 1
O kazdém z néasledujicich vztahd rozhodnéte, zda m&a smysl, a pokud ano, 20 bodu
definujte jej Mo, MET, MEF o, MET, T =@, TF .

(Nemusite uvadét definici dikazu ani Tarského definici sémantiky.)

Necht S je soubor formuli vyrokové logiky, ktery mé nekoneéné mnoho splnitel- Priklad 2
nych podsoubortl. Rozhodnéte a dokazte, zda nutné plati, Ze S je splnitelny. 10 bod1

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Dejte ptiklad formule ¢, kteréd je v konjunktivni normalni formé a ktera je ekvi- Priklad 3
valentni formuli (A — B) — C. 10 bodua

Je dan jazyk £ = {C} bez rovnosti, kde C je binarni predikatovy symbol. Uvazme Priklad 4
jeho realizaci M, kde: 30 bodu
nosi¢em je mnozina 2V vSech podmnozin mnoziny N vsech pfirozenjch ¢sel;
C se realizuje jako ostra mnozinovéa inkluze.

Zadejte formuli p(z,y) jazyka L takovou, Ze pro kazdé ohodnoceni e plati

M = ¢ €], pravé kdyz mnoziny e(x), e(y) jsou navzajem svymi komplementy.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Necht f je unarni a ¢ nularni funkéni symbol. Uvazme teorii

T = {¥z3y(f(y) = ), Va(f(x) # x), I=(f*(x) # z), ¥}, kde
5 5 5
Y = daydarodrsdrsdes /\ /\ x; #x; N Vy <\/ Yy = xz>
i=1j=i+1 i=1

a) Intuitivné vysvétlete vyznam jednotlivych formuli.
b) Dokazte, ze teorie T neni Gplna nad jazykem {f,c} (s rovnosti).

c) Je tato teorie iplna nad jazykem {f} (s rovnosti)? Svou odpovéd zdavodnéte.

Priklad 5
40 bodu

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je dan jazyk £ = {f, g}, kde oba symboly jsou funkéni s aritami po fadé 1 a 3. Priklad 6
Necht p.(t), ps(t) a py(t) oznacuji po Fadé pocet carek, pocet symbolt f a pocet 20 bodu
symbolii g v termu ¢ jazyka L. Zformulujte vSeobecné platnou zavislost p. na py

a pg (tj. exaktné feceno: najdéte funkci h: N2 — N takovou, Ze pro kazdy term ¢ jazyka L plati
Pe(t) = h(pg(t), pe(t))). Dokazte tuto zavislost strukturalni indukei.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Definice. Formule ¢ jazyka £ predikatové logiky se nazyva tautologie, prave kdyz Priklad 7
M E € pro kazdou realizaci M jazyka L. 14 bodu

Je dan jazyk £ = {P} bez rovnosti, kde P je binarni predikidtovy symbol, a dale je dana formule
¥ = Va3y P(x,y). Dejte pfiklad formule ¢ jazyka £ takové, ze formule v je sémantickym dusledkem
teorie {¢}, ale ¢ — 1) neni tautologie. Dokazte, Ze pfi vasi volbé formule ¢ skuteéné plati, ze ¢ — 1
neni tautologie.

Je déan jazyk £ = {c} s rovnosti, kde ¢ je nuldrni funkéni symbol (konstanta). Priklad 8
Dokazte, ze teorie T' = () nad jazykem L neni henkinovska. Dejte piiklad splnitelné 16 bodu
henkinovské teorie nad jazykem L.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H
Uvazme systém L(—, A) vyrokové logiky, obsahujici jen negaci a konjunkci. Priklad 1
Definujte, co je formule systému L. 20 bodu

Definujte, co je valuace (vyrokovych proménnych).
Definujte rozsifeni valuace z vyrokovych proménnych na vSechny formule systému L.

Je dén jazyk £ = {A, B,C, D, E} bez rovnosti. O kazdém z jeho mimologickych ~ Priklad 2
symboli urcete, jakého je typu (predikatovy/funkéni) a jakou ma aritu, vite-li, 10 bodu
ze (A(B,C(z,D(y)),z) — E) je formule jazyka L.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Necht A zna¢i operator NOR, tj. ¥ A & ~ —(¢ V £). Dejte piiklad formule ¢  Priklad 3
logického systému L(A), ktera je ekvivalentni formuli A — B. 10 bodu

Je dén jazyk £ = {-} s rovnosti, kde - je binarni funkéni symbol. Uvazme jeho Priklad 4
realizaci M, kde: 30 bodu

nosi¢em je mnozina {a,b}" vSech neprazdnych slov nad abecedou {a,b};
- se realizuje jako zfetézeni.

Zadejte formuli p(x) jazyka £ takovou, ze pro kazdé ohodnoceni e plati

M = ¢ e], pravé kdyz slovo e(x) za¢ind a kondi na stejné pismeno.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H

Je dén jazyk £ = {P} s rovnosti, kde P je binarni predikatovy symbol. Dale jsou ~ Priklad 5

dény forumle ¢, 1, &,  a teorie Ty, To, T3 nad jazykem L: 30 bodu
¢ = JaxFyTz(xFy ANx#z ANy#z)
Y = VaVyP(z,y) Ty = {p,9}
§ = VadyP(z,y) Ty = {p,& ()
( = 3FyvaP(z,y) T3 = {p,~¢,(}

O kazdé z teorii 11, Tb, T3 rozhodnéte a dokazte, zda je splnitelné.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. o B Lf] E 3 Ll 5 E -] E H
Je dan jazyk £ = {P, f, g,c} s rovnosti; mimologické symboly popisuje tabulka: Priklad 6
36 bodu
symbol ‘ typ arita

P predikatovy 1

f funkéni 1

g funkéni 1

c funkéni 0

Uvazme teorii T' = {P(c), Vz(P(z) < P(f(f(2)))), Va(f(g9(z)) = z), Va(g9(f(z)) = 2)} U
U {Vz(f™(x) # x) |n € NT} nad jazykem L. Popiste kanonickou strukturu M teorie T'. Dbejte
pritom téz na precizni popis nosice. DokazZte, ze do Py nepatii nic vic, nez tvrdite.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.
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Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyphite zleva

dle priloZeného vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahujte. B ] E 3 Ll 5 E -] E H
Definice. Obrazem zobrazeni g: A — B rozumime mnozinu {g(a)|a € A}. Priklad 7
24 bodu

Je dan jazyk £ = {f} s rovnosti, kde f je unarni funkéni symbol. Rozhodnéte a dokazte, zda existuje
teorie T nad jazykem L takova, Ze pro libovolnou realizaci M jazyka L plati

M [ T, pravé kdyz obraz zobrazeni fu je

a) konecny;
b) nekoneény.

Oblast strojové snimatelngjch informaci, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.



