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Problémy teorie &isel
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P¥irozena a celd &isla jsou nejjednodussi matematickou strukturou,
zkoumani jejich vlastnosti v8ak postavilo pfed generace
matematik{ celou ¥adu velice obtiznych problémi.

Casto jsou to problémy, které je mozno snadno formulovat, pfesto
v8ak dodnes nezndme jejich YeSeni.

V nékolika prednagkich se ted budeme zabyvat tlohami o celych

Cislech. P¥evazné v nich pljde o délitelnost celych &isel, pop¥ipadé
o feSeni rovnic v oboru celych nebo pfirozenych &isel.

God made integers, all else is the work of man. (L. Kronecker)
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P¥iklady problémi teorie Cisel

@ problém prvociselnych dvojéat — rozhodnout, zda existuje
nekone¢né mnoho prvocisel p takovych, Ze i p 4+ 2 je prvodislo,
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P¥iklady problémi teorie Cisel

@ problém prvociselnych dvojéat — rozhodnout, zda existuje
nekone¢né mnoho prvocisel p takovych, Ze i p 4+ 2 je prvodislo,

@ problém existence lichého dokonalého ¢&isla — tj. Cisla jehoz
soulet déliteld je roven dvojndsobku tohoto ¢&isla

e Goldbachova hypotéza (rozhodnout, zda kazdé sudé &islo vétsi
nez 2 je mozno psat jako soutet dvou prvoiisel),

o velkd Fermatova véta (Fermat's Last Theorem) — rozhodnout,
zda existuji p¥irozend &isla n, x, y, z tak, Ze n > 2 a plati
x™+ y" = z"; Pierre de Fermat jej formuloval cca 1637,
vyresil Andrew Wiles v roce 1995.
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diofantické rovnice

V kouzelném mé&Sci mame neomezené mnoZstvi dvoukorun a
pétikorun. Jaké ¢astky milzeme zaplatit tak, aby nebylo potteba
vracet?
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diofantické rovnice

V kouzelném mé&Sci mame neomezené mnoZstvi dvoukorun a
pétikorun. Jaké ¢astky milzeme zaplatit tak, aby nebylo potteba
vracet?

Ptame se tedy, pro kterd pfirozend &isla n existuji p¥irozena k, ¢
tak, aby

2k +5¢ = n.

T4

Asi se da vcelku snadno uvéfit, Ze libovolnou vyssi ¢astku takto
zaplatime, po pravdé jakoukoliv €astku s vyjimkou 1 K¢ a 3 K&.
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diofantické rovnice

V kouzelném mé&Sci mame neomezené mnoZstvi dvoukorun a
pétikorun. Jaké ¢astky milzeme zaplatit tak, aby nebylo potteba
vracet?

Ptame se tedy, pro kterd pfirozend &isla n existuji p¥irozena k, ¢
tak, aby
2k +54 = n.

Asi se da vcelku snadno uvéfit, Ze libovolnou vyssi ¢astku takto
zaplatime, po pravdé jakoukoliv €astku s vyjimkou 1 K¢ a 3 K&.
S vracenim pak zvlddneme zaplatit libovolnou &3stku, tj. kazdé n
Ize vyjad¥it jako

2k+50=n
pro né&jaka celd k, 4.
Umime to pro jakékoliv hodnoty minci? Jak by to dopadlo t¥eba
pro 7k 4+ 11¢ = n? A jak pro 4k + 6£ = n?
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Rekneme, Ze celé &islo a dé&li celé &islo b (neboli &islo b je dé&litelné
Cislem a, téZ b je ndsobek a), pravé kdyz existuje celé &islo c tak,
Ze plati a- ¢ = b. Pi¥eme pak a | b.
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alb|c = a|caantisymetriia|b|a = a=b:
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Rekneme, Ze celé &islo a dé&li celé &islo b (neboli &islo b je dé&litelné
Cislem a, téZ b je ndsobek a), pravé kdyz existuje celé &islo c tak,
Ze plati a- ¢ = b. Pi¥eme pak a | b.

Snadno se vidi, Ze dé&litelnost je uspo¥adani na p¥irozenych (tedy
nezdpornych celych) &islech, tj. spliiuje reflexivitu a | a, tranzitivitu
alb|c = a|caantisymetriia|b|a = a=b:
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alb AN alc = alb+c AN a|lb-c
alb<= ac|bc (c#0)
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Uvidi se, ze zéleZi pouze na zbytku n po déleni tfemi.
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Déle nas budou zajimat algebraické vlastnosti délitelnosti:

alb AN alc = alb+c AN a|lb-c
alb<= ac|bc (c#0)

Zjistéte, pro kterd p¥irozend &isla n je &islo n? + 1 délitelné &islem 3.

Uvidi se, ze zéleZi pouze na zbytku n po déleni tfemi.

Zjistéte, pro ktera p¥irozend &isla n je &islo n? + 1 d&litelné &islem
n+ 1.
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Déleni se zbytkem

Véta (o déleni celych &isel se zbytkem)

Pro libovolné zvolena ¢&isla a € 7, m € N existuji jednoznacné
uréend &isla g € Z, r € {0,1,...,m— 1} tak, Ze a=gm+r.
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Déleni se zbytkem

Véta (o déleni celych &isel se zbytkem)

Pro libovolné zvolena ¢&isla a € 7, m € N existuji jednoznacné
uréend &isla g € Z, r € {0,1,...,m— 1} tak, Ze a=gm+r.

Dokazeme pro a > 0 indukci: pro a < m zfejmé, pro a > m pak
rekurzivné& s vyuZitim vysledku pro a — m (podil je potfeba zvé&tsit
o 1, zbytek zistane stejny). Ol
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Cislo g, resp. r z véty se nazyva (netiplny) podil, resp. zbytek pti
déleni &isla a &islem m se zbytkem. Vhodnost obou nazvi je
zfejma, prepiSeme-li rovnost a = mq + r do tvaru

a

2 g+ L, pritom o<l <1,
m m m
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Cislo q, resp. r z véty se nazyva (netiplny) podil, resp. zbytek pti
déleni &isla a &islem m se zbytkem. Vhodnost obou nazvi je
zfejma, prepiSeme-li rovnost a = mq + r do tvaru

a r ) r
—=qg+ —, pfitom 0<— <1
m m m

s

DokaZte, ze jsou-li zbytky po délenf &isel a, b € Z &islem m € N
jedna, je jedna i zbytek po dé&leni &isla ab Cislem m.
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Nejvétsi spoletny délitel (ged)

Jednim z nejdileZit&jsich nastrojd vypoletni teorie Cisel je vypolet
nejvétsiho spolecného délitele. ProtoZe jde, jak si ukdZeme,

o relativn& rychlou proceduru, je i v modernich algoritmech velmi
¢asto vyuZivana.
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Jednim z nejdileZit&jsich nastrojd vypoletni teorie Cisel je vypolet
nejvétsiho spolecného délitele. ProtoZe jde, jak si ukdZeme,

o relativn& rychlou proceduru, je i v modernich algoritmech velmi
¢asto vyuZivana.

Mé&jme ptirozena ¢&isla a, b. Libovolné pt¥irozené &islo m takové, ze
m | a, m| b se nazyva spole¢ny délitel &isel a, b. Spole¢ny délitel
Cisel a, b, ktery je délitelny libovolnym spoleénym délitelem téchto
Cisel, se nazyva nejvétsi spolecny délitel Cisel a, b a znaki se (a, b).
(Jedna se o infimum vzhledem k délitelnosti.)
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Nejvétsi spoletny délitel (ged)

Jednim z nejdileZit&jsich nastrojd vypoletni teorie Cisel je vypolet
nejvétsiho spolecného délitele. ProtoZe jde, jak si ukdZeme,

o relativn& rychlou proceduru, je i v modernich algoritmech velmi
¢asto vyuZivana.

Mé&jme ptirozena ¢&isla a, b. Libovolné pt¥irozené &islo m takové, ze
m | a, m| b se nazyva spole¢ny délitel &isel a, b. Spole¢ny délitel
Cisel a, b, ktery je délitelny libovolnym spoleénym délitelem téchto
Cisel, se nazyva nejvétsi spolecny délitel Cisel a, b a znaki se (a, b).
(Jedna se o infimum vzhledem k délitelnosti.)

Naptiklad (12,16) = 4.
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Poznamka

P¥imo z definice plyne, Ze pro libovolné a, b € N plati
(a,b) = (b,a), (a,1) =1, (a,0) = a.
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Poznamka

P¥imo z definice plyne, Ze pro libovolné a, b € N plati
(a,b) = (b,a), (a,1) =1, (a,0) = a.

Meé&jme pFirozena &isla a, b. Libovolné p¥irozené Cislo m takové, Ze
a| m, b| mse nazyvd spole¢ny ndsobek &isel a, b. Spole¢ny
nasobek &isel a, b, ktery déli libovolny spole¢ny nasobek téchto
Cisel, se nazyvd nejmensi spole¢ny nasobek Cisel a, b a znadi se
[a, b].
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Poznamka

P¥imo z definice plyne, Ze pro libovolné a, b € N plati
(a, b) = (b, a), (a,1) =1, (a,0) = a.

Meé&jme pFirozena &isla a, b. Libovolné p¥irozené Cislo m takové, Ze
a| m, b| mse nazyvd spole¢ny ndsobek &isel a, b. Spole¢ny
nasobek &isel a, b, ktery déli libovolny spole¢ny nasobek téchto
Cisel, se nazyvd nejmensi spole¢ny nasobek Cisel a, b a znadi se
[a, b].

Poznamka

(a1,---,an) = ((a1,.--,an-1), an)

[a1,...,an] = [[a1, .-, an-1], an]
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Euklidav algoritmus

Dosud jsme nijak nezddvodnili, zda pro kazdou dvojici a,b € Z
gisla (a, b) a [a, b] vibec existuji. To si lze hezky pFedstavit pres
roklad na prvotinitele, ale ten je vypoletn& velmi niro¢ny (RSA) a
navic k jeho odvozeni budeme existenci nejvétsiho spole¢ného
délitele vyuzivat.
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roklad na prvotinitele, ale ten je vypoletn& velmi niro¢ny (RSA) a
navic k jeho odvozeni budeme existenci nejvétsiho spole¢ného
délitele vyuzivat.

Pokud v8ak existuji, jsou urena jednoznaéné&: Pro kazda dvé &isla
my, my € Ny totiz podle definice plati, Ze pokud my | my a zrovefi
my | my, je nutn& my = my. Dikaz existence &isla (a, b) poddme
(spolu s algoritmem jeho nalezeni) v nésledujici vétg.
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Euklidav algoritmus

Dosud jsme nijak nezddvodnili, zda pro kazdou dvojici a,b € Z
gisla (a, b) a [a, b] vibec existuji. To si lze hezky pFedstavit pres
roklad na prvotinitele, ale ten je vypoletn& velmi niro¢ny (RSA) a
navic k jeho odvozeni budeme existenci nejvétsiho spole¢ného
délitele vyuzivat.

Pokud v8ak existuji, jsou urena jednoznaéné&: Pro kazda dvé &isla
my, my € Ny totiz podle definice plati, Ze pokud my | my a zrovefi
my | my, je nutn& my = my. Dikaz existence &isla (a, b) poddme
(spolu s algoritmem jeho nalezeni) v nésledujici vétg.

Véta (Euklidiv algoritmus)

Necht a1, a» jsou pFirozend &isla. Pro kaZdé n > 3, pro které

an—1 # 0, oznaéme a,, zbytek po déleni &isla a,—» &islem a,_1. Pak
po konecném poctu krokii dostaneme ay = 0 a plat/

dg—1 = (31, 32).
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Euklidav algoritmus

Algoritmus a dilkaz jeho korektnosti demonstrujeme na ptikladu:

Ur&ete nejvétsiho spole¢ného délitele &isel 10175 a 2277.
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Vlastnosti gcd

Pozndamka

Z definice, z p¥edchoziho tvrzeni a z toho, Ze pro libovolna a, b € Z
plati (a, b) = (a, —b) = (—a, b) = (—a, —b), plyne, Ze existuje
nejvétsi spole¢ny délitel libovolnych dvou celych &isel.
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Vlastnosti gcd

Poznamka

Z definice, z predchoziho tvrzeni a z toho, Ze pro libovolnad a, b € Z
plati (a, b) = (a, —b) = (—a, b) = (—a, —b), plyne, Ze existuje
nejvétsi spole¢ny délitel libovolnych dvou celych &isel.

Véta (Bezoutova)

Pro libovolna cela &isla a1, a» existuje jejich nejvétsi spolecny
délitel (a1, a2), pFitom existuji celd &isla ky, ko tak, Ze
(a1,a2) = ka1 + koao.

.
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Vlastnosti gcd

Poznamka

Z definice, z predchoziho tvrzeni a z toho, Ze pro libovolnad a, b € Z
plati (a, b) = (a, —b) = (—a, b) = (—a, —b), plyne, Ze existuje
nejvétsi spole¢ny délitel libovolnych dvou celych &isel.

Véta (Bezoutova)

Pro libovolna cela &isla a1, a» existuje jejich nejvétsi spolecny
délitel (a1, a2), pFitom existuji celd &isla ky, ko tak, Ze
(a1,a2) = ka1 + koao.

.

Diusledek

Pro libovolna cela &isla a1, ap Ize jako celo¢iselné kombinace
n = kya; + koap vyjadrit pravé nasobky nejvétsiho spole¢ného
délitele (a1, az).
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Vypocet nejvétsiho spole¢ného délitele pomoci Euklidova algoritmu
je s vyuZitim vypocetni techniky i pro relativné velka &isla pomérné
rychly. V nasem p¥ikladu to vyzkouime na 2 &islech A,B, z nichz
kazdé je soutinem dvou 101-cifernych prvocisel. VEimné&me si, Ze
vypocet nejvétsiho spolecného délitele i takto velkych &isel trval
zanedbatelny &as.

P¥iklad v systému SAGE Ize vyzkouSet na https://cocalc.com/.

Poznamka

Eukliddv algoritmus a Bezoutova véta jsou zdkladnimi vysledky
elementarni teorie &isel a tvofi jeden z pilith algoritmi algebry a
teorie &isel.



https://cocalc.com/
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Nesoudé&lnost

Cisla a, b € Z se nazyvaji nesoudéIng, jestlize plati (a, b) = 1. Cisla
ai, ar,...,an € 7Z se nazyvaji po dvou nesoudélna, jestlize pro
kazdé i # j plati (aj, aj) = 1.
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Nesoudé&lnost

Cisla a, b € Z se nazyvaji nesoudéIng, jestlize plati (a, b) = 1. Cisla
ai, ar,...,an € 7Z se nazyvaji po dvou nesoudélna, jestlize pro
kazdé i # j plati (aj, aj) = 1.

v

Pro libovolna pFirozena ¢&isla a, b a jejich nejvétsiho spole¢ného
délitele (a, b) = d jsou ¢&isla a/d, b/d nesoudélnd.

.
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Cislo k je spoletny délitel &isel a/d, b/d, pravé kdyz

k|ajd, k|b/d< kd|a, kd | b kd | (a,b)=d < k|1

a jediné takové k je tedy 1. O
a b a/d b/d
\ / B \ /
d 1
! ~a !
! !
! !
kd k
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Pro libovolna pFirozena &isla a, b, ¢ plati: jestlize ¢ | ab, (c,a) =1,
pak c | b.

Zjevn& c | cb a podle ptedpokladu také c | ab, musi tedy ¢ d&lit i
Jjakoukoliv jejich celo&iselnou kombinaci; pfitom podle Bezoutova
lemmatu kc + la = 1, takZe

c|(k-cb+1-ab) = (kc+ la)b = b. O
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Nejmensi spole¢ny ndsobek

Pro libovolnd pFirozend Cisla a1, ay existuje jejich nejmensi spole¢ny
ndsobek [a1, a2] a plati (a1, a2) - [a1, a2] = a1a2.

Nejlépe se vidi pres rozklad na soucin prvocisel. []




Prvotisla
[ ]

Plan prednasky

Q@ Prvotisla



Prvodislo je jeden z nejdileZitéjsich pojmi elementarni teorie Cisel.
Jeho dilezitost je ddna predevsim vétou o jednoznaéném rozkladu
libovolného pFirozeného &isla na soudin prvodisel, kterd je silnym a
a¢innym nastrojem pFi ¥eSeni celé ¥ady uloh z teorie &isel.

Kazdé prirozené &islo n > 2 ma aspon dva kladné délitele: 1 a n.
Pokud kromé té&chto dvou jiné kladné délitele nemd, nazyva se
prvocislo. V opaném pt¥ipadé hovofime o sloZeném Cisle.
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Prvodislo je jeden z nejdileZitéjsich pojmi elementarni teorie Cisel.
Jeho dilezitost je ddna predevsim vétou o jednoznaéném rozkladu
libovolného pFirozeného &isla na soudin prvodisel, kterd je silnym a
a¢innym nastrojem pFi ¥eSeni celé ¥ady uloh z teorie &isel.

Kazdé prirozené &islo n > 2 ma aspon dva kladné délitele: 1 a n.
Pokud kromé té&chto dvou jiné kladné délitele nemd, nazyva se
prvocislo. V opaném pt¥ipadé hovofime o sloZeném Cisle.

V dalSim textu budeme zpravidla prvodislo znalit pismenem p.
Nejmensi prvodisla jsou 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37,
... (zejména &islo 1 za prvotislo ani za &islo sloZzené nepovaZzujeme,
je totiZ invertibilni, neboli tzv. jednotkou okruhu celych &isel).
Prvotisel je, jak brzy dokdZeme, nekone¢né mnoho, mdme ovsem
pomérné limitované vypoletni prostfedky na zjisté&ni, zda je dané
¢islo prvotislem (nejvétsi znamé prvotislo 282589933 _ 1 m4 pouze
24 862 048 cifer).
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Prvotisla
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Z3akladni véta aritmetiky

Uved me nyni vétu, kterd udava ekvivalentni podminku
prvodiselnosti a je zdkladni ingredienci p¥i diikazu jednozna&nosti
rozkladu na prvodisla.

Véta (Euklidova o prvotislech)

PFirozené &islo p > 2 je prvocislo, pravé kdyZ plati: pro kaZdd celd
¢isla a,b z p | ab plyne p | a nebo p | b.
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Z3akladni véta aritmetiky

Uved me nyni vétu, kterd udava ekvivalentni podminku
prvodiselnosti a je zdkladni ingredienci p¥i diikazu jednozna&nosti
rozkladu na prvodisla.

Véta (Euklidova o prvotislech)

Ptirozené Cislo p > 2 je prvocislo, pravé kdyZ plati: pro kaZzda cela
¢isla a,b z p | ab plyne p | a nebo p | b.

v

Libovolné pfirozené &islo n > 2 je mozZné vyjddrit jako soucin
prvocisel, pficemZ je toto vyjadreni jediné, nebereme-li v tivahu
pofadi &initeld. (Je-li n prvocislo, pak jde o , soucin* jednoho
prvocisla.)
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