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Motto: spojité a diskrétńı modely se vzájemně
poťrebuj́ı a doplňuj́ı.

Př́ıklad

Máme v peněžence 4 korunové mince, 5 dvoukorunových a 3
pětikorunové. Z automatu, který nevraćı, chceme minerálku za 22
Kč. Kolika způsoby to uḿıme, aniž bychom ztratili p̌replatek?

Hledáme zjevně č́ısla i , j a k taková, že i + j + k = 22 a zároveň

i ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, j ∈ {0, 2, 4, 6, 8, 10}, k ∈ {0, 5, 10, 15}.
Uvažme součin polynomů (ťreba nad reálnými č́ısly)

(x0+x1+x2+x3+x4)(x0+x2+x4+x6+x8+x10)(x0+x5+x10+x15).

Mělo by být žrejmé, že hledaný počet řešeńı je d́ıky
(Cauchyovskému) způsobu násobeńı polynomů právě koeficient
u x22 ve výsledném polynomu. Skutečně tak dostáváme čty̌ri
možnosti 3 ∗ 5 + 3 ∗ 2 + 1 ∗ 1, 3 ∗ 5 + 2 ∗ 2 + 3 ∗ 1,
2 ∗ 5 + 5 ∗ 2 + 2 ∗ 1 a 2 ∗ 5 + 4 ∗ 2 + 4 ∗ 1.
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Předchoźı p̌ŕıklad asi vypadal sṕı̌s jako složitý zápis jednoduchých

”
backtrackingových úvah“. Následuj́ıćı p̌ŕıklad ukazuje, že tento

postup lze ale s výhodou zobecnit.
Necht’ I , J jsou konečné množiny nezáporných celých č́ısel. Potom
je pro dané r ∈ N počet řešeńı (i , j) rovnice i + j = r splňuj́ıćıch
i ∈ I , j ∈ J roven koeficientu u x r v polynomu (

∑
i∈I x

i )(
∑

j∈J x
j).

Př́ıklad

Kolika způsoby můžeme pomoćı minćı (1, 2, 5, 10, 20 a 50 Kč)
zaplatit platbu 100 Kč?

Hledáme p̌rirozená č́ısla a1, a2, a5, a10, a20 a a50 taková, že ai je
násobkem i pro všechna i ∈ {1, 2, 5, 10, 20, 50} a zároveň
a1 + a2 + a5 + a10 + a20 + a50 = 100. Podobně jako výše je vidět,
že požadovaný počet lze źıskat jako koeficient u x100 v

(1 + x + x2 + . . . )(1 + x2 + x4 + . . . )(1 + x5 + x10 + . . . )

(1 + x10 + x20 + . . . )(1 + x20 + x40 + . . . )(1 + x50 + x100 + . . . )
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Př́ıklad

V krabici je 5 červených, 10 modrých a 15 b́ılých ḿıčk̊u, ḿıčky
stejné barvy p̌ritom nelze rozeznat. Kolika způsoby je možné vybrat
soubor 7 ḿıčk̊u k vyzkoušeńı? A o kolik ḿıň to bude, když chceme
aspoň 1 červený, aspoň 2 modré a aspoň 3 b́ılé?

Řešeńı

Hledaný počet je roven koeficientu u x7 v součinu

(1+x +x2 + · · ·+x5)(1+x +x2 + · · ·+x10)(1+x +x2 + · · ·+x15).

Když máme p̌redepsaný nějaký počet jako nejmenš́ı možný, prostě
začneme až od p̌ŕıslušných mocnin.
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Využit́ım operaćı s polynomy lze velmi snadno odvodit také
některé kombinatorické vztahy, které známe již z ďŕıvěǰska.
Využijeme p̌ritom binomickou větu.

Věta (binomická)

Pro n ∈ N a r ∈ R plat́ı

n∑
k=0

(
n

k

)
xk = (1 + x)n.

Na pravou stranu se můžeme d́ıvat jako na součin n polynomů,
levá je zápisem polynomu vzniklého jejich roznásobeńım.
Dosazeńım č́ısel x = 1, resp. x = −1 dostáváme známé vzorce:

Důsledek∑n
k=0

(n
k

)
= 2n,∑n

k=0(−1)k
(n
k

)
= 0.
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Pod́ıváme se ted’ na obě strany v binomické větě
”
spojitýma

očima“ a s využit́ım vlastnost́ı derivaćı odvod́ıme daľśı vztah mezi
kombinačńımi č́ısly.

Důsledek

Plat́ı
n∑

k=0

k

(
n

k

)
= n2n−1.

Důkaz.

Na obě strany binomické věty se pod́ıváme jako na polynomiálńı
funkce. Derivaćı levé strany dostaneme n(1 + x)n−1, derivaćı pravé
strany (člen po členu) pak

∑n
k=1 k

(n
k

)
xk−1. Dosazeńım x = 1

dostaneme tvrzeńı.
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(Formálńı) mocninné řady

Definice

Bud’ dána nekonečná posloupnost a = (a0, a1, a2, . . .). Jej́ı
vytvǒruj́ıćı funkćı rozuḿıme (formálńı) mocninnou řadu tvaru

∞∑
k=0

akx
k = a0 + a1x + a2x

2 + · · · .

Poznámka

O formálńı mocninné řadě hovǒŕıme proto, že se zat́ım na tuto
řadu d́ıváme čistě formálně jako na jiný zápis dané posloupnosti a
nezaj́ımáme se o konvergenci. Na druhou stranu to ale znamená, že
formálńı mocninná řada neńı funkce a nemůžeme do ńı dosazovat.
To ovšem vzápět́ı naprav́ıme, když s využit́ım znalost́ı z analýzy
nekonečných řad p̌rejdeme od formálńıch mocninnných řad
k p̌ŕıslušným funkćım.
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Př́ıklad

Posloupnosti samých jedniček odpov́ıdá formálńı mocninná řada
1 + x + x2 + x3 + · · · . Z analýzy v́ıme, že stejně zapsaná mocninná
řada konverguje pro x ∈ (−1, 1) a jej́ı součet je roven funkci
1/(1− x). Stejně tak obráceně, rozvineme-li tuto funkci do
Taylorovy řady v bodě 0, dostaneme žrejmě původńı řadu.
Takovéto

”
zakódováńı“ posloupnosti č́ısel do funkce a zpět je

kĺıčovým obratem v teorii vytvǒruj́ıćıch funkćı.

Jak jsme již zḿınili, tento obrat lze ale použ́ıt pouze tehdy, pokud
v́ıme, že řada alespoň v nějakém okoĺı 0 konverguje. Často ale

”
diskrétńı“ matematici použ́ıvaj́ı následuj́ıćı

”
podvod“:

pomoćı formálńıch mocninných řad odvod́ı nějaký vztah
(formuli, rekurenci,. . . ) bez toho, aby se zaj́ımali
o konvergenci

jinými prosťredky (často matematickou indukćı) tento vztah
dokážou
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Vytvǒruj́ıćı funkce v praxi využ́ıváme:

k nalezeńı explicitńı formule pro k-tý člen posloupnosti;

často vytvǒruj́ıćı funkce vycházej́ı z rekurentńıch vztahů,
občas ale d́ıky nim odvod́ıme rekurentńı vztahy nové;

výpočet pr̊uměr̊u či jiných statistických závislost́ı (nap̌r.
pr̊uměrná složitost algoritmu);

důkaz r̊uzných identit;

často je nalezeńı p̌resného vztahu p̌ŕılǐs obt́ıžné, ale mnohdy
stač́ı vztah p̌ribližný nebo alespoň asymptotické chováńı.
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Dosazováńı do mocninných řad

Následuj́ıćı větu znáte z matematické analýzy z loňského semestru:

Věta

Bud’ (a0, a1, a2, . . . ) posloupnost reálných č́ısel. Plat́ı-li pro nějaké
R ∈ R, že pro všechna k � 0 je |ak | ≤ Rk , pak řada

a(x) =
∑
k≥0

akx
k

konverguje pro každé x ∈ (− 1
R ,

1
R ). Součet této řady tedy definuje

funkci na uvedeném intervalu, tuto funkci označujeme rovněž a(x).
Hodnotami funkce a(x) na libovolném okoĺı 0 je jednoznačně
určena p̊uvodńı posloupnost, nebot’ má a(x) v 0 derivace všech
řád̊u a plat́ı

ak =
a(k)(0)

k!
.
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Přehled mocninných řad

1

1− x
=
∑
k≥0

xk ,

ln
1

1− x
=
∑
k≥1

xk

k
,

ex =
∑
k≥0

xk

k!
,

sin x =
∑
k≥0

(−1)k
x2k+1

(2k + 1)!
,

cos x =
∑
k≥0

(−1)k
x2k

(2k)!
,

(1 + x)r =
∑
k≥0

(
r

k

)
xk .
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Poznámka

Posledńı vzorec

(1 + x)r =
∑
k≥0

(
r

k

)
xk

je tzv. zobecněná binomická věta, kde pro r ∈ R je
binomický koeficient definován vztahem(

r

k

)
=

r(r − 1)(r − 2) · · · (r − k + 1)

k!
.

Speciálně klademe
(r

0

)
= 1.

Pro n ∈ N z uvedeného vztahu snadno dostaneme

1

(1− x)n
=
∑
k≥0

(
k + n − 1

n − 1

)
xk .
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Některým jednoduchým operaćım s posloupnostmi odpov́ıdaj́ı
jednoduché operace nad mocninnými řadami:

Sč́ıtáńı (ai + bi ) posloupnost́ı člen po členu odpov́ıdá součet
a(x) + b(x) p̌ŕıslušných vytvǒruj́ıćıch funkćı.

Vynásobeńı (α · ai ) všech členů posloupnosti stejným skalárem
α odpov́ıdá vynásobeńı α · a(x) p̌ŕıslušné vytvǒruj́ıćı funkce.

Vynásobeńı vytvǒruj́ıćı funkce a(x) monomem xk odpov́ıdá
posunut́ı posloupnosti doprava o k ḿıst a jej́ı doplněńı nulami.

Pro posunut́ı posloupnosti doleva o k ḿıst (tj. vynecháńı
prvńıch k ḿıst posloupnosti) nejprve od a(x) odečteme
polynom bk(x) odpov́ıdaj́ı posloupnosti (a0, . . . , ak−1, 0, . . . ) a
poté poděĺıme vytvǒruj́ıćı funkci xk .
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Daľśımi důležitými operacemi, které se p̌ri práci s vytvǒruj́ıćımi
funkcemi často objevuj́ı, jsou:

Derivováńı podle x : funkce a′(x) vytvǒruje posloupnost
(a1, 2a2, 3a3, . . . ), člen s indexem k je (k + 1)ak+1 (tj.
mocninnou řadu derivujeme člen po členu).

Integrováńı: funkce
∫ x

0 a(t) dt vytvǒruje posloupnost
(0, a0,

1
2a1,

1
3a2,

1
4a3, . . . ), pro k ≥ 1 je člen s indexem k roven

1
k ak−1 (žrejmě je derivaćı p̌ŕıslušné mocninné řady člen po
členu původńı funkce a(x)).

Násobeńı řad: součin a(x)b(x) je vytvǒruj́ıćı funkćı
posloupnosti (c0, c1, c2, . . . ), kde

ck =
∑

i+j=k

aibj ,

tj. členy v součinu až po ck jsou stejné jako v součinu
(a0 + a1x + a2x

2 + · · ·+ akx
k)(b0 + b1x + b2x

2 + · · · bkxk).
Posloupnost (cn) bývá také nazývána konvolućı posloupnost́ı
(an), (bn).
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Ukažme si důležitý p̌ŕıklad využ́ıvaj́ıćı konvoluci posloupnost́ı:

Př́ıklad
1

1−x a(x) je v.f.p. (a0, a0 + a1, a0 + a1 + a2, . . .).
Odtud nap̌r. dostáváme, že

1

1− x
ln

1

1− x
je v.f.p. harmonických č́ısel Hn.

Př́ıklad

Protože 1
1−x =

∑
n≥0 x

n, dostáváme konvolućı posloupnosti
(1, 1, . . .) se sebou vztahy

1

(1− x)2
=
∑
n≥0

(n + 1)xn,
1

(1− x)3
=
∑
n≥0

(
n + 2

2

)
xn,

což již sice máme dokázáno z ďŕıvěǰska (dokonce dvakrát – jednou
d́ıky zobecněné binomické větě a podruhé d́ıky derivaci řady), ale
daľśı důkaz jistě nezaškod́ı :-).
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Př́ıklad

V krabici je 30 červených, 40 modrých a 50 b́ılých ḿıčk̊u, ḿıčky
stejné barvy p̌ritom nelze rozeznat. Kolika způsoby je možné vybrat
soubor 70 ḿıčk̊u?

Řešeńı

Hledaný počet je roven koeficientu u x70 v součinu

(1+x +x2 + · · ·+x30)(1+x +x2 + · · ·+x40)(1+x +x2 + · · ·+x50).

Tento součin uprav́ıme na tvar
(1− x)−3(1− x31)(1− x41)(1− x51), odkud pomoćı zobecněné
binomické věty dostaneme((

2

2

)
+

(
3

2

)
x +

(
4

2

)
x2 + · · ·

)
(1− x31 − x41 − x51 + x72 + . . .)

a tedy koeficientem u x70 je žrejmě(70+2
2

)
−
(70+2−31

2

)
−
(70+2−41

2

)
−
(70+2−51

2

)
= 1061.
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Př́ıklad

Dokažte, že
n∑

k=1

Hk = (n + 1)(Hn+1 − 1).

Řešeńı

Poťrebnou konvoluci źıskáme součinem řad 1
1−x a 1

1−x ln 1
1−x .

Odtud

[xn] 1
(1−x)2 ln 1

1−x =
n∑

k=1

(n + 1− k) 1
k ,

odkud již snadnou úpravou dostaneme požadované.
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