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Motto: spojité a diskrétni modely se vzajemné

potrebuji a doplriuji.

Mame v penéZence 4 korunové mince, 5 dvoukorunovych a 3
pétikorunové. Z automatu, ktery nevraci, chceme minerdlku za 22
K&. Kolika zplisoby to umime, aniZz bychom ztratili preplatek?

Hledame zjevné &isla i, j a k takova, Zze i + j + k = 22 a zaroveii
i€{0,1,2,3,4}, j€{0,2,4,6,8,10}, k € {0,5,10,15}.

UvaZme sou&in polynomi (tfeba nad redlnymi &isly)

(x4 3 x) (P x4 x4 xB 4 A0) (O 4x P 4 x 104 x1P).

Mé&lo by byt zfejmé, Ze hledany polet Yeseni je diky

(Cauchyovskému) zptisobu ndsobeni polynom pravé koeficient

u x%2 ve vysledném polynomu. Skuteén& tak dostdvame Etyf¥i

mozZnosti 35 +3%x2+1x1,3x5+2%x24+3x%1,
2%¥54+5%x24+2x1a2%x5+4%x2+4x1.
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PY¥edchozi pt¥iklad asi vypadal spi$ jako slozity zapis jednoduchych
~backtrackingovych tvah“. Nasledujici p¥iklad ukazuje, Ze tento
postup Ize ale s vyhodou zobecnit.

Necht /, J jsou kone¢né mnoZiny nezdpornych celych &isel. Potom
je pro dané r € N potet ¥edeni (i, ) rovnice i + j = r spliiujicich

i € 1,j € Jroven koeficientu u x” v polynomu (3o, x')(3;¢, ).

Kolika zpisoby mizeme pomoci minci (1, 2, 5, 10, 20 a 50 K&)
zaplatit platbu 100 K&?

Hledame p¥irozena &isla ai, ap, as, a1p, azo a asp takova, Ze a; je
nasobkem i pro viechna i € {1,2,5,10,20,50} a zarovef

a1+ ax + as + a10 + azxo + asop = 100. Podobné jako vyse je vidét,
e pozadovany potet Ize ziskat jako koeficient u x100 v

A4+x+x>+..)Q+x>+x*+..)Q+ x>+ x4+ ..)
A4+ x4 x0 4+ YA+ x4+ x4 )1+ X0+ X104 )
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V krabici je 5 ¢ervenych, 10 modrych a 15 bilych mi¢kd, micky
stejné barvy pfitom nelze rozeznat. Kolika zplisoby je mozné vybrat
soubor 7 mi¢kl k vyzkouseni? A o kolik miii to bude, kdyZ chceme
aspofi 1 &erveny, aspoii 2 modré a aspori 3 bilé?

Reseni

7 v soutinu

Hledany pocet je roven koeficientu u x
(A4+x+x34+ -+ A+ x+x2 4+ +xO) 1+ x+x2+- - +xP°).

KdyZ mame predepsany néjaky pocet jako nejmensi moZny, prosté
zacneme az od pfislusnych mocnin.
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VyuZitim operaci s polynomy Ize velmi snadno odvodit také
nékteré kombinatorické vztahy, které zname jiz z d¥ivéjska.
VyuZijeme pFitom binomickou vétu.

Vé&ta (binomick3d)

Prone N ar € R plati

zn: <Z>xk = (1+x)".

k=0

Na pravou stranu se mizeme divat jako na soucin n polynomi,
leva je zapisem polynomu vzniklého jejich roznasobenim.
Dosazenim &isel x = 1, resp. x = —1 dostdvame zndmé vzorce:

Dusledek
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Podivdme se ted na ob& strany v binomické vété ,spojityma
o¢ima" a s vyuZitim vlastnosti derivaci odvodime dalsi vztah mezi
kombina&nimi &isly.

Dusledek
Plati

Diikaz.

Na obé strany binomické véty se podivame jako na polynomidlni
funkce. Derivaci levé strany dostaneme n(1 4 x)"~, derivaci pravé
strany (&len po &lenu) pak > ) k(Z)xk_l. Dosazenim x =1

dostaneme tvrzeni. ]
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(Formalni) mocninné ¥ady

Bud ddna nekone&nd posloupnost a = (ag, a1, az, - . .). Jeji
vytvotujici funkci rozumime (formalni) mocninnou ¥adu tvaru

o0
E akxk:ao+a1x+azx2+---.
k=0

Poznamka

O formalni mocninné ¥adé hovofime proto, Ze se zatim na tuto
Fadu divdme &isté formalné jako na jiny zdpis dané posloupnosti a
nezajimame se o konvergenci. Na druhou stranu to ale znamen3, Ze
formalni mocninnd ¥ada neni funkce a nemiZeme do ni dosazovat.
To ov8em vzapéti napravime, kdyZ s vyuZitim znalosti z analyzy
nekoneénych ¥ad prejdeme od formdlnich mocninnnych ¥ad

k p¥islusnym funkcim.
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Priklad

Posloupnosti samych jedni¢ek odpovida formalni mocninna ¥ada
1+x+x%>+x34---. Z analyzy vime, %e stejn& zapsana mocninna
fada konverguje pro x € (—1,1) a jeji soulet je roven funkci

1/(1 — x). Stejn& tak obrdceng, rozvineme-li tuto funkci do
Taylorovy fady v bodé 0, dostaneme zfejmé pilivodni fadu.
Takovéto ,,zakédovani posloupnosti Cisel do funkce a zpét je
kli¢covym obratem v teorii vytvotujicich funkci.

Jak jsme jiZ zminili, tento obrat lze ale pouZit pouze tehdy, pokud
vime, Ze ¥ada alespoii v n&jakém okoli 0 konverguje. Casto ale
,diskrétni" matematici pouzivaji nasledujici , podvod":
@ pomoci formalnich mocninnych ¥ad odvodi n&jaky vztah
(formuli, rekurenci,...) bez toho, aby se zajimali
o konvergenci
@ jinymi prostfedky (&asto matematickou indukci) tento vztah

dokazou
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Vytvofujici funkce v praxi vyuZivdme:

k nalezeni explicitni formule pro k-ty &len posloupnosti;

Casto vytvorujici funkce vychdzeji z rekurentnich vztahi,
obcas ale diky nim odvodime rekurentni vztahy nové;

vypolet priméri &i jinych statistickych zavislosti (nap¥.
primé&rna sloZitost algoritmu);
dikaz riznych identit;

Casto je nalezeni pfesného vztahu pf¥ili$ obtizné, ale mnohdy
stali vztah pfiblizny nebo alespoii asymptotické chovani.
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Dosazovani do mocninnych ¥ad

Ndasledujici vétu zndte z matematické analyzy z lofiského semestru:

Bud (ao, a1, a2, ... ) posloupnost redlnych &isel. Plati-li pro n&jaké
R € R, Ze pro viechna k > 0 je |ax| < R¥, pak Fada

a(x) = Z arxk

konverguje pro kaZdé x € (—%, %) Soucet této Fady tedy definuje
funkci na uvedeném intervalu, tuto funkci oznalujeme rovné&z a(x).
Hodnotami funkce a(x) na libovolném okoli 0 je jednozna&né
uréena piivodni posloupnost, nebot ma a(x) v 0 derivace vSech
Fada a plati

ak)(0)

L=
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P¥ehled mocninnych ¥ad

k>0
| 1 xk
n =) —
1—x k'’
k>1
k
x
L g— -
&= Z I’
k>0
2k+1
sinx = Z(—l) )
|
= (2k +1)
S0
cosx = » (—1) ,
= (2k)!
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Poznamka

@ Posledni vzorec

(1+x)" =Y </:)x’<

k>0

je tzv. zobecnéna binomicka véta, kde pro r € R je
binomicky koeficient definovan vztahem

()= tr=Be=2 e okrn)

Specialng klademe (() = 1.

@ Pro n € N z uvedeného vztahu snadno dostaneme

e RN (TS
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Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
Jjednoduché operace nad mocninnymi fadami:

e Stitani (a; + b;) posloupnosti €len po &lenu odpovida soutet
a(x) + b(x) pfisludnych vytvotujicich funkei.

@ Vyndasobeni (« - a;) v8ech &lenl posloupnosti stejnym skaldrem
a odpovida vyndsobeni « - a(x) p¥islusné vytvotujici funkce.

o Vynasobeni vytvotujici funkce a(x) monomem x* odpovida
posunuti posloupnosti doprava o k mist a jeji dopInéni nulami.

@ Pro posunuti posloupnosti doleva o k mist (tj. vynechani
prvnich k mist posloupnosti) nejprve od a(x) odetteme
polynom by(x) odpovidaji posloupnosti (ag,...,ak-1,0,...) a
poté pod&lime vytvotujici funkci x*.
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Dalsimi dileZitymi operacemi, které se p¥i praci s vytvofujicimi
funkcemi €asto objevuji, jsou:

@ Derivovani podle x: funkce a'(x) vytvofuje posloupnost
(a1,2az,3a3,...), €len s indexem k je (k + 1)aks1 (tj.
mocninnou ¥adu derivujeme &len po €lenu).

@ Integrovani: funkce f(;( a(t) dt vytvofuje posloupnost
(0, ao, %al, %82, %33, ...), pro k > 1 je &len s indexem k roven
%ak_l (z¥ejmé je derivaci p¥islu¥né mocninné ¥ady €len po
¢lenu pavodni funkce a(x)).

o Nasobeni ¥ad: soutin a(x)b(x) je vytvotujici funkci
posloupnosti (co, c1, ¢2, ... ), kde

Ck = Z a,-bj,
i+j=k
tj. ¢leny v soucinu aZ po ¢ jsou stejné jako v soudinu
(ap + a1x + apx® + - -« + apx¥)(bo + b1x + bax? 4 - - - byx¥).
Posloupnost (c,) byvé také nazyvana konvoluci posloupnosti

(an), (bn).
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UkaZme si dilezity pfiklad vyuZivajici konvoluci posloupnosti:

ﬁa(x) je v.f.p. (a0, a0 + a1,a0 + a1 + a2, .. .).
Odtud nap¥. dostdvame, Ze

1

1—x

je v.f.p. harmonickych &isel  H,.

P¥iklad
yo 1 _ n ‘V4 ( :
ProtoZe 1= = )50 X", dostdvdme konvoluci posloupnosti

(1,1,...) se sebou vztahy

1 N I n+2\ ,
T xp = 2 (1x)3—2( 2 >X’

n>0 n>0

TRV

co? jiz sice mame dokdzano z dfivéjska (dokonce dvakrat — jednou
diky zobecn&né binomické vét& a podruhé diky derivaci ¥ady), ale
dal3i dikaz jist& nezaskodi :-).
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Priklad

V krabici je 30 ¢ervenych, 40 modrych a 50 bilych mi¢kd, micky
stejné barvy pfitom nelze rozeznat. Kolika zplisoby je mozZné vybrat
soubor 70 mi¢ka?

Reseni

70

Hledany podet je roven koeficientu u x’® v soucinu

(A+x+x2+ 4+ 1 +x+x2+ x0T+ x+x2+- - +x%0).

Tento soudin upravime na tvar
(1 —x)73(1 — x3)(1 — x*)(1 — x®'), odkud pomoci zobecn&né
binomické véty dostaneme

() Q)+ () )umm st

a tedy koeficientem u x70 je z¥ejm&
(70;—2) _ (70—&-5—31) _ (70—1—3—41) . (70+§—51) — 1061.
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DokaZte, Ze

Regeni

PotFebnou konvoluci ziskdame soudinem ¥ad ﬁ a1 Ing=.
Odtud

n

K Intks =) (n+1- k)i,
k=1

odkud jiZ snadnou tpravou dostaneme poZadované.
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