MAO010 Teorie grafi Zdkladni terminologie

1 ZAKLADNI TERMINOLOGIE
Podle predndsky Doc. RNDr. Josefa Niederleho, CSc. zpracoval Ondrej Bitto

1.1 Definice

P,(V') ozna¢uje mnozinu vsech nejvyse dvouprvkovych neprazdnych podmnozin mnoziny
V. Necht V' je neprdzdnd konecnd mnozina takovd, ze Po(V) NV x V # () a necht
E C B(V)UV x V. Pak (V, E) nazveme prostym grafem.

Pokud pfitom E C P,(V), budeme mluvit o prostém neorientovaném grafu. Pokud
E CV xV, budeme mluvit o prostém orientovaném grafu.

Prvkiim mnoziny V fikdme uzly, prvkim mnoziny E fikdme hrany. Pfitom prvkim
mnoziny E N Py(V) fikdime neorientované hrany a prvkiim mnoziny ENV x V fikdme
orientované hrany. O neorientované hrané {u, v} fikdme, Ze spojuje uzly u,v. O ori-
entované hrané [u, v] fikdme, Ze vychazi z uzlu u a vchézi do uzlu v.

Neorientovana hrana se nazyva smycka, jestlize spojuje uzel sam se sebou. Orientovana
hrana se nazyva smycka, jestlize vchazi do téhoz uzlu z néhoz vychazi.

Prosty graf bez smycek se nazjvi obyéejny. Rekneme, Ze graf je diskrétni, jestlize
E = 0. Ozna¢ime E(u,v) := EN {{u,v{, [u, v]}

Vi) ={ueV|uv €FE}

Vo (w)={ueV|vul €FE}

Vi) ={ueV | {v,u} € E}
V nékterych aplikacich je zapotiebi, aby mezi dvéma uzly existovalo vice hran. Hrany
uvazujeme s jednou nasobnosti. Formalné mizeme za E povazovat zobrazeni mnoziny
Py(V)UV xV do mnoziny N v8ech nezdpornych celych ¢isel. Mluvime pak o grafu.

Hrany, které nelze rozlisit, jsou nasobné neboli paralelni. Obvykle budeme fikat graf
prostému grafu.

1.2 Definice

Polostupném vstupu uzlu v v orientovaném grafu (V, F) je nezaporné celé ¢islo st™(v)
udavajici pocet hran do tohoto uzlu vchézejicich, tedy

stt(w):={ee B | (I €V).e= [V 0v]}|

Polostupném vystupu uzlu v v orientovaném grafu (V) E) je nezaporné celé ¢islo st~ (v)
udavajici pocet hran z tohoto uzlu vychazejicich, tedy

st—(v):={e€e E| (I €V).e=v,v]}

Stupném uzlu v v neorientovaném grafu je nezaporné celé ¢islo st(v) udavajici pocet
hran spojujicich tento uzel s nékterym uzlem zvétseny o pocet smycek. Tedy

sttv)={e€e E| (T e V)e={v,v'}}+|{e€ F|e={v,v}}
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1.3 Véta
1. Pro kazdy neorientovany graf (V, E) plati

2.|E[ = st(v)

veV

2. Pro kazdy orientovany graf (V, E) plati

|E| = Zst+(v) = Zst_(v)

veV veV

Dikaz: Ztejmy.

1.4 Definice

Jsou-li hrandm grafu pfifazeny urcité hodnoty, mluvime o hranové ohodnoceném grafu.
Jsou-li uzlim grafu pfifazeny urcité hodnoty, mluvime o uzlové ohodnoceném grafu.

Ciselné ohodnoceny graf je sit.

1.5 Definice
Casteény graf grafu (V, E) je kazdy graf (V, E') takovy, ze £/ C E.

Podgraf grafu (V) E) je kazdy graf (V', E') takovy, ze V' CV £ a E' = EN (P (V') U
Vi x V).

Castedny podgraf grafu je kazdy ¢asteény graf jeho podgrafu.
Bijekce f : Vi — V4 je izomorfismus grafa (V, E1) a (Va, Es), jestlize pro kazdé uzly
u,v € Vp plati
{u,v} € E(u,v) & {f(u), f(v)} € E(f(u), f(v))
[u,v] € E(u,v) < [f(u), f(v)] € E(f(u), f(v))

1.6 Definice

Skére obycejného neorientovaného grafu je neklesajici posloupnost stupni vsech jeho
uzlt. Skére obycejného neorientovaného grafu je urcéeno jednoznacné, ale navzajem neizo-
morfni grafy mohou mit totéz skore.

Priklad:Existuji ¢tyfi navzajem neizomorfni obyc¢ejné neorientované grafy, které maji skére
2,2,2,2,2,2,2,2 2].

<
N
N

=1
o=
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G4: I O e /

1.7 Véta

Necht [k1,...,k,] je skére obycejného neorientovaného grafu. Pak existuje takovy oby-
¢ejny neorientovany graf (V, E), ze V. = {vy,...,v,}, st(v;) = k; pro kazdé i a {v;,v,} €
EF<n—k,<i<n-—1pro vsechna 1.

Duikaz: Mezi vSemi oby¢ejnymi neorientovanymi grafy s mnozinoou uzla {vy,...,v,}
v nichz st(v;) = k; pro kazdé i vybereme takovy, pro néjz je maximalni hodnota vyrazu

>k

v €VO(vy)

Podle predpokladi alespoti jeden takovy graf existuje. Piipustme, ze v; € VO(v,), v; ¢
VO(v,), kde i < j < n. Pak také v, € VO(v;) a v, ¢ VO(v;), ki < k;. Odtud VO(v;) \
VO(v;) # 0. Zvolme v € VO(v;) \ VO(vy).

Odstranénim hran {v;,v,},{v;,v} a pfidanim hran {v;,v},{v;,v,} dostaneme obycejny
neorientovany graf s mnozinou uzl {vy,...,v,}, v némz st(v;) = k; pro vSechna i s hod-
notou kae\/o(vn) k vétsi o 7 — i. To je spor s predpokladem.

O
1.8 Véta
Necht [k1, ..., k,] je neklesajici posloupnost pfirozenych ¢isel. Pak [k, .. ., k,] je skdre oby-
¢ejného neorientovaného grafu prave tehdy, kdyz neklesajici posloupnost, kterou obdrzime
prerovnanim posloupnosti [k, ...k, k, 1, k0, — 1,..., k,1 — 1], je skére obyc¢ejného
neorientovaného grafu.
Dukaz:
(=) Takto to plyne z piedchozi véty. Staci odebrat v,, spolu s incidentnimi hranami z grafu
(V. E).

<) Dostaneme pfidanim uzlu k, a jeho spojenim s k, poslednimi uzly, tj. uzly stupnt
R TR A
O

Poznamka: Posloupnost k1, ..., ky k-1, kn—k, —1, ..., k,_1—1] z véty 1.8 budeme znadcit
S’

Obecné, neklesajici posloupnost, kterou obdrzime prerovnanim posloupnosti P, oznac¢ime
P<.

1.9 Algoritmus

Vstupni data
Konec¢na neklesajici posloupnost pfirozenych cisel S.

Ukol
Zjistit, zda S je skére obycejného neorientovaného grafu. Nakreslit diagram tohoto grafu.
1.krok
Rekurzivné vytvotime posloupnosti
S() = S
<
SH—l - (Sz)
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dokud je to mozné.

2.krok

Pokud skon¢ime posloupnosti nul, pak S je skére. Jinak nikoliv a algoritmus kondi.

3.krok
Vezmeme diskrétni graf G,,., s tolika uzly, kolik je nul v posledni posloupnosti S, =

S/

max—1-*

4.krok

Rekurzivné vytvaiime G;_; z G; pridanim uzlu stupné rovného poslednimu ¢lenu v S;_;
spojeného s uzly stupnt uvedenych na konci posloupnosti SZLI

Konec algoritmu.

Piiklad
S =13,3,3,3,3,5,5]
So=103,3,3,3,3,5,5]; Sy = [3,2,2,2,2, 4]
S1=1[2,2,2,2,3,4]; S; = [2,1,1,1,2]
Sy =[1,1,1,2,2]; 8, = [1,1,0,1]
Sy =1[0,1,1,1]; S3 = [0, 1, 0]
4 = [0,0, 1 y
Tedy S neni skére
Piiklad
S =12,3,3,3,3,3,5]
So=12,3,3,3,3,3,5]; Sy = [2,2,2,2,2,2]
Sy = [2,2,2,2,2,2}; S =102,2,2,1,1]
Sy =1[1,1,2,2,2]; S, = [1,1,1,1]
Sy =[1,1,1,1]; S5 = [1,1,0]
54 = [07171]; SA/L = [ 70]
S5 = [070]7

Gs = ({a, b}, 0)

Gy = ({a,b,c}, {{a,b}})

Gs = ({a,b,c,d}, {{a, b}, {c, d}})

Gy = ({a,b,c,d, e}, {{a, b}, {e,d}, {e, e}, {d, e}})

Gr = ({a,b,e,d,e, 1}, {{a, b}, {e.d}, {e, e}, {d, e}, {a, [}, {b, [}})

Go = ({a,b,c.d,e, [, g}, {{a, b}, {c,d}, {c, e}, {d, e}, {a, [}, {b, f},{a, g}, {f. g}, {b. g}. {c. g}, {d. g}})

Neorientovany graf mtizeme reprezentovat incidenéni matici. Radky oznacuji uzly a sloupce
hrany v pevné zvoleném potfadi. Pokud dana hrana spojuje dany uzel s nékterym uzlem,
je prislusny prvek matice roven 1, jinak 0.

Orientovany graf muZzeme reprezentovat matici sousednosti. Jak fadky, tak sloupce
oznacCuji uzly v témz pevné zvoleném potadi. Pokud z uzlu oznacujiciho fadek vychazi
hrana vchazejici do uzlu oznacujiciho sloupec, pak je prislusny prvek matcie roven 1, ji-
nak 0. Matici sousednosti miizeme samoziejmeé reprezentovat i neorientované grafy — dana
matice je pak symetricka.

Priklad:

G: @ 2-®—"-®
X
® ®
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Incidencni matice grafu G:

Gle f g h
s|1 0 0 O
t{0 1 0 0
w|l 1 1 0
v|0 0 1 1
w|0 0 0 1

Matice sousednosti grafu G:

Gls t u v w
s|10 0 1 0 O
t10 0 1 0 O
vw|1l 1 0 1 0
v|{0 0 1 0 1
w|{0 0 0 1 0
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2 SLEDY
Podle predndsky Doc. RNDr. Josefa Niederleho, CSc. zpracoval Ondrej Bitto
Pozndmka:

NOI{O,L...}
Pro kazdé n € Ny plati n = {0,...,n — 1}.

2.1 Definice

Necht n € Ny. Sledem délky n v grafu (V, F) nazveme takovou dvojici posloupnosti
B[ei]ien, [vijl-enﬂ], ze pro kazdé i € n+ 1 je v; € V a pro kazdé i € n je e; € E(v;, vi41).
eho zacatkem je uzel vy a koncem uzel v,,.
Sled [[62‘]2‘6”,
Sled [[ei]ien, [Uz'
€ny

Sled [[e;];

[Vilient1] je uzavieny, jestlize n > 1 a vg = v,,.
ient1) je tah, jestlize i # j = e; # e;.

[Vilien+1] je cesta, jestlize i # j = v; # vj.

]
]
]
Uzavieny tah [[e;]icn, [Vilient1] je kruZnice, jestlize (1 #£ 0 & i #n & i # j) = v; # vj.

Graf (V, E) je souvisly, jestlize pro kazdé jeho uzly u, v existuje pro néjaké n € Ny sled
[[e:)ien, [Viliens1] takovy, Ze vg = u a v, = v.

Souvisla komponenta grafu je kazdy jeho maximalni souvisly podgraf.
Graf bez kruznic je graf, ve kterém se nevyskytuje kruznice.
Priklad:

neorientovany graf Gi:

Q—O

E&—®
orientovany graf G,:

N

—

priklad uzavrenych sledi, které jsou tahy:
s—t—u—v—t—s
T—Y—2—=T—Yy—2—T

priklady tahi, které nejsou uzavrene:
s—t—u—v—t
wW—T—Y— 22—

priklady kruznic:
t—u—v—1t
r—y—2z—x

Je ziejmé, ze kazdy uzel grafu a kazda hrana neorientovaného grafu jsou obsazeny praveé
v jedné souvislé komponente.
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Vsimnéme si, ze kkruznice ma zacatek a smeér.
Kazda smycka urcuje kruznici.

2.2 Definice

Pokud definici 2.1 v pripadé orientovaného grafu pozménime tak, ze budeme pozadovat
ei € E(vi,vi41) U E(viy1, vi), budeme mluvit o polosledu, polotahu, polocesté, polo-
kruzZnici a polosouvislém grafu.

Priklad polosledu: o s SO— 30

2.3 Definice

Rekneme, Ze sled [[€;]icn, [Vilicni1] obsahuje sled [[filicm, [tiiems1], jestlize existuje prosté
izotonni zobrazeni h : m — n takové, ze

(Vi € m)(f; = engy & ui = vy & i1 = Vniy41)

2.4 Véta

Kazdy sled obsahuje cestu s tymz zacatkem a tymz koncem, jako ma on sam.

Dukaz: Necht [Lel]l@, [Vilient1] je néjaky sled a [[fl iems [ul]zem_l’_l] je sled s tymz zacdtkem
up = vy a tymz koncem u,,, = v, v ném obsazeny, ktery méa nejmensi mozny pocet hran.
Kdyby pro néjaké indexy j < k platilo v; = uy, pak sled

[[gi]i6m7k+ja [wi]i6m7k+j+1]

9i =

fivh—j, J =<1

wz :: . .
Uirk—j, J <0

by mél rovnéz tyz zacatek a tyz konec, pritom by vsak byl kratsi.

definovany vztahy

2.5 Dusledek

Graf je souvisly prave tehdy, kdyz v ném pro kazdé uzly u, v existuje cesta z u do v.

2.6 Definice

Uzel v neorientovaném grafu je artikulace, jestlize jeho vypusténim véetné s nim inci-
dentnich hran vzroste pocet souvislych komponent grafu.

Hrana v neorientovaném grafu je most, jestlize jejim vypusténim vzroste pocet souvislych
komponent grafu.

Priklad: v nasledujicim grafu jsou zvyraznény artikulace
O—O—0O——o
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2.7 Véta

(1) Uzel u je artikulace pravé tehdy, kdyz existuji uzly v, w od néj rizné takové, ze
nalezi do téze souvislé komponenty a kazda cesta z v do w obsahuje u.

(2) Hrana {u,v} je most pravé tehdy, kdyz ji obsahuje kazda cesta z u do v. Jestlize je
hrana mostem, jejim odstranénim vzroste pocet komponent o jednu.

(3) Hrana je most pravé tehdy, kdyz neni obsaZzena v zadné kruznici.
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3 EULEROVSKE A HAMILTONOVSKE GRAFY
Podle predndsky Doc. RNDr. Josefa Niederleho, CSc. zpracoval Ondrej Bitto

3.1 Definice

Graf lze sestrojit jednim tahem, jestlize v ném existuje tah obsahujici vSechny hrany
grafu.

Obycejny neorientovany graf bez uzld stupné 0, jehoz kazdy uzel je sudého stupné, se
nazyva eulerovsky.

3.2 Véta

Kazdy uzel eulerovského grafu je obsazen v alespon jedné kruznici.

Diikaz: Necht u je libovolny uzel v eulerovském grafu (V, F). Podle definice neni stupné 0,

existuje tedy uzel v takovy, ze {u,v} € E. Kdyby tato hrana byla mostem v grafu (V, E),
jejim odstranénim ze souvislé komponenty, v niz uzly v a v lezi, bychom obdrzeli graf se

dvéma komponentami. Kazda z nich by obsahovala pravé jeden uzel lichého stupné, totiz
u a v. To podle véty 1.3 neni mozné. Podle véty 2.7 lezi {]u, v} na kruznici, a tedy i uzel
u lezi na kruznici.

O

3.3 Lemma

Pokud lze obyéejny neorientovany graf sestrojit jednim uzavienym tahem 7 a {u,v} je
hrana, pak lze graf sestrojit i uzavienym tahem zacinajicim v —v — ...

Dukaz: Necht 7 je roven [[e;]ick, [Wilick+1]. Pokud {u,v} =e;, pak bud u = u; a v = uj4q
nebo v = uj a u = uj4q.
V prvnim ptipadé poloZzime 7’ rovno

(€7, €415y €ho1 = €0y ..y €51, [U, U = Uji1, ..., Up = Ug, ..., U;j =ul,
ve druhém pripadé

[[ej,€j—1,- -1 €0 = €x—1,..., €11, U,V =1Uj, ..., Uup = U, ..., Ujs1 = ul].

3.4 Véta

Souvisly obycejny neorientovany graf 1ze sestrojit jednim uzavienym tahem pravé tehdy,
kdyz je eulerovsky.

Dukaz:

(=) Jestlize lze neorientovany graf sestrojit jednim tahem, je souvisly, pribéiné sledy
spojujici dvojice uzli jsou totiz podtahy nebo tahy k nim obracené. V uzavieném
tahu z uzlu tolikrat vychazime, kolikrat jsme do néj vstoupili. Proto je stupen kaz-
dého uzlu sudy. Uzavieny tah méa alespon jednu hranu.

(<) Necht (V, E) je souvisly eulerovsky graf. Podle véty 3.2 obsahuje kruznici a ta je uza-
vienym tahem. V grafu (V, E) tedy existuje uzavieny tah maximalni délky, ozna¢me
jej 7. Polozme E* = {{u,v} | {u,v} nepatii do tahu 7} a V* = {u € V | (Jv €
V){u,v} € E*}.
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Pokud E* = (), lze graf sestrojit tahem 7. Pfipustme, ze E* # (). Pak je (V*, E¥)
ztejmé podgraf grafu (V, E) a pfitom je eulerovsky. Protoze je (V) E) souvisly, exis-
tuje uzel u € V* obsazeny v tahu 7. Podle véty 3.2 lezi uzel u na kruznici v (V*, E*) —
oznacme ji . Podle lemmatu 3.3 mtizeme bez ijmy na obecnosti predpokladat, ze
jak 7, tak v zac¢inaji v u. Spojenim 7 a v obdrzime uzavieny tah vétsi délky, nez je
délka 7. To je spor.

O

3.5 Véta

Souvisly obycejny neorientovany graf lze sestrojit jednim otevienym tahem s alespon jed-
nou hranou praveé tehdy, kdyz obsahuje pravé dva uzly lichého stupné.

Dukaz:

(=) Jestlize lze graf sestrojit jednim otevienym tahem s alespon jednou hranou zac¢inajici
v uzlu v a koncici v uzlu v, pak jsou uzly u a v lichého stupné a ostatni uzly sudého
stupné z podobného divodu jako v dikazu véty 3.4.

(<) Necht (V, E) obsahuje pravé dva uzly lichého stupné u a v. Dopliime uzel z ¢ V a
hrany {u, z}, {v, z}. Obdrzime souvisly eulerovsky graf (V*, E*). Podle véty 3.4 jej
lze sestrojit jednim uzavienym tahem, ktery podle 3.3 za¢ind z — u — ... a konci
...—v — z. Vypusténim prvni a posledni hrany a prvniho a posledniho uzlu tahu
dostaneme tah, jimz sestrojime graf (V) E). M4 alespon jednu hranu a konéi v uzlu
v, ktery je rtzny od uzlu, v némz zacina, tedy u.

0

3.6 Definice

Obycejny neorientovany graf se nazyva hamiltonovsky, jestlize v ném existuje kruznice
obsahujici vSechny uzly. Takova kruznice se nazyva hamiltonovska.

3.7 Véta (Diracova-Oreova)
Kazdy obycejny neorientovany graf, v némz plati

3< |V & (Vu,v € V){u,v} ¢ E = |V| < st(u) + st(v)),
je hamilotonovsky.

Dikaz: Pfipustme, ze graf (V, E') spliiujici vyse uvedenou podminku neni hamiltonovsky.
Ponévadz kazdy graf spliujici 3 < |V|, v némz jsou kazdé dva uzly spojeny hranou, je
hamiltonovsky. Postupnym piiddvanim hran ke grafu (V) E) dostaneme graf (V*, E*),
ktery neni hamiltonovsky, ale pfiddnim dal$i hrany {u,v} uz dostaneme hamiltonovsky
graf. Bez ijmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze (V*, E*) = (V,E) au—v — ug —
.. .—Up_1—u je hamiltonovska kruznice v grafu (V, EU{u, v}). Pokud je u spojeno hranou
ve (V, E) s nékterym uzlem u;, kde ¢ # n — 1, pak v neni spojeno hranou s wu;;1, jinak by
U—Uj— Uiy — . — Uz — U — Ujr1 — - .. — Up_1 — u byla hamiltonovskd kruznice ve (V, E).
Takovych uzli je st(u)— 1, nebot u je kromé nich spojen hranou s u,,_;. Odtud vsak plyne
VI+1 < st(u)+st(v)+1 = (st(u)—1)+st(v)+2 = [V\{u, 0 \VO(0)[+[VO(0) |+ {u, v}| =
|v|, coz je ovSem spor.

O

10
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4 STROMY
Podle predndsky Doc. RNDr. Josefa Niederleho, CSc. zpracoval Ondrej Bitto

4.1 Definice

Obycejny neorientovany graf bez kruznic je les.
Souvisly obycejny neorientovany graf bez kruznic je strom.

Poznamky:
Protoze kazda smycka urcuje kruznici, je slovo obycejny v definici zbytecné.
Souvislé komponenty v lese jsou stromy.

4.2 Véta

Pro souvisly oby¢ejny orientovany graf (V, E) jsou tato tvrzeni ekvivalentni:
(i) (V,E) je strom.
(il) Kazdé dva uzly ve (V, E) jsou spojeny pravé jednou cestou.

Diikaz:

(=) Necht u,v € V. Protoze (V, E) je souvisly, alespon jedna cesta z u do v existuje.
Ptipustme, Ze [[€;]ien, [Vilient1]] @ [[filien, [wiliens1]] jsou rizné cesty z u do v.
Nechf [ je posledni index takovy, Ze [[e;)ici, [Vilicii1]] = [[filiel, [wilici+1]]. Oznaéme
j=min{i > 1| (3k)v; = v }. Pak

[[el, Clitly-- -y 6]'_1, fk;—l; fk_g, ey fl]; [UZ,UZ_H, e ,Uj = Uk, Uf—1, - - - ,ul]]
je kruznice, ¢imz jsme dospéli ke sporu.

(«<=) Pokud by to nebyl strom, obsahoval by kruznici a v ni jsou kazdé dva uzly spojeny
dvéma cestami.

0

4.3 Véta

Vypusténim jedné hrany {u, z(;:}: ze stromu dostaneme les se dvéma komponentami C', a
C,, pro néz plati u € Cy,v € C,,.

Diikaz: Jde o dusledek véty 2.7. Pokud by byl vysledny graf souvisly, existovala by v
ptvodnim grafu kruznice.

O
4.4 Veéta
Kazdy strom s alespon jednou hranou obsahuje alespon dva uzly stupné 1.
Dukaz: Necht u, v jsou uzly spojené cestou u = vg — vy — ... — vp_1 — v, = v, kterd mé
maximalni délku v daném grafu. Kdyby uzel v nebyl stupné 1, existovala by hrana {v, v},
kde v" # v,_1. Kdyby v' = v;, existovala by kruZznice v; — ... — vp_1 — vp — v;, COZ je SpOT.
Pokud v" # v;, pro kazdé i, pak by u = vg —v1 — ... —vp_1 — v, = v — v’ byla delsi cesta
coz je také spor. Tedy st(v) = 1 a podobné st(u) = 1.

OJ

11



MAO010 Teorie grafi Stromy

4.5 Véta

Necht (V,S) je ¢astécny graf souvislého neorientovaného grafu (V, E). Jestlize (V,5) je
les, pak existuje mnozina hran T takova, ze S CT C E a (V,T) je strom.

Dukaz: Necht (V,T) je maximalni graf bez kruznic obsazeny ve (V, E) a obsahujici (V, S).
Pokud by nebyl souvisly, existovaly by uzly u a v takové, ze ve (V,T) nejsou spojeny
cestou. Lezi tedy ve dvou rtiznych souvislych komponentach grafu (V,T). Ve (V| E) jsou
spojeny cestou. Ta obsahuje hranu, kterd ma se souvislou komponentou obsahujici uzel
u spole¢ny pravé jeden uzel. Jejim pridanim k 7" bychom obdrzeli opét graf bez kruznic,
COZ je Spor.

O

4.6 Véta

Pro souvisly neorientovany obycejny graf (V, F) jsou ekvivalentni tato tvrzeni:
(i) (V,E) je strom
(i) [V —1= B

Diikaz: Indukci

(=) Zdkladni krok: Pro |E| =0 a |E| = 1 tvrzeni plati.
Indukéni krok: Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro |E| = 1,...,p — 1. DokaZeme
je pro |E| = p. Necht (V, E) je strom s p hranami. Podle véty 4.4 v ném existuje
uzel stupné 1. Vypustme tento uzel s prilehlou hranou. Dostaneme strom s p — 1
hranami. Podle indukéniho pfedpokladu plati (|V| —1) — 1 = |E| — 1. Odtud plyne
VI -1=|E]

(<) Necht (V, E) neni strom. Podle véty 4.5 obsahuje strom (V,T"). Pro néj plati podle
ptredchazejictho |E| > |T| = |V| — 1.

OJ
Je ziejmé, ze kazdy strom s alesponi tfemi uzly obsahuje uzel stupné 2. Jinak by platilo
2=|V|—|E|+1>) st(v)—|E|+1=2|E|—|E|+1=|E|+ 1= V|
veV

Priklad: Kolik hran ma les k£ stromt s n uzly?

E|=|V|-k=n—k

4.7 Véta

Pro obycejny neorientovany graf jsou ekvivalentni tato tvrzeni:

(i) je to strom

(ii) je souvisly, ale odebranim jakékoliv hrany dostaneme nesouvisly graf
Dukaz:

= Sporem. Necht uzly u, v ve stromé SV, T') jsou spojeny hranou. Predpokladejme, Ze
po jejim odebrani dostaneme souvisly graf. Pak vSak obsahuje cestu z u do v. Jejim
doplnénim o hranu {u,v} dostdvame kruznici. Spor.

< Necht graf (V, E) je souvisly a odebranim kterékoliv hrany dostaneme nesouvisly
graf. Kdyby to nebyl strom, obsahoval by kruznici a odebranim kterékoliv jeji hrany
dostaneme souvisly graf, coz je spor s predpokladem.

0
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4.8 Definice

Kofenovy strom je struktura (V, F,v), kde (V, E) je strom a v € V. Uzel v se nazyva
koten. Uzel = se nazyva (pfimy) predchidce uzlu y a uzel y (pfimy) naslednik uzlu
x, jestlize (jsou spojeny hranou a) x lezi na cesté spojujici v a y a pfitom = # y. Uzly,
které nemaji nasledniky se nazyvaji koncové uzly neboli listy.

Usporadany kofenovy strom je struktura (V, E, v, <), kde (V, E,v) je kofenovy strom
a < je uspofadani mnoziny V \ {v}, které je sjednocenim linedrnich usporadédni mnozin
jednotlivych pfimych nésledniki uzli.

Binarni strom je struktura (V, E, v, f), kde (V, E, v) je kofenovy strom a f je zobrazeni
V\ {v} do mnoziny {pravy, levy}, jehoz restrikce na mnoZinu pfimgch nasledniki kazdého
uzlu je prosta.

4.9 Definice

Hloubka uzlu v kofenovém stromu (V, E, v) je délka cesty spojujici tento uzel s kofenem.
Vyska korfenového stromu je délka nejdelsi cesty vedouci z kofene.

4.10 Definice

Centrum, piipadné bicentrum, stromu (V, F) je ta neprazdna podmnozina mnoziny V',
ktera ziistane po opakovaném soucasném odebirani vsech uzl stupné 1.

4.11 Véta

Izomorfismus pfevadi centrum, pfipadné bicentrum, stromu na centrum, pfipadné bicen-
trum.

Dukaz: Ziejmé konstrukce vedouci k centru, pripadné bicentru, nezavisi na jménech jed-
notlivych uzla.
O

Kazdému stromu mtizeme prifadit kofenovy strom tak, ze pokud méa centrum, prohlasime
je za koren, a pokud méa bicentrum, doplnime kofen rozdélenim hrany v bicentru.

4.12 Véta

Stromy jsou izomorfni prave tehdy, kdyz maji oba centrum nebo oba bicentrum a ptislusné
kofenové stromy jsou izomorfni.
Dukaz:

(=) Ziejmé izomorfismus je totozny s puvodnim izomorfismem, kofen se prevede na
koten, pokud jde o bicentrum

(<) Protoze se prevadi kofen na kofen, je izomorfismus kofenovych stromi izomorfismem
stromt

OJ

Uvedeme si algoritmus, ktery zjisti, zda dané dva uzlové ohodnocené kofenové stromy
jsou izomorfni, tj. zda existuje izomorfismus, ktery prevede kofen na kofen a zachovava
ohodnoceni.
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4.13 Algoritmus

Vstupni data:
Navzajem disjunktni uzlové ohodnocené kofenové stromy 77 := (Vi, Ey,uq) a Ty =

(‘/27 E27 Ug).

Ukol:
Zjistit, zda jsou izomorfni.

Oznacent:
a(v). . .ohodnoceni uzlia

c(v).. . ¢islo
[(v)...seznam ¢isel

1.krok:
Pro oba stromy urcime pocet uzlu n, vysku h a pocet uzli v kazdé vrstvé, tj. s touz
hloubkou j. Pokud nejsou hodnoty shodné, stromy nejsou izomorfni, ZASTAV.

2.krok:
Pro j =h,h—1,...,0 provadime

a) Pro kazdy uzel v j-té vrstvy vytvoiime seznam [(v) tak, Ze za ohodnoceni a(v)
priddme posloupnost c¢(v1),...,c(vg), kde vq,...,vx jsou piimi néslednici uzlu v
uspotradani tak, aby tato posloupnost byla neklesajici.

b) Pro kazdy strom T; usporaddme uzly j-té vrstvy lexikograficky podle hodnot se-

znamu [(v). Vyslednou posloupnost oznacime vy, . .., iy,
c) Jestlize pro néjaké p € {1,...,n;} se seznam I(j) lisf od seznamu I(vs,), pak stromy

nejsou izomorfni, ZASTAV.

d) Pro uzly j-té vrstvy urcime c takto:

C(’UiJ) =1

Pro l(v;,) = l(v1p—1) polozime ¢(v;,) = ¢(v1p-1)

Pro I(v;,) # l(v1,-1) polozime ¢(v;,) = ¢(vy 1) + 1
3.krok:

Jestlize se algoritmus nezastavil, stromy jsou izomorfni.

4.14 Véta

Algoritmus 4.13 funguje spravné.

Drikaz: Rovnost poctu uzld ve stromech a uzli v jednotlivych vrstvach stromi je nutnym
predpokladem existence izomorfismu. Indukci dokdzeme, ze uzly v, w lezici ve sjednoceni
vrstev obou stromil ziskaji tutéz hodnotu ¢isla ¢ pravé tehdy, kdyz jimi urcené korenové
podstromy T'(v) a T'(w) jsou izomorfni se zachovanim ohodnoceni.
Zakladni krok:
Pro posledni vrstvu tvrzeni plati. Kazdy takovy podstrom je tvofen jedinym uzlem a
ptitom ¢(v) = c(w) < a(v) = a(w).
Indukcni krok:
Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro vSechny vrstvy s indexem vyssim nez j. Rovnost
c¢(v) = c(w) nastane pravé tehdy, kdyz l(vf( = [(w). To v8ak znamend, ze a(’ug = a(w) a
v a w majl stejny pocet piimych nasledniki s touz hodnotou ¢isla ¢. Podle indukcéniho
predpokladu jsou podstromy urcené odpovidajicimi si dvojicemi piimych nasledniki s touz
hodnotou ¢isla ¢ izomorfni. Sjednoceni pfislusnych izomorfism podstromu sjednocené se
zobrazenim {v — w} je izomorfismus.

OJ
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Chceme zjistit, kolik stromi existuje na dané mnoziné uzli. Zavedeme pomocné oznaceni.

Mnozinu v8ech stromii s mnozinou uzli {vy, ..., v,} oznac¢ime T'(vy,...,v,).
ProT € T(vy,...,v,) akone¢nou posloupnost s = [ky,...,k, 2] € {1,...,n}" 2 poloZime
Tr~S & existuje [i1,..., 0, 2] € {1,...,n}" 2 takov4, Ze 7; je nejmensi prvek
vmnoziné {1,...,n}\ {i1,..., 01,k ..., kn_o}

{vi,, v, } je hrana v T pro kazdé [ a pro {k,j} = {1,...,n} \ {i1,...,0n—2} je {vk,v;}
hrana v 7.

4.15 Lemma

Posloupnost {i1,...,%,—2} je urena jednoznacné a pro kazdé [ je graf 7'\ {v;,,...,v;,_, }
strom, v némz jsou uzly stupné rtzné od 1 pravé vy, ..., vk, ,

4.16 Veéta

Pocet stromt s danou n-prvkovou mnozinou uzld je roven n™ 2.

Dukaz: Definujeme zobrazeni s : T(vy,...,v,) — {1,...,n}" 2 at: {1,... n}"? —
T(vy,...,v,) takova, ze T ~ s(T? ,1(S) & S. Je zfejmé, Ze odebranim uzlu stupné 1 spolu
s prllehlou hranou ze stromu s a

espon tfemi uzly dostaneme opét strom.
DeﬁHUJeme zobrazeni s. Necht T' € T'(vy, .. { Pro [l € {1,...,n2} poloZime i; rovno

nejmensimu indexu uzlu stupné 1 ve stromu T =T\ A{v;,.. v”_l} a k; indexu uzlu s

nim sousedniho. 7" ~ s(7T").

Definujeme zobrazeni t. Necht S = [ky,..., k, o] € {1,...,n}" 2. Prol e {1,...,n —2}

polozime ¢; rovno nejmensimu prvku v {1, ... n}\{é1, ..., 41, ki, ..., k,}. Hranami budou

{vi, v, } a {vg,v;}, kde {k,j} = {1,...,n} \ {¢1,...,i,—2}. Tyto hrany jsou navzajem

razné. t(S) ~ S.

Jesté bychom méli ovéfit (ale neucinime tak), Ze sot =idy  n-2 atos=idpw,, . uv,)-
O

Priklad: Budeme hledat kéd stromu.

Postupné odebirame uzly stupné 1 s nejmensim indexem a vytvarime posloupnost indexi
sousedi. Nakonec tak dostavame vysledny kéd [1,4,4, 1,8, 8|.

Nyni vysledny kéd dekédujeme. V kédu [1,4,4, 1,8, 8] je 2 nejmensi index, ktery zde neni.
Vytvorime tedy kéd [2,4,4,1,8,8]. V tomto kédu je 3 nejmensi index, ktery chybi. Vy-
tvorime tedy kéd [2,3,4,1,8,8]. Nyni chybi index 5, vytvofime proto kéd [2,3,5, 1,8, 8].
Analogicky postupné vytvorime kédy [2,3,5,4,8,8],[2,3,5,4,1,8] a [2,3,5,4,1,6]. V po-
slednim kédu se navyskytuji indexy 7, 8. Pro pfehlednost si kédy sepiseme pod sebe:
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Stromy

Puvodni strom konstruujeme piidavanim hran naznacenych pomoci |. ”Pribezné” grafy

tedy postupné vypadaji takto:

Gll @ GQI @ @
D) L @

C 1" )
Ly g L)—g)

v3) v3)

Gs v2) vy | Ge: (@) (v3)
L)—g) L)—g)

vs) v3) (vs) v3)

ve)
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A koneé¢né vysledny strom G7:
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5 KOSTRA GRAFU,
HLEDANI MINIMALNT KOSTRY

Podle predndsky Doc. RNDr. Josefa Niederleho, CSc. zpracoval Ondrej Bitto

5.1 Definice

Kostra neorientovaného grafu je kazdy jeho maximalni ¢aste¢ny graf bez kruznic.
Kostra v hranové ohodnoceném grafu je minimalni, jestlize ma nejmensi mozny soucet
ohodnoceni hran.

5.2 Véta

Kazdy neorientovany graf obsahuje kostru. Kostra souvislého neorientovaného grafu je
strom. Kazdy hranové ohodnoceny neorientovany graf obsahuje minimalni kostru.

Dutikaz: Plyne z véty 4.5 a konecnosti grafu.
OJ

Existuje nékolik navzajem si blizkych algoritmi umoziujicich nalézt minimalni kostru.

5.3 Boruvkuav-Kruskalav algoritmus

Vstupni data: Hranové ohodnoceny souvisly neorientovany graf G := (V, E).

Ukol: Nalézt minimalni kostru.
Oznacent: H :=(V,E;) ... posloupnost ¢asteénych podgraft
R; ... posloupnost rozkladi mnoziny V'

1.krok: Hrany grafu G usporadame do neklesajici posloupnosti podle jejich ohodnoceni
2.krok: Eq:= 0,

Ry :={{v}|ve Vi,

1:=0.
3.krok:  Pro kazdou hranu {u, v} grafu G v pofadi daném ohodnocenim provadime:

Zjistime, zda uzly u a v patii do rtznych tiid rozkladu R;. Pokud ano,
provedeme

=1+ 1,
E;:=E;_1U{{u,v}},
Ri = Ri—l U {[U]Ri_l U [U]Ri—l}7

tedy sjednotime tiidy rozkladu R; ; obsahujici uzly u a v. Vlastné se
ptame, zda hrana {u, v} uzavie kruznici.

4.krok:  H; je minimalni kostra.
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5.4 Jarnikuv-Primuv algoritmus

Vstupni data: Hranové ohodnoceny souvisly graf G := (V, E) s ohodnocenim h

Ukol:

Nalézt minimalni kostru.

Oznacent: H :=(V,E;) ... posloupnost ¢asteénych podgraft

1.krok:

2.krok:
3.krok:

4.krok:

5.krok:

Zvolime libovolny uzel u € V. Polozime
Vo := {u},
E() = @,
1:=0,
M =V \ {u}.
Pro kazdy uzel v € M provedeme:
Je-li {u, v} hrana grafu G, pak polozime
Vi =,
d, := h({u,v}),

jinak d, := oo.

Jestlize M = (), pak H; je minimélni kostra, ZASTAV.
Zvolime uzel v € M, pro ktery je d, minimalni. Polozime

Q=i 1,
V=V U{v},

E; :=E;, 1, U{{U,,v}},
M := M\ {v}.

Pro kazdy uzel w € M provedeme:

Je-li {v,w} hrana v grafu G a jeji ohodnoceni je mensi nez d,,, polozime
Uy =,
dy = h({v,w}).

Jdeme na 2.krok.
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5.5 Obecny algoritmus

Vstupni data: Hranové ohodnoceny neorientovany graf G := (V) E)

Ukol: Nalézt minimalni kostru.
Oznacent: H :=(V,E;) ... posloupnost ¢asteénych podgraft
R; ... posloupnost rozkladi mnoziny V'

1.krok: Polozime
1:=0,
R =0,
Ry :={{v}|veV}

2.krok:  Jestlize R = {V'}, pak H; je minimalni kostra, ZASTAV.

3.krok:  Zvolime libovolny prvek C' := R;, tedy souvislou komponentu v H;.

4.krok:  Zhran {u,v}, kdei € C'av ¢ C, vybereme hranu s minimalnim ohodnocenim.
5.krok:  Polozime

=141,
E; = E;_1U{{u,v}},
R; =R \ {[u]RFN [/U]Ri—l} U {[U]Rifl U [U]Ri—1}7

tedy sjednotime tiidy rozkladu R;_; obsahujici uzly v a v.
6.krok: Jdeme na 2.krok.

5.6 Véta

Algoritmus 5.5 funguje spravné.

Drkaz: Protoze je hran kone¢né mnoho, algoritmus se zastavi. Indukci budeme dokazo-
vat, ze graf H; je vzdy obsazen v nékteré minimalni kostie Kj;.

Zakladnt krok:  Na zacatku vypoctu je graf H, diskrétni, a proto obsazen v kazdé mini-
malni kostre.

Indukcni krok:  Predpokladejme, ze graf H; ; je obsazen v miniméalni kostie K; ;. Je-li

pridavanéd hrana {u,v}, kde u je uzel lezici ve zvolené komponenté C,
hranou v K, 4, je i H; obsazena v K, ; a staci polozit K; := K;_ ;.
Pokud tomu tak neni, pak existuje pravé jedna cesta z v do v v K;_;.
Na ni lezi hrana {z,y} takova, ze z € C ay ¢ C.
Z volby hrany {u,v} plyne, Ze ohodnoceni hrany {z,y} je vétsi nebo
rovno ohodnoceni hrany {u,v}. Odebranim hrany {z,y} a pfidanim
hrany {u,v} dostaneme z K; 1 opét kostru K;, jejiz ohodnoceni neni
vyssi, a proto je také minimalni. Pfitom H; je obsazen v K;. Algoritmus
skon¢i nalezenim kostry a ta je také minimalni.

t

5.7 Véta

VSechny minimalni kostry téhoz souvislého neorientovaného grafu maji stejné slozeni
ohodnoceni.
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Duikaz: Jestlize (V,71),(V,T3) jsou minimalni kostry a {u,v} € T; \ T3, pak existuje
hrana {a,0} € Ty \ Ty takova, ze {u, v} lezi na cesté v Ty spojujici @ a 0 a {u,0} lezi na
cesté v T, spojujici u, v. Kdyz totiz vypustime hranu {u,v C} z T, dostaneme les se dvéma
souvislymi komponentaml Cu, Cy, pticemz u € C, ave

Na cesté z u do v v T3 lezi hrana {u 0} spojujcici obé komponenty, pricemz 4 € C), a
v € C,. Piitom cesta spojujici u a @ lezi v C,, cesta spojujici v a v lezi v C,. Jechh
spojenim s hranou {u, v} dostaneme cestu v T3 spojujici u a ©. Pfitom vypusténim hrany
{u,v} z Ty a ptidanim {@, 0} dostaneme opét kostru, tedy ohodnoceni {4, 0} je vétsi nebo
rovno ohodnoceni {u, v}. Podobné obréacené, tedy ohodnoceni {u, v} je rovno ohodnoceni

U, 0}
1{\Iech% K, L jsou rizné minimalni kostry souvislého grafu G. Pak existuje konecna po-

sloupnost
K=Ky Ky,...,K,=L

koster grafu G takova, ze K,_1, K; maji stejné slozeni ohodnoceni hran a | K;\L | < | K;—1\
L |. Nahrazenim hrany {w,v} v K;_; \ L hranou {4,0} v L\ K,_; podle pfedchazejictho
totiz dostaneme kostru K; s tymz sloZenim ohodnoceni hran, kde | K;\L | = | K; {\L| —1.

O
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6 SOUVISLE KOMPONENTY
Podle predndsky Doc. RNDr. Josefa Niederleho, CSc. zpracoval Ondrej Bitto

Obvykle se pouzivaji metody zalozené na prohledavani grafu do hloubky.

6.1 Algoritmus hledani souvislych komponent neorientovaného
grafu

Vstupni data: Neorientovany graf G := (V, E)

Ukol: Nalézt souvislé komponenty.
Oznacent: f ... predchidce uzlu ve stromu prohledavani
v ... referencni uzel
N ... mnozina nenalezenych uzli
U ... mnozina neprobadanych hran
D ... mnozina nalezenych uzli stromu prohleddvani
T ... Mnozina nalezenych hran stromu proheldavani
1.krok: Polozime
N =V,
U:=F,
D = (),
T:=10
2.krok: Je-li N = (), ZASTAV.
3.krok:  Zvolime v € N, polozime
f(v) :=0,
Ni= N\ {ol,
D := {v}
4.krok:  Jestlize neexistuje hrana vychézejici z v a lezici v U, pak jestlize f(v) = 0,
jdeme na 6.krok, jinak polozime v := f(v) a jdeme na 4.krok.
5.krok:  Zvolime hranu h := {v, z} € U a polozime U := U \ {h}. Pokud je z € N, pak
provedeme
N:=N\{z}
D :=DU{z},
T :=TU{h},
f(z) =,
vi=z
a jdeme na 4.krok
6.krok: 'V D jsou uzly a v T hrany souvislé komponenty, polozime D := (,T := () a

jdeme na 2.krok
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6.2 Algoritmus hledani souvislych komponent v orientovanych

grafech
Vstupni data:  Orientovany graf G := (V, E)
Ukol: Nalézt souvislé komponenty v G
Oznacent: p(v) ... poradi uzlu v
f(v) ... pfimy predchiidce uzlu v ve stromu prohledavani
r(v) ... pomocny index
D ... mnozina dovolenych uzli

Vyvojovy diagram je umistén na nasledujici strance.
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Souvislé komponenty
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Koren komponenty je ten jeji uzel, ktery jsme objevili jako prvni.

6.3 Véta

Algoritmus 6.2 funguje spravné.

Dukaz: Je ziejmé, ze z komponenty K se vratime pres jeji kofen ve stromu prohledavani
teprve po nalezeni vSech jejich uzli. Kdyby totiz uzel u ziistal neobjeven, pak na cesté z
v do u, které celd patii do K, lezi hrana [vy, u;] takova, Ze uzel v; byl objeven, avsak wu;
ne. Z vy jsme se vSak mohli vratit az poté, co jsme nalezli uy, coz je spor. Kazda souvisla
komponenta méa tedy ve stromu prohledavani tvar

T)\T(v1)\ ...\ T(vg),

kde vy, ..., v jsou uzly, jimiz jsme z komponenty vystoupili. Staci tedy ukazat, ze algo-
ritmus spravné urci koreny komponent.

Indukei dokdzeme, Ze pfi névratu z uzlu v je r(v) < p(v) pravé tehdy, kdyZ v neni kofenem
komponenty.

Predpokladejme tedy, ze dosud jsme pfi navratu vSechny uzly zaradili spravné. Pokud
r(v) < p(v), existuje u € T'(v), z néhoz vede Sipka do w, kde p(w) < p(v) a w je dovolen.
Pokud w je predchtidcem v v T', mame

* *
w—0v—>UuUu—w

a tedy v a w patii do téze komponenty. Proto w neni kofenem komponenty. Pokud w neni
predchtidcem v v T, existuje uzel z, v némz se vétvi cesty k w a v v T Pfitom 2z a w
patii podle indukéniho predpokladu do téze komponenty, jinak by uzel w nebyl dovolen.
Dostavame

w505 u—w
a tedy z a v patri do téze komponenty. Proto v neni korenem komponenty.
Pokud obracené v neni kofen komponenty, existuji uzly této komponenty objevené pred
v. Z v do kofene komponenty vede cesta

V=Yg — V1 — Vg — ... — U = U.

Existuje nejmensi index [ takovy, ze v; je uzel komponenty objeveny pred v. Pak ovSem
r(v) < r(vi-1) < p(u) < p(v). -
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7 HLEDANI OPTIMALNI CESTY
Podle predndsky Doc. RNDr. Josefa Niederleho, CSc. zpracoval Ondrej Bitto

Protoze algoritmy hledaji nejkratsi sled, graf nesmi obsahovat kruznici se zapornym ohod-
nocenim.

7.1 Algoritmus Mooruv

Vstupni data:  Orientovany graf G := (V, E)
uzel s e V
Ukol: Pro kazdy uzel v nalézt cestu z s do v s nejmensim poc¢tem hran.

0.krok: Polozime

(psa dS) = (0,0),
k=0,

Vo := {s}.
1.krok: Polozime V1 = ). Pro kazdy uzel i € V}, provedeme:
kazdého neoznaceného naslednika j uzlu i oznacime (p;, d;) = (i,k + 1)

Polozime Vjyq := Viy1 U {j}
2.krok: Pokud Vi1 =0, ZASTAV, jinak jdi na 1.krok.

7.2 Véta

Algoritmus 7.1 funguje spravné.

Dukaz: Mame dokazat, ze po skonceni plati:

Pokud je uzel j oznackovan, pak d; := d(s, j), a pokud neni oznackovan, pak neextistuje cesta

z s do j.

Ziejmeé uzel dostane znacku nejvyse jednou. Pokud mé znacku (i, k + 1), existuje cesta z

s do j délky k + 1. Dostaneme ji pfipojenim hrany [i, j] k cesté z s do i délky k, ktera

existuje z indukéniho predpokladu.

Necht d(s, j) = b. Indukei k b dostavame, ze pak j mé znacku a pfitom d; = b. Nechf @

je cesta z s do j délky b a nechf i je jeji pfedposledni uzel. Potom d(s,7) = b — 1 a podle

iinduk]g:niho pfbedpokladu mé ¢ znacku a d; = b — 1. Pro k = b — 1 uzel j dostane znacku
i =k+1=0.

O
7.3 Dijkstrav algoritmus
Vstupni data: Nezéaporné hranové ohodnoceny orientovany graf G := (V, E)
Ukol: Pro kazdy uzel v nalézt cestu z s do v s nejmensim souc¢tem ohodnoceni

hran.
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0.krok: Polozime

(pSa ds) = (07 0)7
S = {s},

(py, dy) := (0,00) pro v # s, pokud neexistuje hrana z s do v, (p,,d,) :=
(s,¢s,0) pokud existuje hrana z s do v

1.krok: Pokud S =V, ZASTAV. Najdeme uzel k € V' \ S s nejmensi hodnotou d.
Polozime S := S U {k}. Pro kazdy uzel j € V (k) \ S provedeme:

pokud dj, # cx; < dj, pak d; := dj, + cx

Jdeme na 1.krok.

7.4 Véta

Algoritmus 7.3 funguje spravné.

Dukaz: Indukci dokazeme, ze kazdy uzel k je zafazen do S s dy = d(s, k), kde d(s, k)
oznacuje délku nejkratsi cesty z s do k a pritom celd tato cesta lezi v S.

Zikladni krok:  Uzel s je zafazen s dy = 0 = d(s, s).

Indukéni krok:  Predpokladejme, ze dosud byl kazdy uzel i v S zafazen s d; = d(s, i) a
dr = 00, pak neexsituje Sipka z uzld v S do V' '\ S a tedy d(s, k) = 0o
pro kazdy uzel k € V' \ S. Pfedpokladdejme dy = oo. Uvazujme cestu
z s do k délky d(s, k), tedy nejkratsi cestu, a necht v je jeji prvni uzel
lezici ve V' \ S a u jeho ptfedchidce. Protoze u byl zatazen do S, d, <
dy + Cup = d(8,u) + ¢y Protoze k dostal znacku pfi zafazeni jistého
uzlu i do S, dy = d; + ¢ = d(s,1) + ¢; i je délkou jisté cesty p z s do k.
Protoze dj, je nejmensi znacka, dy < d,. Odtud dostéavame dj, = d(s, k),
nebot d, < d, + ¢y = d(s,u) + cup < d(s, k) < dp < d,. Proto cesta P
od s po i sestava z uzli v S podle indukéniho predpokladu a po pridani
k do S jecelav S.

O

7.5 Algoritmus Forduav

Vstupni data: Hranové ohodnoceny orientovany graf G := (V| E) bez kruznic zadporné

délky;,
uzel s e V.
Ukol: Najit nejkratsi cesty z uzlu s do ostatnich uzli.
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0.krok: Polozime

(as7psa s) = (07070)7
(a]’pj7 ):: (070700) proj#s,jGV,
k:=0

1.krok: Jestlize k = n — 1 nebo a; # k pro kazdy uzel i € V, ZASTAV. Jinak pro
kazdy uzel i € V takovy, ze a; = k, provedeme

Pro kazdy uzel j € V(i) provedeme

Jestlize d; + ¢; ; < d;, pak provedeme

dj = dz + Ci,j
pj =1
aj :=a; +1

Polozime k := k + 1 a jdeme na 1.krok.

7.6 Véta

Algoritmus 7.5 funguje spravné.

Dikaz: Indukei dokazeme, Ze po skonceni k-té iterace je d; rovno délce nejkratsi cesty s
nejvyse k + 1 hranami.

Zdkladni krok:  Po skonceni nulté iterace je ds = 0 a pro kazdy uzel i € V~(s) plati
d; = cs;, jinak d; = oo. To jsou délky nejratsich cest z uzlu s s nejvyse
jednou hranou.

Indukcni krok:  Predpokladejme, ze v predchozich iteracich tvrzeni plati. V k-té iteraci
se délka d; nejkratsi cesty z s do j s nejvySe &k hranami porovnava s
délkou kazdé cesty z s do 7 s k + 1 hranami, takZe po jejim skonceni je

d; rovno délce nejkratsi cesty s nejvyse k + 1 hranami.
O

7.7 Algoritmus vypousténi zdroju

Vstupni data: Hranové ohodnoceny orientovany graf G := (V, E) bez kruZnic,

uzel s e V.
Ukol: Najit nejkratsi cesty z uzlu s do ostatnich uzli.
Oznacent: 7. ..zasobnik
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0.krok: Polozime

(T:S)psa ds) = (O, 0, O),
(rj, pj, d;) = (st™(4), 0, 00).

Do zasobniku vlozime vsechny zdroje tak, aby s byl posledni.
1.krok: Pro posledni prvek i ze Z provedeme:

Odebereme i ze Z. Pro kazdy uzel j € V(i) provedeme:

Jestlize d; + ¢; ; < d;, pak provedeme:
dj :==d; + ¢
pj =1

rj=r;—1

Jestlize r; = 0, pfidame j do Z.
2.krok:  Jestlize Z # 0, ZASTAV. Jdeme na 1.krok.

7.8 Véta

Algoritmus 7.8 funguje spravné.

Dukaz: Je ziejmé, Ze skon¢ime, nebot kazdy uzel se do zasobniku dostane nejvyse jednou.
Z principu fundované indukce vyplyva, Ze se do néj dostaneme, nebot je zfejme, Ze pokud
se do zasobniku dostali vSichni jeho predchiidci, dostal se tam také. Stac¢i dokazat, ze pak
skutecné plati d; = d(s, j) pro kazdy uzel j € V indukei podle pofadi, v némz jsme uzly
vkladali do zasobniku.

Necht @ je cesta z s do j délky d(s, j) a i jeji predposledni uzel, podle indukéniho pied-
pokladu d; = d(s,1). Tedy d; < d; + ¢;; = d(s,7) + ¢;; = d(s, 7).

O

Algoritmus 7.8 mtizeme pouzit i k nalezeni nejdelsich cest.

Analyza kritické cesty

Tato metoda se pouziva k analyze projekti sestavajicich z ¢innosti ohodnocenych délkou
trvani a navaznosti mezi nimi.

Postupujeme tak, Ze si nejprve sestrojime graf projektu, v némz jsou ¢innosti znazornény
uzly a navaznosti mezi nimi Sipkami. Tedy

@—D)

znamena, ze ¢innost b mize zacit teprve po skonceni ¢innosti a.
Uzly znazornuji ¢innosti ohodnocené délkou trvani téchto ¢innosti. Obdrzime tak orien-
tovany graf bez kruznic.

B—®

@] €)

Graf kreslime tak, aby Sipky sméfovaly zleva doprava, myslena ¢asova osa probiha také
zleva doprava.

Abychom mohli pouzit algotimus 7.8, nahradime tento graf grafem s ohodnocenymi hra-
nami. Kazdy uzel nahradime dvéma uzly a Sipkou mezi nimi s tymz ohodnocenim, jako

mél pivodni uzel. Sipky znazoriujici ndvaznosti budou mit nulové ohodnoceni. Pfitom
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tyto Sipky vychazeji z koncovych uzli ¢innosti a vchéazeji do pocatecnich uzli ¢innosti.
Doplnime pocatec¢ni uzel, z néhoz vedou Sipky do vsech zdrojt, a koncovy uzel do néhoz
vedou élpky zZ koncovych uzlt.

NN

V tomto grafu hledame nejdrlve délku nejdelsi cesty z pocatecniho uzlu do ostatnich
uzli,ptficemz vzdalenosti udavame od pocatku tak, aby v koncovém uzlu byla hodnota
nejdeléi cesty nebo predpokladana délka trvani projektu.

NO) 0\/\ 3\/\ Of\ 2(\ 0
1 ’U 0 U 3
Nyni dohledame nejdelsi cesty z koncového uzlu do ostatnich uzli.

00—~ 00—~ >3 —— 6 e —B—— 88
\@\@C/

Nejdelsi cesty jsou kritické. Na nich ve skutec¢nosti zavisi doba trvani projektu.
Kritickd cesta je tvotena uzly s ohodnocenim x|z.
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[,
ti R0

AN AN S

! ]
ti (0
ti'h=max{t,1! | [ui] je hrana} it 2=min{t,® | [j,n] je hrana}
AR tjiﬂ t,jill
¥ij
[1,1]

nejdfive  nejpozdén
moEny pfipustny
zacatel  konec

10
(

til). ..nejpozdéji piipustny konec ¢innosti [, j]

nejdiive mozny zacéatek ¢innosti [i, j]
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(0)
"
t

... nejdfive mozny konec ¢innosti [z, j]

... nejpozdéji pripustny konec ¢innosti [7, j]

Yi ;.- -doba trvani éinnosti [z, j]

Rezervy &innosti [i, j]

Celkovd rezerva (CR):
Volnd rezerva (RV):

Zavisla rezerva (RZ):

Nezavisld rezerva (RN):

CRiy =t 1 —y; =tV 1 =4 4

7
RViy =t —4® — g =10 — 4O
Udéava, o kolik lze posunout zacatek c¢innosti, aby se nezménily
nejdiive mozné zacatky vSech ¢innosti bezprostiedné nasledu-
jicich.
RZ; =17 =) —yi; = 1)) 1!
Udava, o kolik lze prodlouzit trvani ¢innosti, aby se nezménil
nejpozdéji pripustny konec ¢innosti bezprostiedné predchézeji-
cich.
RNZ‘J‘ = tg) — tE) — yi,j
Udava, o kolik 1ze prodlouzit trvani ¢innosti, aby se nezménil
nejdiive mozny zacatek ¢innosti bezprostfedné nasledujicich a
nejpozdéji pripustny konec ¢innosti bezprostiedné predchézeji-
cich.

Propustnost cesty v hranové ohodnoceném orientovaném grafu je minimum z ohodno-

ceni jejich hran.

7.9 Algoritmus nalezeni cesty s nejvétsi propustnosti

Vstupni data: Hranové ohodnoceny orientovany graf G := (V, E),

uzel s € V.
Ukol: Najit cesty s nejvétsi propustnosti z uzlu s do ostatnich uzli.
Oznacent: b;...dosud nalezena nejvétsi propustnost cesty z s do j

¢; ;- - . ohodnoceni hrany [i, j]

1.krok: Polozime

(ps, bs) := (0, 00), ostatni uzly bez znacky,

S = {s},

v i=S.

2.krok:  Pro vSechny uzly u € V~(v) provedeme:

Pokud b, < min{by, c,.}, pak provedeme

by := min{by,, c, .}

Pokud S =V, ZASTAV. Najdeme uzel v € S s maximalnim b,, polozime
S := {v}, jdeme na 2.krok.
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8 TOKY V SITICH
Podle predndsky Doc. RNDr. Josefa Niederleho, CSc. zpracoval Ondrej Bitto

Je déan orientovany graf G := (V, E) s nezdpornym ohodnocenim hran, jemuz fikdme ka-
pacita, pocatecni uzel uzel s a koncovy uzel t.

@D

b; ;... kapacita hrany [i,j]
Z; ;. . . tok hranou [1,j]

Hledame nezaporné ohodnoceni z; ; takové, ze 0 < z; ; < b; ; a

Z T — Z i ; =0, eV \{st}

JEVH(3) JEV=(3)

Takovému ohodnoceni fikame tok. Cislo

E Lt — E Lt,j

JEVH(t) JEV—(t)

je velikost toku z s do t.

Budeme hledat tok s maximalni velikosti. Takovy tok je maximalni.

Necht P je polocesta v G. Mnozinu souhlasné orientovanych hran oznacime P, mnoZinu
nesouhlasné orientovanych hran P~.

Souhlasné orientované hrané [i, j] pfifadime b; ; — x; j, nesouhlasné orientované hrané
4, j] pfifadime x; ;, kterym fikdme rezervy. Nejmensi z rezerv hran polocesty je rezerva
polocesty.

Zlepsujici polocesta je polocesta z s do t s kladnou rezervou.

Podmnozina S C V je Fez mezi s a t, jestlize s € S, t ¢ S (zjednodusené, obvykle se za
fez bere mnozina hran). Soucet kapacit hran vychazejicich z uzli v S a vchézejicich do
uzli ve V'\ S je kapacita fezu. Znacime b(S,V \ S). Plati

f(x) =z(S,V\S) —x(V\S5,5) <b(S,V\5)

Minimalni Fez je fez s minimalni kapacitou.

8.1 Véta

Velikost maximéalniho toku z s do ¢ je rovna kapacité miniméalniho fezu mezi s a ¢.

Dukaz: Maximéalni tok existuje, nebot jde o maximum spojité funkce na kompaktni mno-
Ziné (zohraniéené a uzaviena). Minimalni Fez existuje, protoZze fezu je koneéné mnoho.
Oznac¢me x* maximalni tok z s do ¢ a b* hodnotu minimalniho fezu mezi s a t. Zfejmé
[(z ) =b(S,V'\ 5).

echt S je mnozina vSech téch uzlid, do nichz vede z s polocesta s kladnou rezervou
a ktera navic obsahuje s. Pokud by te S, existovala by zlepSujici polocesta z s do ¢
a tok bychom mohli zvétsit o rezervu této polocesty, COZ je Spor. Tedy t¢ S, as je
fez mezi s a t. Pro kazdou hranu [7, j] vedouci z S do V' \ S plati, ze z;; = bw, jinak
by uzel j patfil do S a pro kazdou hranu [i, j] vedouci z V' \ S do S plati z;; = 0, jinak

by uzel i patfil do S. Tedy f(x*) = x*(S,V\S)—a*(V'\S,S) =2*(S,V\95) = b(S,V\S).
0
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8.2 Véta

Tok x z s do t je maximalni prave tehdy, kdyz neexistuje zlepsujici polocesta z s do ¢.
Dukaz:
(=) Pomoci zlepsujici polocesty by se dal tok zvétsit.
(<) Polozime S := {v | existuje polocesta z s do v s kladnou rezervou}. Pak f(x) =
b(S,V '\ S), takze x je maximalni tok a S je minimalni Fez.

8.3 Forduv-Fulkersontv algoritmus

1.krok:  Polozime z;; = 0 pro kazdou hranu [, j].

2.krok:  Moorovym algoritmem nalezneme zlepsujici polocestu z s do ¢ s nejmensim
poc¢tem hran. Pokud neexistuje, pak ZASTAV.

2.krok:  Zvétsime tok o rezervu nelené zlepsujici polocesty. Jdeme na 2.krok.

8.4 Véta

Algoritmus 8.3 funguje spravné.

Diikaz: Pokud vypocet skonci, neexistuje zlepsujici polocesta, a tedy tok je maximalni.
Dokazeme, ze vypocet skon¢i po konec¢né mnoha krocich.

Oznacéime o® (1) délku nejkratsi zlepsujici polocesty z s do i po k zlepSenich, to jest pro
tok z(k). Déle oznac¢ime 7() (i) délku nejkratsi zlepsujici polocesty s (kladnou rezervou)
z i do t po k zlepSenich, to jest pro tok z(*).

Nejdiive ukazeme, Ze pro kazdé k a kazdy uzel ¢ plati

o® (i) < o® TV (5) & 70 (7) < 7*HD(G).

Sporem dokézeme prvni nerovnost. Pfipustme, Ze pro jisté k a jisty uzel i plati o*+1(3) <
o®) (7). Bez tjmy na obecnosti mfizeme piredpoklddat, Ze pro kazdy uzel j plati o*+1 (i) <
o**+1(5) nebo 7®)(5) < 7+ (5). Nechf j je predposledni uzel na nejkratsi zlepsujici
polocesté Q z s do i pro tok x*+D. Pak o +1(5) = ¢+ (5) 4+ 1, a tedy o®(j) +1 <
U(k+1)(i).

Necht tok ) byl zlepsen po zlepsujici polocesté P z s do t. Pokud hrana [i, j] nepatfila do
P nebo byla v P nesouhlasna, pak 0 < :cz(fﬂ) < xz(f) Proto 0¥ (i) < o™ (j)+1 < ok (4),
coz je spor s predpokladem.

Pokud hrana [j,i] nepatfila do P nebo byla souhlasnad v P, pak xy:) < xg-lfl) < bj;. Proto
o™ (@) < o®™(j) +1 < o+ (4), coz je spor s predpokladem. Pokud hrana [j,i] byla
nesouhlasna v P, pak ¢®(j) = ™ (i) + 1, a tedy o® (i) + 2 < o**V(3), coz je spor s
predpokladem.
Pro 7 je diikaz obdobny.

U

Rekneme, Ze souhlasna hrana je kriticka, jestlize a:'g-gﬂ) = b;;, a Zze nesouhlasna hrana je
(k+1) 0
ij =Y

]
kriticka, jestlize x

8.5 Véta

Na kazdé zlepsujici polocesté existuje kriticka hrana.
Dukaz: Necht [7, j] je kritickd hrana v (k + 1)-ni zlepSujici polocesté P. Délka
m(P) = o (i) +19() = o () + 7).
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Pokud [i,j] je i v (r + 1)-ni zlepsujici polocesté a r je nejmensi takové, ze k < r, je v ni
opacneé.
Pokud tedy 7% (i) = 7®)(5) + 1, pak ¢ (i) = o) (5) + 1. Odtud m(P) + 2 = o™ (5) +
) 2 < 00() + 7O + 1 =000) 4 70(0) <o) +10(0) = m(Q).
Protoze kazd4 polocesta ma neryse n — 1 hran, mize byt kazda hrana kriticka nejvyse
5-krat. Mizeme tedy provést nejvyse “5+ zlepsem
O
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9 Parovani
Podle predndsky Doc. RNDr. Josefa Niederleho, CSc. zpracoval Ondrej Bitto

9.1 Definice

Neorientovany graf je bipartitni, jestlize jeho mnozinu uzli lze rozdélit na dvé disjunktni
podmnoziny tak, ze kazda hrana ma jeden uzel v jedné a druhy v druhé.

9.2 Definice

Parovani v neorientovaném grafu je kazdy jeho castecny podgraf v némz ma kazdy uzel
stupen nejvyse 1. Parovani je maximalni, jestlize ma nejvétsi mozny pocet hran.

Bipartitnimu grafu mizeme prifadit orientovany graf tak, ze hrany budou vychéazet z uzlu
v prvni mnoziné a vchazet do uzlu ve druhé mnoziné. Mizeme pridat pocatecni uzel a
hrany vychazejici z tohoto uzlu a vchazejici do vSech uzlid prvni mnoziny a koncovy uzel
a hrany vychazejici ze vSech uzli druhé mnoziny a vchéazejici do koncového uzlu. Hrany
ohodnotime vhodné cislem 1.

9.3 Lemma

Existuje Vzajemna jednoznacna korespondence (bijekce) mezi celomselnymi toky z s do t
v pfifazeném orientovaném grafu a parovanim v piivodnim grafu. Je urcena tak, ze pro
tok = {{a,b}|xs = 1} je parovani a pro parovani H je

Tsy = 1, jestlize z v vychazi hrana parovani H
Ty = 1, jestliZe [v, u] je hrana parovani H
Tyt = 1, jestlize z u vychazi hrana parovani H
celociselny tok z s do t. Velikost toku je rovna poc¢tu hran parovani.

V bipartitnim grafu tedy nalezneme maximalni parovani tak, Zze k nému sestrojime pii-
slusny ohodnoceny orientovany graf a najdeme v ném maximélni tok. Hrany, v nichz je
hodnota toku 1, tvofi maximéalni parovani.

9.4 Definice

Uzel je volny vzhledem k danému parovani, jestlize nesousedi se Zadnou hranou parovani.
Cesta je stfidava, jestlize se v ni stfidaji hrany patfici a nepatfici do parovani. Je volna,
jestlize zacina ve volném uzlu a konci ve volném uzlu.

9.5 Bergerova véta
Parovani je maximalni pravé tehdy, kdyz k nému neexistuje volna stiidava cesta.
Dtkaz:
(=) Kdyby existovala, pak vyménou hran pat¥icich do této cesty dostaneme péaro-
vani s vétsim poctem hran
(<) Necht X je Parovani, ke kterému neexistuje volna stiidava cesta. Necht X* je
néjaké maximalni parovani. Polozme H = X U X*. (V, H) m4 uzly stupné 1,2,
a proto jeho souvislé komponenty jsou nékterych z téchto typt: jedna hrana,
cesta sudé délky nebo kruznice sudé délky. Pocet hran parovani X je tedy tyz,
jako pocet hran maximalniho parovani X*.
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9.6 Algoritmus Edmondstv

Vstupni data: Neorientovany graf (V, E) a parovani X
Ukol: Najit volnou stfidavou cestu.
Oznacent: S : L:...znacky (suda, lichd)

1.krok:  Jestlize neexistuje volny uzel, pak ZASTAV.
2.krok:  Vsechny volné uzly dostanou znacku S : 0

Pokud b, < min{by, ¢,.}, pak provedeme
by := min{by,, c, .}

Pokud S = V, ZASTAV. Najdeme uzel v € S s maximalnim b,, polozime
S := {v}, jdeme na 2.krok.
3.krok:  Oznackovany ale neprozkoumany uzel ¢ prozkoumame takto:

Pokud ¢ mé znacku S, pak kazdy neoznackovany uzel j takovy, ze {i,j} €
E\ X, dostane znacku L : i.

Jestlize ¢ ma znacku L a {i,j} € E'\ X a j je neoznackovany, pak j
dostava znacku S : i.

9.7 Véta

Necht Z je kvét objeveny v grafu G pfi znackovani vzhledem k X. Necht po kontrakci
kvétu Z na uzel Z’ vznikne z G graf G’ a z X péarovani X'. Potom v G’ existuje volna
stiidava cesta vzhledem k X' pravé tehdy, kdyz v G existuje volna stiidava cesta pro X.

Dukaz:
(=) Volnou stfidavou cestu v G’ vzhledem k X’ doplnime tsekem v kvétu podle
druhu hran.

(<) Tento smér je slozity.
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10 Miry souvislosti grafu

Podle predndsky Doc. RNDr. Josefa Niederleho, CSc. zpracoval Ondrej Bitto

V této kapitole budeme zkoumat neorientované grafy. Necht G := (V, E) je souvisly. Miru
souvislosti mtizeme udat pomoci hranovych a uzlovych fezi.

10.1 Definice

Uzlovy fez je podmnozina A CV takovd, ze (V \ A, {e € EleN A = 0}) je nesouvisly.
Hranovy fez je podmnozina A C E takova, ze (V, E'\ A) je nesouvisly.

Kazdy netrividlni souvisly graf ma hranovy fez. Kazdy netuplny souvisly graf ma uzlovy
fez.

10.2 Definice

Minimalni velikost uzlového fezu se nazyva uzlova souvislost grafu a znaci x(G). Pro
uplny graf x(K,,) :=n — 1.

Minimalni velikost hranového fezu se nazyva hranova souvislost grafu a znaci A\(G).
Trividlni graf K; méa hranovou souvislost A(K;) := 0.

Kazdy nesouvisly graf G ma «(G) :=0 a )\(G% = 0.

Cesty z u do v jsou vnitFné disjunktni, jestlize nemaji spole¢ny vnitini uzel. Cesty z u
do v jsou hranové disjunktni, jestlize nemaji spolecnou hranu.
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