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Statistika jako metoda analyzy dat patii k védnim disciplindm, v nichz by
meél byt vzdélan kazdy ekonom. Jeji role v ekonomii je zcela nezastupitelna,
nebot moderni fizeni je zaloZeno na nepfetrzitém vyhodnocovani informaci
o hospodarstvi jako celku i jeho subsystémech, a tyto informace poskytuje a
nasledné zpracovava prave statistika.

Primétena znalost zakladnich statistickych pojmu je pro ekonoma dulezité
také proto, ze mu pomaha porozumét odborné ekonomické literature, jejiz
nékteré ¢asti statistiku v hojné mire vyuzivaji.

Vyznam statistiky v posledni dobé neustdle roste, coz izce souvisi s rozvojem
vypocetni techniky, ktera je pouzivana jak pii shéru a prenosu dat, tak pfi
jejich zpracovani a ukla-dani informaci.

Dovednosti a znalosti ziskan €& po studiu text(

Predmeét ,,Statistika® vas ma predevsim naucit zpracovavat data, ktera se
tykaji ekonomickych jevu, tj. data tfidit, numericky vyhodnocovat a inter-
pretovat. Velké mnozstvi piikladu, které jsou soucasti u¢ebniho textu, vam

pomuze pii formulovani vlastnich uloh a vybéru spravné metody. Naucite se
rovnéz vyuzivat vypocetni techniku pii feseni ekonomickych problému.
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Navod pr ace se studijnimi texty

Text je rozvrzen do 13 kapitol a 2 ptiloh. 1. az 4. kapitola se zabyvaji po-
pisnou statistikou. Popisna statistika je disciplina, ktera pomoci ruznych ta-
bulek, grafu, funkcionalnich a éiselnych charakteristik sumarizuje informace
obsazené ve velkém mnozstvi dat. Pouziva jen zakladni matematické operace
a lze ji snadno pochopit. Jeji dulezitost spociva jednak v tom, ze se v praxi
velmi casto pouziva a jednak motivuje pojmy, které jsou potieba v poctu
pravdépodobnosti.

5. az 10. kapitola vas seznami s poctem pravdépodobnosti, ktery se zabyva
studiem zakonitosti v ndhodnych pokusech. Matematickymi prostiedky mo-
deluje situace, v nichz hraje roli nahoda. Pod pojmem ndhoda rozumime
pusobeni faktoru, které se zivelné méni pii ruznych provedenich téhoz po-
kusu a nepodléhaji nasi kontrole.

11. az 13. kapitola obsahuji zakladni poznatky o matematické statistice. Ma-
tematicka statistika je véda, ktera analyzuje a interpretuje data predevsim za
ucelem ziskani predpoveédi a zlepseni rozhodovani v ruznych oblastech lidské
¢innosti. PTi tom se fidi principem statistické indukce: na zédkladé znalosti
o ndhodném vybéru z urcitého rozlozeni pravdépodobnosti se snazi odvodit
vlastnosti tohoto rozlozeni pravdépodobnosti.

Piiloha A je tvofena vybranymi statistickymi tabulkami, konkrétné obsahuje
hodnoty distribuéni funkce standardizovaného normalniho rozlozeni, kvantily



standardizovaného normélniho rozlozeni, Pearsonova rozlozeni x*(n), Stu-
dentova rozlozeni t(n) a Fisherova-Snedecorova rozlozeni F'(ny,ny). Piiloha
B pak obsahuje informace o programovém systému STATISTICA a podrobné
navody na jeho pouziti.

V tvodu 1. az 13. kapitoly je vzdy vymezen cil kapitoly a je uvedena casova
zateéz, ktera je potiebna ke zvladnuti ptislusné kapitoly. Kapitoly jsou uzav-
feny struénym shrnutim probrané latky a kontrolnimi otazkami a tkoly. Ty
ukoly, jejichz feSeni je nutné ¢i alespon vhodné provadét pomoci systému
STATISTICA, jsou oznaceny (S). Vysledky tikolu muzete porovnat s vysled-
ky, k nimz dospéla autorka u¢ebniho textu.

1. az 13. kapitola jsou uspotadany v logickém sledu. Do ptilohy A budete
nahlizet podle potieby a ptiloha B vam poslouzi rovnéz prubézné.
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Proc¢ se zabyvat statistikou?

Statistika je metoda analyzy dat, ktera nachazi Siroké uplatnéni v celé
fadé ekonomickych, technickych, piirodovédnych a humanitnich disciplin.
Jeji vyznam v posledni dobé neustdle roste, coz tzce souvisi s rozvojem
vypocetni techniky, ktera je pouzivana jak pii sbéru a prenosu dat, tak pii
jejich zpracovani a ukladani informaci.

Role statistiky v ekonomii je zcela nezastupitelnd, nebot moderni Fizeni
je zalozeno na neptretrzitém vyhodnocovani informaci o hospodérstvi jako
celku i jeho subsystémech, a tyto informace poskytuje a nasledné zpracovava
pravé statistika.

Piimérend znalost zdkladnich statistickych pojmu je pro ekonoma dulezita
také proto, ze mu pomaha porozumét odborné ekonomické literature, jejiz
nékteré casti statistiku v hojné mite vyuzivaji.

Aplikovat statistiku znamend shromazdovat data o studovanych jevech a
zpracovavat je, tj. tiidit, numericky vyhodnocovat a interpretovat. Statis-
tika se tak pro ekonoma ocita v tésném sousedstvi informatiky a vypocetni
techniky a je pripravena fesit ekonomické problémy pomoci kvantitativni
analyzy dat.
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ZpUsob studia

Co lze o ek avat od tohoto textu?

V predmétu ,,Statistika® se budeme zabyvat tfemi oblastmi statistiky, a to
popisnou statistikou, poctem pravdépodobnosti a matematickou statistikou.

Popisna statistika je disciplina, ktera pomoci ruznych tabulek, grafu,
funkciondlnich a ¢éiselnych charakteristik sumarizuje informace obsazené
ve velkém mnozstvi dat. Pouziva jen zakladni matematické operace a lze
ji snadno pochopit. Jeji dulezitost spociva jednak v tom, ze se v praxi
velmi casto pouziva a jednak motivuje pojmy, které jsou potieba v poctu
pravdépodobnosti.

Pocet pravdépodobnosti se zabyva studiem zakonitosti v ndhodnych
pokusech. Matematickymi prostiedky modeluje situace, v nichz hraje roli
nahoda. Pod pojmem nahoda rozumime pusobeni faktoru, které se zivelné
méni pii ruznych provedenich téhoz pokusu a nepodléhaji nasi kontrole.

Matematicka statistika je véda, kterda analyzuje a interpretuje data
predevsim za tcelem ziskani predpovédi a zlepSeni rozhodovani v ruznych
oblastech lidské ¢innosti. Pii tom se fidi principem statistické indukce: na
zékladé znalosti o ndhodném vybéru z urcitého rozlozeni pravdépodobnosti
se snazi odvodit vlastnosti tohoto rozlozeni pravdépodobnosti.

K tdspésnému zvladnuti predmétu ,,Statistika“ je zapotiebi ovladat kom-
binatoriku, zaklady diferencidlntho a integralnitho poctu jedné a dvou
proménnych a znat zéklady prace s osobnim pocitacem.

Velmi ucinnym prostiedkem pro teseni statistickych tloh je programovy
systém STATISTICA, jehoz instalaéni CD je soucasti studijnich materiali.
Informace o tomto systému a podrobné navody na jeho pouziti jsou uvedeny
v priiloze B studijnich materidlu. Priklady ¢i tukoly, jejichz feseni je nutné
¢i alespon vhodné provadeét pomoci systému STATISTICA, jsou oznaceny
(S).

Piiloha A obsahuje vybrané statistické tabulky, konkrétné hodnoty dis-
tribu¢ni funkce standardizovaného normalniho rozlozeni, kvantily standar-
dizovaného normélniho rozlozeni, Pearsonova rozlozeni x*(n), Studentova
rozlozeni t(n) a Fisherova-Snedecorova rozlozeni F'(ni,ns). Vsechny tyto
tabelované hodnoty (a samozirejmé mnohé dalsi) lze ziskat pomoci systému

STATISTICA.
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1. Zakladni, vyb érovy a datovy soubor
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Cil kapitoly

Po prostudovani této kapitoly budete umét:

B vymezit zdkladni soubor a jeho objekty

B stanovit vybérovy soubor

B spocitat absolutni a relativni ¢etnosti mnozin ve vybérovém souboru a
znat vlastnosti relativni ¢etnosti a podminéné relativni cetnosti

oveérit cetnostni nezavislost dvou mnozin ve vybérovém souboru
vytvorit datovy soubor

uspotradat jednorozmérny datovy soubor a stanovit vektor variant
vypocitat absolutni a relativni ¢etnost jevu ve vybérovém souboru

Casov & zaté7
Pro zvladnuti této kapitoly budete potiebovat 4 — 5 hodin studia.

Nejprve se seznamime s definici zékladniho a vybérového souboru a pojmem
absolutni a relativni ¢etnosti mnoziny v daném vybérovém souboru. Uvedeme
priklad, s jehoz ruznymi variantami se budeme setkavat ve vSech kapitolach
vénovanych popisné statistice. Rovnéz shrneme vlastnosti relativni ¢etnosti.

1.1. Definice

Zakladnim souborem rozumime libovolnou neprazdnou mnozinu £. Jeji prv-
ky znac¢ime e a nazyvame je objekty. Libovolnou neprazdnou podmnozinu
{€1,...,en} zdkladniho souboru E nazyvame viybérovy soubor rozsahu n.
Je-li G C E, pak symbolem N(G) rozumime absolutni ¢etnost mnoziny G
ve vybérovém souboru, tj. poCet téch objektu mnoziny G, které patii do
vybérového souboru. Relativni ¢etnost mnoziny G ve vybérovém souboru za-
vedeme vztahem

1.2. Priklad

Zakladnim souborem F je mnozina vSech ekonomicky zamérenych studentu
1. ro¢niku ¢eskych vysokych skol. Mnozina (G je tvorena témi studenty, kteri
uspéli v prvnim zkuSebnim terminu z matematiky a mnozina G5 obsahuje ty
studenty, kteti uspéli v prvnim zkusebnim terminu z anglictiny. Ze zakladniho
souboru bylo nédhodné vybrano 20 studentu, kteti tvoii vybérovy soubor
{€1,...,€20}. Z téchto 20 studentu 11 uspélo v matematice, 15 v anglictiné
a 11 v obou predmétech. Zapiste absolutni a relativni cetnosti tspésnych
matematiku, anglictinaiu a oboustranné uspésnych studentu.

ReSenti:

N(Gl) = 12, N(GQ) = 15, N(Gl N GQ) = 11, n =20

12 11
p(Gl) = an 0767 p(GQ) = 07757 p(Gl N GQ) — 2_0 = 0,55



Vidime, ze uspésnych matematiku je 60%, anglictindiu 75% a oboustranné
tspésnych studentu jen 55%.

1.3. Véta
Relativni ¢etnost ma nasledujicich 12 vlastnosti, které jsou obdobné vlast-
nostem procent.

mp(()=0

m p(G)>0

B p(G1UG) +p(Gr1NGy) =p(Gy) + p(Gs)
B 1+ p(GiNGy) > p(Gh) +p(Ga)

B p(G1UGy) < p(Gh) +p(Gs)

B GNGy=0 = p(GyUGs) =p(Gy) + p(Gs)
B p(Gy — Gi) = p(G2) — p(G1 N Gy)

B G CGy = p(Gr— Gh) = p(Ga) — p(Gh)
B G CGy = p(Gy) < p(Gy)

mopE)=1

B p(G)+p(G) =1

B p(G)<1

Pokud se v daném zakladnim souboru zajimame o dvé podmnoziny, muzeme
zavést pojem podminéné relativni ¢etnosti jedné podmnoziny v daném vy-
bérovém souboru za ptredpokladu, ze objekt pochézi z druhé podmnoziny.
V nésledujicim prikladu vypocteme podminéné relativni ¢etnosti tspésnych
matematiki mezi ispéSnymi anglictinaii a naopak.

1.4. Definice

Necht £ je zdkladn{ soubor, Gy, Go jeho podmnoziny, {1, ...,,} vybérovy
soubor. Definujeme podminénou relativni cetnost mnoziny GG; ve vybérovém
souboru za predpokladu Gy:

. N(Gl N Gz) . p(Gl N G2>
PG ==y =

a podminénou relativni cetnost Gy ve vybérovém souboru za predpokladu G:

. N(Gl N GQ) . p(G1 N Gg)
e (€ I A

1.5. Priklad
Pro udaje z prikladu 1.2 vypoctéte podminénou relativni ¢etnost tspésnych
matematikli mezi ispésnymi anglictinafi a podminénou relativni ¢etnost -

spesnych anglictinaiu mezi uspésSnymi matematiky.
Reseni:

p(G1|G2) = 1 = 0,73 (tzn., ze 73% téch studentu, kteif byli ispésni v an-

glicting, uspélo i v matematice)
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a

a

p(Gs|G1) = 15 = 0,92 (tzn., ze 92% téch studentu, kterf byli tspésni v ma-
tematice, uspélo i v angli¢ting)

Nyni se naucime, jak ovérovat ¢etnostni nezavislost dvou mnozin v daném
vybérovém souboru. Znamena to, ze informace o puvodu objektu z jedné
mnoziny nijak neméni Sance, s nimiz soudime na jeho puvod i z druhé
mnoziny. Ovérime, zda tspéch v matematice a angli¢tiné jsou v daném vy-
bérovém souboru ¢etnostné nezavislé.

1.6. Definice
Rekneme, ze mnoziny Gy, Gy jsou éetnostné nezdvislé v daném vybérovém
souboru, jestlize

p(G1NG2) = p(Gr) - p(Ga).

(V praxi jen zridka dojde k tomu, ze uvedeny vztah plati presné. Vétsinou
je jen naznacena urcitd tendence ¢etnostni nezavislosti.)

1.7. Priklad
Pro tudaje z ptrikladu 1.2 zjistéte, zda tspéchy v matematice a angli¢tiné jsou
v daném vybérovém souboru cetnostné nezavislé.

Resen:
p(Gl N Gz) = 0,55, p(G1> : p(GQ) = 0,6 : 0,75 = 0,45,

tedy skutecna relativni ¢etnost oboustranné uspésnych studentu je vétsi nez
by odpovidalo ¢etnostni nezavislosti mnozin G, G5 v daném vybérovém sou-
boru.

Nyni kazdy objekt zdkladniho souboru ohodnotime jednim nebo vice ¢isly po-
moci funkee, kters se nazyvé znak. Cisla, kterd se vztahuji pouze k objektim
vybérového souboru sestavime do matice zvané datovy soubor. Vystvétlime
si, co to je usporadany datovy soubor a vektor variant. Uvedené pojmy ob-
jasnime na ptikladu.

1.8. Definice

Necht E je zdkladni soubor. Potom funkce X : £ - R, Y : E — R, ...,
Z . E — R, které kazdému objektu prifazuji ¢islo, se nazyvaji (skaldrni)
znaky. Usporadand p—tice (X,Y, ..., Z) se nazyva vektorovy znak.

1.9. Definice

Necht je ddn vybérovy soubor {e1,...,&,} C E. Hodnoty znaku X,Y,..., 7
pro i—ty objekt oznacime z; = X(g;),v; = Y (), ...,z = Z(&;), i =1,...,n.
Matice

rr Yy .. 21
T2 Y2 ... 22



typu n X p se nazyva datovy soubor. Jeji fadky odpovidaji jednotlivym ob-
jektum, sloupce znakum.

Libovolny sloupec této matice nazyvame jednorozmérnym datovym soubo-
rem. Jestlize usporaddame hodnoty nékterého znaku (napi. znaku X) v jed-
norozmérném datovém souboru vzestupné podle velikosti, dostaneme uspo-
radany datovy soubor

_x(l)
[ (n)
kde z(;) <z < -+ < x(). Vektor
_37[1]
| Zn]
kde zp) < --- <z jsou navzdjem ruzné hodnoty znaku X, se nazyva vektor

variant.

1.10. Piiklad

Pro studenty z vybérového souboru u vedeného v pifkladu 1.2 byly zjistovany
hodnoty znaku X — zndmka z matematiky v prvnim zkusebnim terminu, Y
— znamka z anglictiny v prvnim zkuSebnim terminu, Z — pohlavi studenta
(0...Zena, 1...muz). Byl ziskdn datovy soubor

O R P OO RFrR MR OOFHHROOOFR, R PFPRORFFO

R R R R NERAREN R R REWWER RN
W WH B WWN RN R R WERNDEFEWWND

Utvoite jednorozmeérny uspotadany i neusporadany datovy soubor pro znam-
ky z matematiky a vektory variant pro znamky z matematiky.

17
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=R R R RN RN R R RREWWERE RN
s R s s R AR R W WD R R e

V zavérecné partii této kapitoly se seznamime s pojmem jevu a jeho absolutni
a relativni cetnosti. V nasledujicim piikladu vypocitame konkrétni absolutni
a relativni ¢etnosti nékolika jevu.

1.11. Definice

Necht {e1,...,e,} je vybérovy soubor, X, Y, ..., Z jsou znaky, B, By, ..., B,
jsou ¢iselné mnoziny. Zapis {X € B} znamend jev , znak X nabyl hodnoty
z mnoziny B¢ a zapis {X € By A\Y € By A...Z € B,} znamena jev ,znak
X nabyl hodnoty z mnoZiny By a soucasné znak Y nabyl hodnoty z mnoZiny
By atd. aZ znak Z nabyl hodnoty z mnoziny B,“. Symbol N(X € B) znadi
absolutni ¢etnost jevu X € B ve vybérovém souboru, tj. pocet téch objektu
ve vybérovém souboru, pro néz x; € B. Symbol p(X € B) znamen4 relativni
cetnost jevu {X € B} ve vybérovém souboru, tj.

N(X e B
px ep) = YXED
n
Analogicky N(X € BiAY € By AN---NZ € By) resp. p(X € By A
Y € By A---NZ € B,) znamend absolutni resp. relativni ¢etnost jevu

{XeB ANY € By/A---NZ € B,} ve vybérovém souboru.

1.12. Priklad
Pro datovy soubor z piikladu 1.10 najdéte relativni ¢etnost

a) matematickych jednickai,
b) uspésnych matematiku,



¢) oboustranné nedspésnych studentu.
Reseni:
ada) p(X=1)= % =0,35; adb) p(X <3)= ;—3 = 0,60;

ad ¢) p(X =4AY =4) =% =0,20.

Shrnuti kapitoly

Predmétem statistického zdjmu neni jednotlivy objekt, nybrz soubor objektu,
tzv. zakladni soubor. Zpravidla neni mozné vysetiovat vSechny objekty, ale je-
nom urc¢ity pocet objekti, které tvoti vybérovy soubor. Ty prvky zakladniho
souboru, které vykazuji urcitou spolecnou vlastnost, tvoiri mnozinu. Statis-
tik zkouma absolutni a relativni cetnost mnoziny v daném vybérovém sou-
boru. Zajimaji-li nds ve vybérovém souboru dvé mnoziny, muzeme zkou-
mat vyskyty objektt z jedné mnoziny mezi objekty pochéazejicimi z druhé
mnoziny. Tim dospivame k pojmu podminéné relativni cetnosti. Rovnéz lze
ovérovat cetnostni nezavislost téchto dvou mnozin v daném vybérovém sou-
boru. Cetnostni nezévislost vlastné znamend, ze informace o ptivodu objektu
z jedné mnoziny nijak neméni Sance, s nimiz soudime na jeho puvod z druhé
mnoziny. Kazdému objektu zékladniho souboru 1ze pomoci funkce zvané znak
pritadit ¢islo (nebo i vice ¢isel). Pokud hodnoty znaku pro objekty daného
vybérového souboru usporadame do matice, dostavame datovy soubor. Libo-
volny sloupec této matice tvoti jednorozmérny datovy soubor, ktery muzeme
uspotradat podle velikosti a vytvorit tak uspotadany datovy soubor nebo
z néj ziskat vektor variant. Jevem rozumime skutecnost, ze znak nabyl hod-
noty z néjaké ¢iselné mnoziny. Mizeme zkoumat absolutni a relativni ¢etnost
jevu v daném vybérovém souboru.

Kontrolni ot azky a ukoly

1 Uved'te piiklad zakladniho souboru z ekonomické praxe.

2 Necht mnoziny G, Gy jsou neslucitelné, p(G1) = 0,27, p(G1 U Gy) =
0,75. Vypoctéte p(Gs).

3 Necht G} C G, p(G1) = 0,33, p(Gy — G1) = 0,15. Vypoctéte p(Gs).

4 Necht p(G; — Gy) = 0,36, p(G; N Gy) = 0,12. Vypoctéte p(Ga).

5 Je dan dvourozmérny datovy soubor

-
2 0
10
4 2
4 2
3 2
3 1
5 3
5 2
_20_

Znak X znamena pocet ¢lenu doméacnosti a znak Y pocet déti do 15
let v této doméacnosti.

19
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Utvoite uspoirddané datové soubory pro znaky X a Y.

Najdéte vektory variant znaku X a Y.

Vypoctéte relativni cetnost triclennych domécnosti.

Vypoctéte relativni cetnost nejvyse triclennych domécnosti.
Vypoctéte relativni cetnost bezdétnych domacnosti.

Vypoctéte relativni cetnost dvouclennych bezdétnych domacnosti.
Vypoctéte podminénou relativni ¢etnost dvouclennych domacnos-
t1, které jsou bezdétné.
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Cil kapitoly

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
B konstruovat diagramy znazornujici rozlozeni ¢etnosti
B vytvaret tabulky cetnosti
B sestrojit grafy ¢etnostni funkce, empirické distribu¢ni funkce, hustoty
cetnosti a empirické intervalové distribucni funkce

Casov & zatéz
Pro zvladnuti této kapitoly budete potiebovat 7 — 8 hodin studia.

Nejprve se seznamime s bodovym rozlozenim cetnosti a ukazeme si, jak po-
moci ruznych diagramu graficky znazornit bodové rozlozeni ¢etnosti. Pro da-
tovy soubor znamek z matematiky a anglictiny pak vytvoiime nékolik typu
diagramu.

2.1. Definice

Necht je dén jednorozmérny datovy soubor. Jestlize pocet variant znaku X
neni ptilis velky, pak pritazujeme ¢etnosti jednotlivym variantam a hovoiime
o bodovém rozloZeni cetnosti.

2.2. Definice
Existuje neékolik zpusobu, jak graficky znazornit bodové rozlozeni cetnosti.

Teckovy diagram: na ciselné ose vyznacime jednotlivé varianty znaku X a
nad kazdou variantu nakreslime tolik tecek, jaka je jeji absolutni ¢etnost.

Polygon cetnosti: je lomend ¢ara spojujici body, jejichz x—ova soutadnice je
varianta znaku X a y—ova soutadnice je absolutni ¢etnost této varianty.

Sloupkovy diagram: je soustava na sebe nenavazujicich obdélniku, kde stied
zakladny je varianta znaku X a vyska je absolutni ¢etnost této varianty.

Vysecovy graf: je kruh rozdéleny na vysece, jejichz vnéjsi obvod odpovida
absolutnim ¢etnostem variant znaku X.

Dvourozmérny teckovy diagram: na vodorovnou osu vyneseme varianty znaku
X, na svislou varianty znaku Y a do pfislusnych prusec¢iku nakreslime tolik
tecek, jaka je absolutni ¢etnost dané dvojice.

2.3. Priklad
Pro datovy soubor z piikladu 1.10 sestrojte
a) jednorozmérné teckové diagramy pro znak X a znak Y,
b) polygony ¢etnosti pro znak X a znak Y,
¢) sloupkové diagramy pro znak X a znak Y,
d) vysecové diagramy pro znak X a znak Y,
e) dvourozmérny teckovy diagram pro vektorovy znak (X,Y),



Resent:
ad a)
Znédmka z matematiky Znamka z anglic¢tiny
° : °
° ° °
[ ] [ J [ ] [ J
° ° ° ) ° °
° ° ° ° ° ° °
° ° ° ° ° ° ° °
[ ] [ ] [ ] [ J o [ ] [ ] [ J
1 2 3 4 1 2 3 4
ad b)
Pgolygon Cetnosti pro znamky z matematiky  Polygon ¢etnosti pro zndmky z anglictiny
8 g 8
7 L 7
6 6
5 5 3
4 4
3 3
2 .\i 2
L 1 2 3 4 1 1 2 3 4
ad c)
Sloupkovy diagram znamek z matematiky 9Sloupkovy diagram znamek z anglictiny
8 8
7 7
6 6
) 5
4 4
3 3
2 2
1 ’—‘ 1
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
ad d)
Vysecovy diagram zndmek z matematiky Vysecovy diagram znamek z anglictiny
4 1
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Ze vsech téchto diagramu je vidét odlisny ptistup zkousejicich ke studentum.
Matematik nesetii jednickami, ale misto trojky radéji rovnou dava ctyrku.
Naproti tomu anglictinat povazuje trojku za typickou studentskou znamku.

ad e)

Y

At e o
3+ oo ° ° oo
24 ° oo °
s

1 2 3 4 X

Dvourozmérny teckovy diagram svedéi o nepiili§ vyrazné tendenci k po-
dobné klasifikaci v obou predmétech. Muzete si zkusit nakreslit dvourozmeérné
teckové diagramy zvlast pro muze a zvlast pro Zeny. Zjistite, Ze u Zen je ten-
dence k podobnym znamkam daleko silnéjsi nez u muzu.

Bodové rozlozeni ¢etnosti lze znazornit nejenom graficky, ale téz tabulkou
zvanou variacni tfada, kterd obsahuje absolutni a relativni cetnosti jednot-
livych variant znaku v daném vybérovém souboru a téz absolutni a relativni
kumulativni ¢etnosti. Pomoci relativnich cetnosti se zavadi cetnostni funkce,
pomoci relativnich kumulativnich ¢etnosti empiricka distribu¢ni funkce (je
pro ni typické, ze mé schodovity prubéh). Tyto pojmy objasnime na piikladu
znamek z matematiky a uvedeme rovnéz vlastnosti obou vyse zminénych
funked.

2.4. Definice
Necht je dan jednorozmérny datovy soubor, v némz znak X nabyva r variant.
Pro j =1,...,r definujeme:

absolutni ¢etnost varianty x(; ve vybérovém souboru

n; = N(X = zy;)

relativni cetnost varianty x(; ve vybérovém souboru

n;
J
pj=—
J n

absolutni kumulativni cetnost pronich j variant ve vybérovém souboru

Nj=NX <ap) =nmi+-- +n;
relationi kumulationi cetnost pronich j variant ve vybérovém souboru

N.



Tabulka typu

I 2 N; F}
I Ty y4! Ny F
l’m Ny Dr Nr Fr

se nazyva variacni rada.

Funkce

_Jopj prox=uxpy, j=1,...,r
p(x)_{o jinak

se nazyva cetnostni funkce.

Funkce
0  prox <mpy
F(x) = F; proxy <o <wyy, j=1,...,r—1
1 proz> Tpy)

se nazyva empirickd distribucni funkce.

2.5. Priklad
Pro datovy soubor z prikladu 1.10 sestavte variacni fadu pro znak X. Na-
kreslete grafy cetnostni funkce a empirické distribuéni funkce.

Reseni:
w0 1 pr | N | B
1 7 0,35 7 0,35
2 3 0,15 10 0,50
3 2 0,10 12 0,60
4 8 0,40 20 1,00
— | 20 1,00 | - -
F(t)]
1,0 + —
0,8+
0,6 + —_—
p(t) | | ol
0,4+ . . 0,4+
T 1 T F(x)= > p(t)
0,2+ : | 0.2+ t<w
* ‘
+ E E ‘. : +
0,0 i i : : 0,0 : : : :
1 2 3 4t 1 2 3 4 ot
X xr
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2.6. Véta
\M Cetnostni funkce je nezapornd (Vo € R : p(z) < 0) a normovand, tj.
> pla)=1.

Empiricka distribuc¢ni funkce je neklesajici, tzn.
V.Tl,.rg € R, 1 < X9 : F(SL’1> < F(SL’Q),

zprava spojitd (Vzg € R libovolné, ale pevné dané: lim F(x) = F(xg)) a

T—To

normovand ( lim F(z) =0, lim F(z) =1).

r——0Q0

Nyni se budeme zabyvat dvourozmérnych datovym souborem. Zavedeme si-
multanni absolutni a relativni ¢etnosti pro dvojice variant znaku X a Y a
ukazeme souvislost mezi simultannimi a margindlnimi ¢etnostmi. Budeme de-
finovat podminéné relativni cetnosti. Vysvétlime si, jak se uvedené cetnosti
zapisuji do kontingenc¢nich tabulek. Pomoci simultannich relativnich ¢etnosti
zavedeme simultanni cetnostni funkci, seznamime se s jejimi vlastnostmi a
ukazeme vztah mezi simultanni ¢etnostni funkei a margindlnimi ¢etnostnimi
funkcemi. Zavedeme pojem Cetnostni nezavislosti znaku v daném vybérovém
souboru. Se vSemi uvedenymi pojmy se nauc¢ime pracovat v ptikladu se
znamkami z matematiky a anglictiny.

2.7. Definice
\M Necht je dan dvourozmérny datovy soubor
7
1 W
Tn  Yn

kde znak X ma r variant a znak Y mé s variant. Pak definujeme:

simultanni absolutni cetnost dvojice (x;),yx) ve vybérovém souboru

njk = N(X =25 A Y = yiw),
simultanni relativnd cetnost dvojice (x5, yx)) ve vybérovém souboru

p.k:_
J ’I’L’

margindlni absolutni cetnost varianty x;
nj. = NX =) =nj + - +nys,

margindlni relativni cetnost varianty x(;

n;.
pj.:? =pj1+ -+ Dys,

26



margindlni absolutni cetnost varianty y,

n‘k:N(Y:y[k]):n1k+-~-+mk,

margindlni relativni cetnost varianty yp

Nk

Pr=—=pik+ "+ Drk,
n

sloupcové podminénd relativni cetnost varianty x(; za predpokladu yy

b =

(k) ny

radkové podminénd relativni cetnost varianty yp za predpokladu
(1)k n;. :

Kteroukoliv ze simultannich ¢etnosti ¢i podminénych relativnich ¢etnosti za-

pisujeme do kontingencni tabulky. Kontingencni tabulka simultannich abso-

lutnich cetnosti ma tvar:

Yy Y e Ys] 1.

X Nk
T 11 R Nis ni.
L[] Ny . Nyg Ty,
g na R n.g n

Funkce

_Jpjr prox=x5, y=yw, j=1,....m, k=1,...s
p(w,y)—{o jinak

se nazyva simultdnni cetnostni funkce. Cetnostni funkce pro znaky X a Y
odlisime indexem takto:

| p; prox:xm,jzl,...,r
pl(x)—{ 0 jinak

| pr proy=uyp, k=1,...,s
pg(y)—{ 0 jinak

Rekneme, 7e znaky X, Y jsou v daném vybérovém souboru ¢etnostné ne-
zavislé, pravé kdyz pro vSechna j = 1,...,r a vSechna k = 1,...,s plati
multiplikativni vztah: p;, = p; - p.r neboli

V(z,y) € R?: p(x,y) = pi(z) - p2(y).

27
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2.8. Véta
\M Mezi simultanni cetnostni funkci a margindlnimi cetnostnimi funkcemi plati
vztahy:
pz) =Y plz,y),
Yy=—00
pa(y) = > pla,y).

2.9. Priklad
Pro datovy soubor z piikladu 1.10

a) sestavte kontingenéni tabulky simultdnnich absolutnich a relativnich
cetnosti,

b) nakreslete graf simultdnni ¢etnostni funkce p(z,y),

c¢) sestavte kontingencéni tabulky sloupcové a fadkové podminénych rela-
tivnich ¢etnosti,

d) kolik procent téch studenti, kteti méli jednicku z anglictiny, mélo dvoj-
ku z matematiky,

e) kolik procent téch studentu, kteii méli jednicku z matematiky mélo
dvojku z angli¢tiny,

f) zjistéte, zda znaky X, Y jsou v daném vybérovém souboru ¢etnostné

nezavislé.
Reseni:
ad a)
Y 1 2 3 4 n;
T Nk
1 4 1 2 0 7
2 0 2 1 0 3
3 0 0 1 1 2
4 0 1 3 4 8
n.j 4 4 7 5 n =20
Y 1 2 3 4 Dj
T Pjk
1 0,20 0,05 0,10 0,00 0,35
2 0,00 0,10 0,05 0,00 0,15
3 0,00 0,00 0,05 0,05 0,10
4 0,00 0,05 0,15 0,20 0,40
Dk 0,20 0,20 0,35 0,25 1,00

28



ad b)

o
0, 20 o
0,15
= o)
< 0,104 o
=
Q 9
0, 05
0,00
4
4
3 3
Yy 2 2
1
ad ¢)
Yy 1 2 3 4
x Pj(k)
1 1,00 0,25 0,29 0,00
2 0,00 0,50 0,14 0,00
3 0,00 0,00 0,14 0,20
4 0,00 0,25 0,43 0,80
S 1,00 1,00 1,00 1,00
Yy 1 2 3 4 >
Z Pk
1 0,57 0,14 0,29 0,00 1,00
2 0,00 0,67 0,33 0,00 1,00
3 0,00 0,00 0,50 0,50 1,00
4 0,00 0,12 0,38 0,50 1,00

ad d) Tento tidaj najdeme ve druhém téadku prvniho sloupce tabulky sloup-
cové podminénych relativnich cetnosti: 0%.

ad e) Tento tdaj najdeme v prvnim rddku druhého sloupce tabulky rddkove
podminénych relativnich cetnosti: 14%.

ad f) Kdyby v daném vybérovém souboru byly oba znaky ¢etnostné nezavislé,
platil by pro vSechna j = 1,2,3,4 a vSechna k = 1,2, 3,4 multiplikativni
vztah: pj = pj.-p.i, coz splnéno neni. Tedy zndmky z matematiky a anglictiny
nejsou cetnostné nezavislé.

V nékterych datovych souborech je pocet variant znaku prilis veliky a pouziti
bodového rozlozeni cetnosti by vedlo k neptehlednym a rozttisténym vysled-
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a

kum. V takovych situacich pouzivame intervalové rozlozeni ¢etnosti. Definu-
jeme tridici interval a jeho absolutni a relativni ¢etnost, absolutni a relativni
kumulativni cetnost. Nové zavadime cetnostni hustotu tridiciho intervalu.
Uvedené cetnosti zapisujeme do tabulky rozlozeni ¢etnosti. Pocet tiidicich
intervalu stanovujeme napt. podle Sturgesova pravidla. Intervalové rozlozeni
cetnosti pozijeme v ptrikladu s datovym souborem obsahujicim tidaje o mezich
plasticity a pevnosti 60 vzorku oceli.

2.10. Definice

Necht je dan jednorozmérny datovy soubor. Jestlize pocet variant znaku X
je blizky rozsahu souboru, pak pritazujeme ¢etnosti nikoliv jednotlivym vari-
antam, ale celym intervalim hodnot. Hovoiime pak o intervalovém rozloZeni
cetnosti.

2.11. Definice

Ciselnou osu rozlozime na intervaly typu (—oo,uy), (uy, us), ..., (tr, Uryy),
(uyy1,00) tak, aby okrajové intervaly neobsahovaly zadnou pozorovanou hod-
notu znaku X. Uzivame oznacenti:

J—ty tridici interval znaku X, 7 =1,...,7:
(uj, uj41),
délka j—tého tridiciho intervalu znaku X:

dj = ujt1 — uy,
stred j—tého tridiciho intervalu znaku X:

1
xy) = Q(Uj + i)

Tridici intervaly volime nejcastéji stejné dlouhé. Jejich pocet uréime napft.
pomoci Sturgesova pravidla: r ~ 1+ 3,3 - logn, kde n je pocet variant znaku
X.

2.12. Definice
Necht je ddn jednorozmérny datovy soubor rozsahu n. Hodnoty znaku X
rozttidime do r t¥idicich intervalu. Pro j = 1,...,r definujeme:

absolutni cetnost j—tého tridiciho intervalu ve vybérovém souboru

n; = N(Uj <X < Uj+1>,

relativni cetnost j—tého tridiciho intervalu ve vybérovém souboru

n,;
J
p.—_
J TL7



cetnostni hustota j—tého tridicitho intervalu ve vybérovém souboru

_ P
absolutni kumulationi cetnost pronich j tridicich intervalu ve vybérovém sou-

boru
Nj=N(X <ujpr) =m+-+ny,

relativni kumulativni cetnost pronich j tridicich intervalu ve vybérovém sou-
boru.

N.

Tabulka typu

(uj, ujy1) d; n; pj fi N; F;
(w1, u2) d; ny D1 i Ny Fy
(uraur+1> dr ny DPr fr Nr Fr

L X n L |

se nazyva tabulka rozloZeni cetnosti.

2.13. Priklad

Z fiktivniho zékladniho souboru vsech vzorku oceli odpovidajicich ,,vSem
myslitelnym tavbam “ bylo do laboratote dodano 60 vzorku a zjistény a hod-
noty znaku X — mez plasticity a Y — mez pevnosti. Datovy soubor ma tvar:

(154 178] (51 95] (98 140] (44 68
133 164 101 114 97 115 92 116
58 75 160 169 105 101 141 157
145 161 87 101 71 93 155 189
94 107 88 139 39 69 136 155
113 141 83 98 122 147 82 81
86 97 106 111 33 52 136 163
121 127 92 104 78 117 72 79
119 138 85 103 147 137 66 81
112 125 112 118 125 149 42 61
85 97 98 102 73 76 113 123
a1 72 103 108 7785 42 85
9% 113 99 119 A7 61 133 147
45 89 104 128 68 85 153 179
|99 109 107 118] 137 142] 185 91

a) Pro znak X stanovte optimélni pocet tiidicich intervalu dle Sturgesova
pravidla.
b) Sestavte tabulku rozlozeni ¢etnosti.
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Resent:

ad a) Znak X mé 50 variant, tedy podle Sturgesova pravidla je optimalni
pocet tiidicich intervali » = 7. Budeme tedy volit 7 intervalu stejné délky
tak, aby v nich byly obsazeny vSechny pozorované hodnoty znaku X, z nichz
nejmensi je 33, nejvétsi 160; volba uy = 30, ..., ug = 170 spliuje pozadavky.

ad b)

(uj,ujr) || d; a0 n; p; N; F} fi
(30,50) || 20 | 40 | 8 | 0,1333 | 8 | 0,1333 | 0,0066
(50,70) 20 60 4 0,0667 12 0,2000 0,0333
(70,90) 20 80 13 0,2166 25 0,4167 0,0108
(90, 110) 20 100 15 0,2500 40 0,6667 0,0125

(110, 130) 20 120 9 0,1500 49 0,8167 0,0075

(130, 150) 20 140 7 0,1167 56 0,9333 0,0058

(150, 170> 20 160 4 0,0667 60 1,0000 0,0033

\ Soucet H \ \ 60 \1,0000\ \

Ke grafickému znézornéni intervalového rozlozeni ¢etnosti slouzi histogram.
S jeho pomoci lze dobfe vysvétlit, co znamena hustota ¢etnosti, coz je funkce
zavedend pomoci ¢etnostnich hustot jednotlivych ttidicich intervalu. S hus-
totou Cetnosti tizce souvisi intervalova empirickd distribucni funkce (je vsude
spojitd, protoze je funkei horni meze integrélu z hustoty cetnosti). Pro udaje
o mezi platicity oceli vytvorime histogram a graf intervalové empirické dis-
tribuéni funkce. Seznamime se rovnéz s vlastnostmi obou vyse zminénych
funkei.

2.14. Definice

Intervalové rozlozeni cetnosti graficky znazornujeme graficky pomoci his-
togramu. Je to graf skladajici se z r obdélniku, sestrojenych nad tiidicimi
intervaly, pficemz obsah j-tého obdélniku je roven relativni Cetnosti p; j—
tého tridiciho intervalu, 7 = 1,...,r. Histogram je shora omezen schodovitou
carou, ktera je grafem funkce zvané hustota ¢etnosti:

fi prouj <x<wujy,j=1,...,r

f@) = { 0 jinak

Pomoci funkce hustoty cetnosti zavedeme intervalovou empirickou distribuéni
funkci:

Fla) = / F() dt.

2.15. Priklad
Pro datovy soubor z piikladu 2.13 nakreslete histogram pro znak X a pod
histogram nakreslete graf intervalové empirické distribuéni funkce.



Reseni:
ft)
0,2-
0,1- P
fi
0 30 50 70 90 110 130 d; 1;90 t
€T
F(t)
1,00 -
0,75 |
0,50 |
t
F(t) = x)dx
0,25 - (t) _{O f(x)
0 30 5 70 90 110 130 150 170 190 !
xT
2.16. Véta -
Hustota Cetnosti je nezdpornd (Vo € R : f(z) > 0) anormovand ( [ f(z)dx).
— 0o

Intervalova empiricka distribuéni funkce je neklesajici, spojitd a normovand
( lim F(x)=0, lim F(z)=1).

V nasledujicim tématu se budeme vénovat dvourozmérnému intervalovému
rozlozeni Cetnosti, tj. budeme pracovat s dvourozmérnym datovym soubo-
rem. Zavedeme podobné pojmy jako u dvourozmérného bodového rozlozeni
¢etnosti a jejich pochopeni si ovérime na piikladé s datovym souborem ob-
sahujicim udaje o mezi plasticity a mezi pevnosti oceli.

2.17. Definice
Necht je ddn dvourozmérny datovy soubor

T1 W
. e

Tn  Yn
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kde hodnoty znaku X roztiidime do r tiidicich intervalt (uj,uji1), j =
1,...,r s délkami dy,...,d, a hodnoty znaku Y roztiidime do s ttidicich
intervalu (v, vgy1), K =1,...,s s délkami hy, ..., hs. Pak definujeme:

simultdnni absolutni éetnost (j, k)—tého tridictho intervalu:

njr = N(uj < X <ujpr Ao <Y < gyq),

simultdnni relativni cetnost (j, k)—tého tridiciho intervalu:
Nk
pjk - n )

margindlni absolutni cetnost j—tého tridiciho intervalu pro znak X:
Ny = Mg+ -+ Ny,

margindlni relativni cetnost j—tého tridiciho intervalu pro znak X:
n;.

pj. =
J n’

margindlni absolutni cetnost k—tého tridiciho intervalu pro znak Y:
Ng = Nig + -+ N,

margindlni relativni cetnost k—tého tridiciho intervalu pro znak Y :

Nk

Pr= )
n

simultdnni cetnostni hustota v (j, k)—tém tridicim intervalu:

. Pk
fjk dhku

J

margindlni cetnostni hustota v j—tém tridicim intervalu pro znak X:

- _ b5

margindlni cetnostni hustota v k—tém tridicim intervalu pro znak Y:
_ b
=

Kteroukoliv ze simultannich ¢etnosti zapisujeme do kontingencni tabulky:.
Uvedme kontingenéni tabulku simultdnnich absolutnich ¢etnosti:

(Uka Uk+1> (U17 U2> o (US7 ’U3+1> nj.

(), wjit1) Nk
(Uh U2> N1 e Nis ny.
(uru u7‘+1> Za1 s Nys Ny
Nk ni C N n

34



Funkce
flzy) = it prou; <o <ujy1,v <Y <Vpy1,7=1,....,mk=1,...,s
’ 0 jinak
se nazyva simultdnni hustota cetnosti. Hustoty Cetnosti pro znaky X a Y
odlisime indexem takto:
fi prou; <z <wjp,j=1,...,r

hi) = { 0 jinak

fr provgy <y<uvpi,k=1,...s

fly) = { 0 jinak

Rekneme, ze znaky X, Y jsou v daném vybérovém souboru ¢etnostné neza-
vislé pti intervalovém rozlozeni ¢etnosti, jestlize pro vSechna j = 1,...,r a
vSechna k = 1,..., s plati multiplikativni vztah: f;; = f; - f neboli pro

V(z,y) € R*: f(z,y) = fi(z)fa(y).

2.18. Véta
Mezi simultanni hustotou cetnosti a margindlnimi hustotami cetnosti plati \M
vztahy:

filx) = /f(x,y)dy, foly) = /f(x,y)dx-

2.19. Priklad
Pro datovy soubor z piikladu 2.13

a) stanovte dle Sturgesova pravidla optimalni pocet tfidicich intervalu pro
znak Y
_ b) sestavte kontingen¢ni tabulku simultdannich absolutnich ¢etnosti.
Reseni:
ad a)  Pocet variant znaku Y je 52. Podle Sturgesova pravidla je tedy
optimalni pocet tiidicich intervali s = 7. Nejmensi hodnota je 52 a nejveétsi
189. Volime v, = 50, v, = 70,..., vg = 190.

ad b)

— — > = = >
iy = = S ™ Lo ~ =)
= N S = - ~ - -
> N 2 N = = S = s
1S & § T 2 2 5
(uj, ujpn) | ny
(30, 50) 5 3 0 0 0 0 0 8
(50, 70) 0 3 1 0 0 0 0 4
(70,90) 0 4 7 1 1 0 0 13
(90, 110) 0 0 6 8 1 0 0 15
(110, 130) 0 0 0 4 5 0 0 9
(130, 150) 0 0 0 0 2 5 0 7
(150, 170) 0 0 0 0 0 1 3 4
n 5 10 14 13 9 6 3 60
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Shrnuti kapitoly

Neni-li v jednorozmérném souboru pocet variant znaku piilis velky, pak
prifazujeme ¢etnosti jednotlivym variantam znaku a hovoiime o bodovém
rozlozeni cetnosti. To lze znazornit graficky pomoci ruznych diagramu
(napf. teckovy diagram, sloupkovy diagram atd.). Pokud zapiseme Cetnosti
do tabulky, dostaneme variac¢ni fadu. Pomoci relativnich ¢etnosti zavedeme
cetnostni funkci, pomoci kumulativnich relativnich ¢etnosti empirickou
distribu¢ni funkci, ktera ma schodovity prubéh.

Pracujeme-li s dvourozmérnym datovym souborem, zavadime simultanni
cetnosti a zapisujeme je do kontingenéni tabulky. Na okrajich kontin-
gencni tabulky jsou uvedeny marginalni cetnosti, které se vztahuji jen
k jednomu znaku. Pomoci simultdnnich kumulativnich relativnich ¢etnosti
zavadime simultanni ¢etnostni funkci. Simultanni a marginalni cetnosti ci
¢etnostni funkce ndm snadno umozni ovérit €etnostni nezavislost dvou
znaku v daném vybérovém souboru.

Je-li pocet variant znaku srovnatelny s rozsahem souboru, pouzijeme radéji
intervalové rozlozeni cetnosti, pri némz pritazujeme Cetnosti nikoli jed-
notlivym variantam, ale tfidicim intervalim. Jejich pocet ur¢ime napt. po-
moci Sturgesova pravidla. Cetnosti tifdicich intervali zapisujeme do ta-
bulky rozlozeni cetnosti. Relativni ¢etnosti tiidicich intervali znézornu-
jeme pomoci histogramu. Schodovita c¢ara shora omezujici histogram je
grafem hustoty cetnosti. Spojitym protéjskem schodovité empirické dis-
tribuéni funkce je intervalova empiricka distribuc¢ni funkce zavedena
jako funkce horni meze integralu z hustoty Cetnosti.

Pti dvourozmérném intervalovém rozlozeni ¢etnosti pracujeme s podobnymi
pojmy jako u dvourozmérného bodového rozlozeni cetnosti. Misto simultanni
a margindlni cetnostni funkce samoziejmé mame simultanni ¢i marginalni
hustotu cetnosti.

Kontrolni ot azky a tkoly

1 Jaké grafy znazornujici rozlozeni cetnosti znate? Popiste zpusob jejich
konstrukce.

2 Jak vznikd varia¢ni rada?

3 Jaké cetnosti zapisujeme do kontingenéni tabulky?

4 Kdy jsou v daném vybérovém souboru znaky Cetnostné nezavislé?

5 K ¢emu slouzi Sturgesovo pravidlo?

6 Vyjmenujte funkcionalni charakteristiky skalarniho znaku a dvouroz-
mérného vektorového znaku pii bodovém a intervalovém rozlozeni cet-
nosti.

7 (S) V ramci marketingového pruzkumu trhu bylo dotazano 25 ndhodné
vybranych zdkazniki jisté pojistovny a byl zjistovan jejich zdjem o
novy druh pojisténi (znak X) a soucasné jejich rodinny stav (znak
Y'). Ziskané odpovédi byly zakédovany pro znak X takto: jednoznacny
nezdajem = 1, podprumérny zajem = 2, prumérny zajem = 3, nadpru-



meérny zajem = 4, jednoznacny zdjem = 5 a pro znak Y takto: svobodny
= 1, rozvedeny nebo ovdovély = 2, zenaty = 3.

T s = W Ot
DN = DN DN =
W s = W
W W= W Ww
= Ol = W Ot
W — = NN
W U =~ Ot
— W W W N
DN DN = =
N W W W~

a) Proznak X sestrojte jednorozmeérny teckovy diagram, sestavte va-
riacni fadu, sestrojte graf cetnostni funkce a empirické distribucni
funkce.

b) Pro vektorovy znak (X,Y) sestavte kontingenéni tabulku abso-
lutnich cetnosti, absolutnich kumulativnich ¢etnosti, dédle kon-
tingencni tabulky sloupcové a radkové podminénych cetnosti a
graf simultanni ¢etnostni funkce.

¢) Jsou znaky X, Y v daném vybérovém souboru ¢etnostné nezavis-

8 (S) Dlég() nahodné vybranych posluchaci a posluchacek VSE v Praze
byla zjistovana jejich hmotnost v kg (znak X) a jejich vyska v cm
(znak Y).

58 178] (65 170] (72 177] (72 191] (63 172]
68 173 o7 169 90 192 o7 174 o8 163
56 170 65 169 o7 176 27 160 64 174
60 170 60 170 51 168 26 170 52 168
61 173 54 162 81 190 56 172 55 164
71 181 52 169 73 177 22 165 67 173
85 184 83 182 7 179 72 185 60 170
80 170 60 168 71 180 75 170 25 160
592 172 68 173 66 178 22 163 62 172
72 182 63 171 67 182 63 184 70 171

a) Pro znak X stanovte optimalni pocet tfidicich intervalu podle
Sturgesova pravidla, sestavte tabulku rozlozeni Cetnosti, nakres-
lete histogram a graf intervalové empirické distribuéni funkce.

b) Pro znak Y rovnéz stanovte optimélni pocet t¥idicich intervalu
podle Sturgesova pravidla. Pro vektorovy znak (X,Y’) sestavte
kontingenéni tabulku absolutnich cetnosti a nakreslete dvouroz-
meérny teckovy diagram.

¢) Jsou znaky X, Y v daném vybérovém souboru ¢etnostné nezavis-
167
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Cil kapitoly

Po prostudovani této kapitoly budete umét:

B rozliSovat ruzné typy znaku

vypocitat ruzné charakteristiky, polohy a variability skalarniho znaku
vypocitat charakteristiky tésnosti linearni zavislosti dvou znaku
vyuzit vlastnosti ¢iselnych charakteristik ke zjednoduseni vypoctu
vypocitat vazené ciselné charakteristiky znaku.

Casov & zaté7
Pro zvladnuti této kapitoly budete potiebovat 5 — 6 hodin studia.

Nejprve se naucime rozliSovat ruzné typy znaku podle toho, jaky je jejich
stupen kvantifikace. Pro jednotlivé typy znaku pak zavedeme ¢iselné charak-
teristiky popisujici polohu hodnot znaku na ¢iselné ose a jejich proménlivost.
Seznamime se rovnéz s dulezitymi vlastnostmi ciselnych charakteristik a
naucime se je pocitat pro konkrétni datové soubory.

3.1. Motivace

Ve druhé kapitole jsme se seznamili s funkcionalnimi charakteristikami znak,
jako jSOU p(x,y), pl(x)v pQ(y)7 F(l‘), f(l‘, y)v fl(x)7 fQ(y)a které nesou 1jplnou
informaci o rozlozeni ¢etnosti. V této kapitole zavedeme ¢iselné charakteris-
tiky, které nas informuji o nékterych rysech tohoto rozlozeni ¢etnosti: o poloze
(drovni) hodnot znaku, o jejich variabilité (rozptyleni), o tésnosti zavislosti
dvou znaku a pod. Pro ruzné typy znaku se pouzivaji ruzné ciselné charak-
teristiky, proto se nejdiiv sezndmime s jednotlivymi typy znaku.

3.2. Definice
Podle stupné kvantifikace znaky tiidime takto:

(n)  Nomindlni znaky pripoustéji obsahovou interpretaci jediné relace rov-
nosti x; = xo (popfipadé x1 # x2), tj. hodnoty znaku predstavuji jen ¢iselné
kédy kvalitativnich pojmenovani. Napt. méstské tramvaje jsou ocislovany,
ale napt. ¢. 4 a 12 tikaji jen to, ze jde o ruzné traté: nic jiného se z nich o
vztahu obou trati neda vycist.

(o) Ordindlni znaky ptipoustéji obsahovou interpretaci kromé relace rov-
nosti i v pripadé relace usporadani z; < xo (popiipadé z; > x3), tj. jejich
uspotradani vyjadiuje vétsi nebo mensi intenzitu zkoumané vlastnosti. Napft.
skolni klasifikace vyjadiuje mensi nebo vétsi znalosti zkousenych (jednickar
je lepsi nez dvojkar), ale intervaly mezi zndmkami nemaji obsahové inter-
pretace (netvrdime, ze rozdil ve znalostech mezi jednickdrem a dvojkarem
je stejny jako mezi trojkafem a ctyrkarem. Podobny charakter maji ruzna
bodovani ve sportovnich, uméleckych a jinych soutézich.

(i) Intervalové znaky pripoustéji obsahovou interpretaci kromé relace rov-
nosti a usporadani téz u operace rozdilu x; — s (popiipadé souctu z;+z5), tj.
stejny interval mezi jednou dvojici hodnot a jinou dvojici hodnot vyjadiuje



i stejny rozdil v extenzité zkoumané vlastnosti. Napf. teplota mérena ve
stupnich Celsia predstavuje intervalovy znak. Naméiime-li ve ¢tyrech dnech
poledni teploty 0, 2, 4, 6, znamena to, ze kazdym dnem stoupla teplota o 2
stupné Celsia. Bylo by vSak chybou interpretovat tyto udaje tvrzenim, ze ze
druhého na treti den vzrostla teplota dvakrat, kdezto ze tietitho na ctvrty
pouze jedenapulkrat.

(p) Pomérové znaky umoznuji obsahovou interpretaci kromé relace rov-
nosti a usporaddni a operace rozdilu jesté u operace podilu x; /xs (poptipadé
soucinu z7 - ), tj. stejny pomeér mezi jednou dvojici hodnot a druhou dvojici
hodnot znamend i stejny podil v extenzité zkoumané vlastnosti. Napt. ma-li
jedna osoba hmotnost 150 kg a druha 75 kg, ma smysl prohlasit, ze prvni je
dvakrat hmotnéjsi nez druha.

Zvlastni postaveni maji:

(a) Alternativni znaky, které nabyvaji jen dvou hodnot, napt. 0, 1, coz zna-
mena absenci a prezenci néjakého jevu. Naptiklad 0 bude znamenat netspéch,
1 uspéch pri feSeni urcité tulohy. Alternativni znaky mohou byt ztotoznény
s kterymkoliv z predchazejicich typu.

3.3. Definice

Pro nominalni znaky pouzivame jako charakteristiku polohy modus. U bo-
dového rozlozeni ¢etnosti je to nejcetnéjsi varianta znaku, u intervalového
stted nejcetnéjsiho tiidiciho intervalu.

3.4. Definice

Pro ordindlni znaky pouzivame jako charakteristiku polohy a—kvantil. Je-
i @ € (0,1), pak a~kvantil z, je ¢islo, které rozdéluje usporadany datovy
soubor na dolni usek, obsahujici aspon podil a vSech dat a na horni tsek
obsahujici aspon podil 1 — « vSech dat. Pro vypocet a—kvantilu slouzi algo-

ritmus:
/vy x + x 1
celé ¢islo ¢ = g, = %
=19 necelé ¢islo = zaokrouhlime nahoru na nejblizsi celé éislo ¢ =

= To = T(c)

Pro specialné zvolend a uzivame nazvu: xg 50 — medidn, x5 — dolni kvartil,
To75 — hornd kvartil, xo1,...,%09 — decily, xoo1,...,To99 — percentily. Jako
charakteristika variability slouzi kvartilovd odchylka:

q = To,75 — T0,25-
3.5. Priklad

Pro datovy soubor znamek z matematiky (viz piiklad 1.10) vypoctéte me-
dian, oba kvartily a kvartilovou odchylku.
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a

Ryl

Reseni:
‘ (0% no C Lo
0,25 5 5 n 1
0,50 10 10 213 2.5
0,75 15 15 {a1d) 4
g=4—-1=3
3.6. Definice

Pro intervalové a pomérové znaky slouzi jako charakteristika polohy aritme-
ticky prameér
1 n
m = ﬁ Zl €Z;
i—

(Ize ho interpretovat jako tézisté jednorozmérného teckového digramu). Cha-
rakteristikou variability je rozptyl

i=1

¢ smérodatnd odchylka s = +/s?. Pomoci pruméru zavedeme centrovanou
hodnotu z; —m (podle znaménka pozndme, zda i—t4 hodnota je podprumérna
¢i nadprumérnd a pomoci smérodatné odchylky zavedeme standardizovanou

hodnotu 2 — " (vyjadiuje o kolik smérodatnych odchylek se i~ta hodnota
s

odchylila od prumeéru).

3.7. Véta
Rozptyl je nulovy, pravé kdyz ©1 =29 = - -+ = x,,.

3.8. Priklad
Vypoctéte prumeér a rozptyl
a) centrovanych hodnot,
b) standardizovanych hodnot.
Reseni:
ad a)  Prumér centrovanych hodnot:

1

1 n
—Z(:&:i—m):m——~n~m:().
n n

Rozptyl centrovanych hodnot:

%Z((:ci )02 = 2



ad b)  Prumeér standardizovanych hodnot:

1 (z; — 1
_ZM:_.OIO,
nizl S S

Rozptyl standardizovanych hodnot:

3.9. Poznamka

V predeslém piikladé jsme vypocitali, ze prumér centrovanych hodnot je 0.
Této skutecnosti lze vyuzit k vysvétleni rozptylu: chceme ziskat cislo, které
by charakterizovalo variabilitu jednotlivych hodnot kolem pruméru. Prumeér
centrovanych hodnot nelze pouzit (vyjde 0), proto misto centrovanych hodnot

vezmeme jejich kvadraty. Tim dospéjeme ke vzorci pro rozptyl: s = % > (xi—
i=1

m)?. Rozptyl vSak vychdzi v kvadrdtech jednotek, v nichz byl méfen znak X,
proto radéji pouzivame smérodatnou odchylku s. Definiéni tvar vzorce pro
rozptyl neni prilis vhodny pro vypocty, v praxi se pouziva vypocetni tvar
vzorce pro rozptyl:

n

1 o 1 1 ¢
52:E;(%—m)zzg;(l‘?—Qm%*mQ):;;95?—
B ST PETE & PRI S
n i=1 nizl nz‘:l n
1 n
:E;x?—m?

3.10. Definice
Pro pomérové znaky pouzivame jako charakteristiku variability koeficient

N S ~ / ~ 7/ / ~ 3 ~ .
variace — . Je to bezrozmérné c¢islo, které se casto vyjadiuje v procen-
m

tech. Umoznuje porovnat variabilitu nékolika znaku. Jsou-li vsechny hodnoty
pomérového znaku kladné, pak jako charakteristiku polohy lze uzit geomet-

ricky prumeér /xy- ... Tp.

3.11. Piiklad

Vypoctéte koeficient variace meze plasticity a meze pevnosti oceli pro datovy

soubor z prikladu 2.13.

Resent 32,441 32,515
SL 25N 033, 2o
mq 95,88 mo 114,40

Zjistili jsme, ze koeficient variace meze plasticity je 33,8%, zatimco meze

pevnosti jen 28,4%.

= 0,284.
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Nyni se budeme zabyvat c¢iselnymi charakteristikami dvourozmeérného da-
tového souboru se znaky intervalového ¢i pomérového typu. Spoleénou vari-
abilitu téchto dvou znaku kolem jejich pruméru méiime pomoci kovariance.
Jako mira tésnosti linearni zavislosti dvou znaku slouzi koeficient korelace. Je
velmi dulezité porozumét vlastnostem koeficientu korelace, proto si pozorné
prohlédnéte obrazky ilustrujici jeho vyznam. Pro praktické procviceni nam
poslouzi piiklad na ¢iselné charakteristiky mezi plasticity a pevnosti.

3.12. Definice
Pro dvourozmeérny datovy soubor

T1 W
N
xn yn

kde znaky X, Y jsou intervalového ¢i pomérového typu, pouzivame jako cha-
rakteristiku spoleéné variability znaku X, Y kolem jejich prumeéru kovarianci

n

S12 = %Z(lﬁz - ml)(?/z’ - mz)-

i=1

3.13. Poznamka

Kovariance je prumérem souc¢inu centrovanych hodnot. Pokud se nadprumeér-
né (podprumérné) hodnoty znaku X sdruzuji s nadprumérnymi (podprumeér-
nymi) hodnotami znaku Y, budou souciny centrovanych hodnot x; — m; a
y; — mo vesmeés kladné a jejich prumeér (tj. kovariance) rovnéz. Znamena to,
ze mezi znaky X, Y existuje urcity stupen piimé linearni zavislosti. Pokud se
nadprumérné (podprumérné) hodnoty znaku X sdruzuji s podprumérnymi
(nadprumérnymi) hodnotami znaku Y, budou sou¢iny centrovanych hodnot
vesmes zaporné a jejich prumeér rovnéz. Znamena to, ze mezi znaky X a Y
existuje urcity stupen nepiimé linedrni zavislosti. Je-li kovariance nulové,
pak fekneme, ze znaky X, Y jsou nekorelované a znamena to, ze mezi nimi
neexistuje zadna linedrni zavislost.

Pro vypocet kovariance pouzivame vzorec:

1 n

S12 = — E TiY; — M1mea.
N4
’L:

3.14. Definice
Jsou-li smérodatné odchylky s;, s nenulové, pak definujeme koeficient kore-
lace znaku X, Y vzorcem

n
1 Ti— My Y — My
o = — . .
n < S1 S9
=1




3.15. Véta

Pro koeficient korelace plati —1 < ry5 < 1 a rovnosti je dosazeno prave kdyz o
mezi hodnotami x1,..., 2, a y1,...,y, existuje aplna linearni zavislost, tj.

existuji konstanty a, b tak, ze y; = a + bx;, « = 1,...,n, pficemz znaménko

+ plati pro b > 0, znaménko — pro b < 0. (Uvedena nerovnost se nazyva
Cauchyova — Schwarzova — Bunakovského nerovnost.)

3.16. Poznamka
s
Koeficient korelace se pocita podle vzorce 112 = L Piedstavu o vyznamu \M

S1S2
hodnot koeficientu korelace podavaji nasledujici dvourozmérné teckové dia-
gramy.
r=1,00 r=20,76 r = 0,00
r=—0,37 r = —1,00

3.17. Priklad
Pro datovy soubor z prikladu 2.13 vypoctéte

a) aritmetické prumeéry znaku X, Y,
b) rozptyly a smérodatné odchylky znaku X, Y,
_ ¢) kovarianci a koeficient korelace znaki X, Y.
Resenti:
ad a) m; =959, my=1144.
ad b) 2 =1052,40, s2=1057.21, s; =324, sy=32,5.
ad C) S12 = 985,76, 1o = 0,936

Koeficient korelace svédci o tom, ze mezi obéma znaky existuje velmi silnd
piima linearni zavislost — ¢im vyssi je mez plasticity, tim je vyssi mez pevnosti
a C¢im je nizsi mez plasticity, tim je nizsi mez pevnosti.

Pti vypoctu ¢iselnych charakteristik se v fadé situaci uplatni véta shrnujici

nékteré jejich vlastnosti. Pro lepsi pochopeni uvedenych vlastnosti slouzi
nasledujici ptiklad.
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3.18. Véta
Uvedme nékteré vlastnosti ¢iselnych charakteristik.

a) Necht m; je aritmeticky prumér a s? rozptyl znaku X. Pak znak ¥V =
a + bX mé aritmeticky primér my = a + bm; a rozptyl s2 = b%s?.

b) Necht my, my jsou aritmetické prumeéry, s?, s2 rozptyly a s;» kovariance
znaku X, Y. Pak znak U = X+Y ma aritmeticky pramér ms = mq+ms
a rozptyl s3 = s? + s3 + 2s1s.

c¢) Necht sy je kovariance znakia X, Y a my, msy jsou aritmetické praméry
znaku X,Y. Pak znaky U = a + bX, V = ¢ 4+ dY maji kovarianci
S34 — bd812.

3.19. Priklad

a) Znak X m& aritmeticky prumér 2 a rozptyl 3. Najdéte aritmeticky
prumér a rozptyl znaku Y = —1 + 3X.
b) Znaky X a Y maji aritmetické prumeéry 3 a 2, rozptyly 2 a 3, kovarianci
1,5. Vypoctéte aritmeticky prumeér a rozptyl znaku Z = 5X — 4Y.
¢) Soucet rozptylu dvou znaku je 120, soucin 1000 a rozptyl jejich souctu
je 100. Vypoctéte koeficient korelace téchto znak.
Reseni:
ada) moy=—-1+3m; =-1+3-2=5, s3=3%-52=9.3=27.
adb)  m3 =5m;—4dmy =53—42 =17, 53 = 5257+ (—4)%53+2:5:(—4)-s15 =
25-2416-9—-40-1,5b = 134.

ad ¢) s+ s3 =150, s7-s3 =1000, s, =100 = s} + s3 + 2512 = S12 =

2 2 2
S1427517% _ 100—120 __ __ 812 _ _—10 __
ST 0010 10, gy, = 2= 0 — 316,

Pokud nemame k dispozici puvodni datovy soubor, ale jenom variacni radu
nebo tabulku rozlozeni ¢etnosti (resp. kontingenéni tabulku), muzeme vypo-
citat tzv. vazené ciselné charakteristiky. Pro datovy soubor obsahujici idaje
o mezi plasticity a mezi pevnosti oceli je zajimavé porovnat puvodni ¢iselné
charakteristiky a vazené ciselné charakteristiky.

3.20. Definice
a) Vazené ¢iselné charakteristiky u bodového rozlozeni ¢etnosti:

Vidzeny aritmeticky prumér
1 n
m = g Z nja:[j].
i=1
Vazeny rozptyl
1 n
st == nylay) —m)*.
i=1

Vazena kovariance

n n

1

j=1 k=1



b)  Vézené ¢iselné charakteristiky u intervalového rozlozeni ¢etnosti:
Vzorce jsou formalné shodné s predeslymi. Je vSak zapotiebi uvést, ze vy-
pocty jsou presné jen tehdy, souhlasi-li pruméry v jednotlivych tridicich in-
tervalech se stiedy téchto intervali, resp. vykompenzuji-li se vzajemné chyby
vzniklé v dusledku odchylek stredu intervalu od pruméru v téchto intervalech.
Oba tyto piipady jsou vSak vzacné a vétsinou se dopustime urcité chyby.

3.21. Priklad

Pro intervalové rozlozeni cetnosti uvedené v piikladu 2.13 spoctéte vazené
¢iselné charakteristiky a porovnejte je s ciselnymi charakteristikami uve-
denymi v prikladu 3.17.

Resent:
bodové intervalové
rozlozeni rozlozeni
my 95,88 96,67
mo 114,40 113,67
s 1052,40 1148,89
S5 1057,21 1019,89
S1 32,441 33,895
52 32,515 31,936
S12 985,76 998,89
12 0,939 0,923

Shrnuti kapitoly

Podle stupné kvantifikace znaky tfidime na nominalni, ordinalni, interva-
lové, pomeérové a alternativni. Jako charakteristika polohy nominalnich
znaku slouzi modus. Charakteristikou polohy ordinalnich znaku je kterykoliv
a—kvantil, casto se pouzivd median, dolni a horni kvartil, decily, per-
centily. Rozdil horntho a dolniho kvartilu je kvartilova odchylka, kterou
pouzivame jako charakteristiku variability. U intervalovych znaku slouzi jako
charakteristika polohy aritmeticky pramér a jako charakteristika variabi-
lity rozptyl ¢i smérodatna odchylka. Odecteme-li od libovolné hodnoty
prumér, dostaneme centrovanou hodnotu, a podélime-li centrovanou hod-
notu smérodatnou odchylkou, ziskame standardizovanou hodnotu. Pro
pomérové znaky pouzivame koeficient variace. Maji-li kladné hodnoty, pak
jejich polohu charakterizujeme geometrickym primeérem.

Mame-li dvourozmeérny datovy soubor, pak jako charakteristiku spole¢né va-
riability zavedeme kovarianci a jako miru tésnosti linearni zavislosti koefi-
cient korelace. Podle Cauchy — Schwarzovy — Bunakovského nerov-
nosti nabyva koeficient korelace hodnot mezi —1 a 1.

47
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Je-li k dispozici variaéni fada u bodového rozlozeni ¢etnosti nebo tabulka
rozlozeni ¢etnosti u intervalového rozlozeni ¢etnosti (resp. kontingenéni ta-
bulka), muzeme vypocitat vdzené ¢iselné charakteristiky: vazeny aritme-
ticky prumér, vazeny rozptyl a vazenou kovarianci.

Kontrolni ot azky a ukoly

10

Udejte priklad nominélniho, ordinalniho, intervalového, pomérového a
alternativniho znaku.

Jaké charakteristiky polohy a variability uzivame pro uvedené typy
znaku?

Kdy se shoduji ¢iselné charakteristiky s vazenymi ¢iselnymi charakte-
ristikami?

Jaky vyznam mé koeficient korelace?

V akciové spolecénosti je prumérna mzda 13 500 Ké. Pritom 30% pra-
kazdy z téchto pracovniku priddno 500 Ké. O kolik % vzrostla prumérnd
mzda v celé akciové spolecnosti?

(S) Pii statistickém Setfeni pojisténcu byly ziskdny tyto vyse pojistek
v Ké:

vyse pojistky || 390 | 410 | 430 | 450 | 470 | 490 | 510 | 530 | 550 | 570

abs. ¢etnost 7 10 14 22 25 12 3 3 2 2

Urcete aritmeticky prumeér, medidn, modus, rozptyl, smérodatnou od-
chylku a koeficient variace vyse pojistky.

V datovém souboru, z néhoz byl vypocten prumeér 110 a rozptyl 800,
byly zjistény 2 chyby: misto 85 ma byt 95 a misto 120 ma byt 150.
Ostatnich 18 udaju je spravnych. Opravte prumér a rozptyl.

Viazeny aritmeticky prumeér ¢inil 1500 a vazeny rozptyl 90000. Varianty
x(;) byly transformovény vztahem:

Ty —a
Y = Ty

j =1,...,r. Po této transformaci byl vazeny aritmeticky prumeér 5 a
vazeny rozptyl 9. Urcete konstanty a a h.
(S) Pro dvourozmérny datovy soubor

214141568 |10]10] 10| 10
1123|4445 |5 |5]|6

vypoctéte koeficient korelace.
Rozptyl souctu hodnot dvou znaku je 350, rozptyl rozdilu je 700. Vy-
poctéte koeficient korelace, vite-li, ze oba znaky maji stejné rozptyly.
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4. Regresni p fimka

Cil kapitoly

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
B stanovit odhady parametru regresni primky a znat jejich vyznam
B posoudit kvalitu prolozeni regresni primky dvourozmérnym teckovym
diagramem
B vypocitat regresni odhady zavisle proménného znaku
B stanovit odhady parametru druhé regresni piimky
B znat vztahy mezi parametry prvni a druhé regresni piimky.

Casov a zaté?

Pro zvladnuti této kapitoly budete potiebovat 3 — 4 hodiny studia.

Budeme se zabyvat specidlnim pfipadem, kdy hodnoty znaku Y zaviseji na
hodnotéach znaku X piiblizné linearné. Ukazeme si, jak tuto zavislost popsat
regresni piimkou, jak odhadnout jeji parametry metodou nejmensich ¢tvercu
na zakladé znalosti dvourozmérného datového souboru a jak posoudit kva-
litu regresni piimky pomoci indexu determinace. Vysvétlime si vyznam re-
gresnich parametru a v prikladu se budeme zabyvat regresni ptimkou meze
pevnosti na mez plasticity.

4.1. Motivace

Cilem regresni analyzy je vystizeni zavislosti hodnot znaku Y na hodnotach
znaku X. Pfi tom je nutné vyftesit dva problémy: jaky typ funkce pouzit
k vystizeni dané zavislosti a jak stanovit konkrétni parametry zvoleného typu
funkce? Typ funkce uréime bud’ logickym rozborem zkoumané zavislosti nebo
se snazime ho odhadnout pomoci dvourozmérného teckového diagramu. Zde
se omezime na linearni zavislost y = By + f1x. Odhady by a b; neznamych
parametru (g, (4 ziskame na zdkladé dvourozmérného datového souboru

1 Y
Tn  Yn

metodou nejmensich ¢étvercu. Pozadujeme, aby prumeér souctu ctvercu od-
chylek skutecnych a odhadnutych hodnot byl minimalni, tj. aby vyraz

1 n
n ;(Z/z — Bo — 51372‘)2

nabyval svého minima vzhledem k (3, a (1. Tento vyraz je minimalni, jsou-
li jeho prvni derivace podle 3y a (; nulové. Staci tyto derivace spocitat,
polozit je rovny 0 a Tesit systém dvou rovnic o dvou neznamych, tzv. systém
normaélnich rovnic.
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4.2. Definice
Necht je ddn dvourozmérny datovy soubor o
1 Y1
o
a primka y = Gy + fix. Vyraz
1

q(Bo, 1) Z(?/z — By — 51%)2

i=1

n

se nazyva rozptyl hodnot znaku Y kolem ptimky y = [y + [fix. Primka
y = [o + iz, jejiz parametry minimalizuji rozptyl q(fo, 51) v celém dvou-
rozmérném prostoru, se nazyva regresni primka znaku’Y na znak X. Regresni
odhad i—té hodnoty znaku Y znacime y; = by + byx;, i = 1,...,n. Kvadrat
koeficientu korelace znakt X, Y se nazyvé index determinace a znaci se ID?.
(Index determinace uddva, jakou ¢dst variability hodnot znaku Y vystihuje
regresni pifmka. Nabyvé hodnot z intervalu (0,1). Cim je blizaf 1, tim 1épe
vystihuje regresni piimka zdvislost Y na X.)

4.3. Véta
Necht y = by + bz je regresni piimka znaku Y na znak X. Pak pouzitim \M
metody nejmensich ¢tvercu dostaneme:

512
51

512
by

= "9 b0:m2_ smy,
51

tedy y = mo + ‘%212(:15 — myq). Pritom tsek by regresni primky udéava velikost
jejtho posunuti na svislé ose (tj. udava, jaky je regresni odhad hodnoty znaku
Y, nabyva-li znak X hodnoty 0) a smérnice b; udava, o kolik jednotek se
zméni hodnota znaku Y, zméni-li se hodnota znaku X o jednotku. Jestlize je
by > 0, dochézi s rustem X k rustu Y a hovofime o piimé zavislosti hodnot
znaku Y na hodnotach znaku X. Je-li b; < 0, dochéazi s rustem X k poklesu
Y a hovofime o nepfimé zavislosti hodnot znaku Y na hodnotach znaku X.

4.4. Priklad
Pro datovy soubor z prikladu 2.13

a) urcete regresni primku meze pevnosti na mez plasticity.
b) Zakreslete regresni piimku do dvourozmérného teckového diagramu.
c) Jak se zméni mez pevnosti, vzroste-li mez plasticity o jednotku?
d) Najdéte regresni odhad meze pevnosti pro mez plasticity = 60.
e) Vypoctéte index determinace a interpretujte ho.
Reseni:
ad a)  Na zdklade vysledki prikladu 3.17 dostdvdme: by = =% = 7
bp =mg —bymy = 1144 —0,937- 95,9 =24.5; y = 24,5+ 0,937x.
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Povsimnéte si, ze koeficient korelace znaku X, Y vypocteny v ptikladé 3.17
¢inil 0,936. Tato hodnota je blizka 1, coz sveédél o silné piimé linearni zavis-
losti mezi znaky X a Y. Tecky v dvourozmérném teckovém diagramu nejsou
prilis rozptyleny kolem regresni primky.

ad ¢) Mez pevnosti vzroste o 0,937 kp cm 2.

ad d) = 24,5+ 0,937 - 60 = 80,72.

ad e) ID* = r2, = 0,936 = 0,876. Znamend to, ze 87,6% variability hodnot
meze pevnosti je vysvétleno regresni primkou.

4.5. Definice -
\M Regresni primkou znaku X na znak Y nazveme tu piimku x = by + b1y, jejiz
parametry minimalizuji rozptyl

n

(o, F1) = 5 S = o = Fr)?

i=1

v celé roviné. Nazyva se téz druhd regresni primka. Regresni piimka znaku
Y na znak X a regresni piimka znaku X na znak Y se nazyvaji sdruzené
regresni primky.

4.6. Véta

\M Rovnice regresni ptimky znaku X na znak Y ma tvar x = m; + Sﬁ(y —
ms). Sdruzené regresni piimky se protinaji v bodé (mj,msy). Pro regresni
parametry by, b; plati: bjb; = r%,. Rovnice sdruzenych regresnich piimek
muzeme psat ve tvaru

S 1 s .-
y:m2+T12_2($_m1)7 y:m2+——2(:17—m1), (je-li ri2 # 0).
S1 T12 51
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Regresni primky sviraji tim mensi thel, ¢im méné se od sebe lisi 715 a é
Regresn{ pifmky splynou, je-li 7, = 1. K tomu dojde pravé tehdy, existuje-li
mezi X a Y tdplnd linedrni zavislost. Vsechny body (z;,v;), 1 = 1,...,n lezl
na jedné primce, tedy ze znalosti z; muzeme presné vypocitat y;, i = 1,...,n.
Jsou-li znaky X, Y nekorelované, pak maji sdruzené regresni primky rovnice
y = mg, x = my a jsou na sebe kolmé. Oznacime-li o thel, ktery sviraji
sdruzené regresni primky, pak plati:

B cosa = 0, pravé kdyz mezi X a Y neexistuje zadna linearni zavislost,

B cosa = 1, pravé kdyz mezi X a Y existuje uplnd pfimé linearni
zavislost,

B cosa = —1, pravé kdyz mezi X a Y existuje uplna nepiima linedrni
zavislost.

4.7. Priklad

Pro datovy soubor z prikladu 2.13 \%
a) Urcete regresni primku meze plasticity na mez pevnosti.

b) Zakreslete regresni piimku do dvourozmérného teckového diagramu.

Reseni:
ad a) S vyuzitim vysledku piikladu 3.17 dostavame:
— S12 985,76
by =— = = 0,932
YT g2 105721 T
by = mq — bymy = 95,9 — 0,932 - 114,4 = —10,7,

tedy
r = —10,740,932y.

ad b) Uvedomte si, Ze sou¢in smérnic sdruzenych regresnich piimek je

0,937-0,932 = 0,87,
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coz je index derminace naboli kvadrat indexu korelace.
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Shrnuti kapitoly

Pokud vzhled dvourozmérného teckového diagramu svédci o existenci urci-
tého stupné linearni zavislosti znaku Y na znaku X, muzeme diagramem
prolozit regresni primku znaku Y na znak X. (Pozor — nelze se spoko-
jit pouze s vypoctem korelaéniho koeficientu, je nutné grafické posouzeni
zévislosti.) Jeji parametry (tj. posunuti a smérnici) odhadujeme metodou
nejmensich ¢tverci. Kvalitu prolozeni posuzujeme pomoci indexu deter-

vvvvvv

je blizsi 0, tim je regresni piimka nevhodnéjsi pro vystizeni zavislosti ¥ na
X. Dosadime-li danou hodnotu znaku X do rovnice regresni piimky, ziskame
regresni odhad piislusné hodnoty znaku Y.

Ma-li smysl zkoumat téz opacny smér zavislosti, tj. X na Y, hleddme dru-
hou regresni pirimku. 1. a 2. regresni piimka se oznacuji jako sdruzené
regresni primky.

Kontrolni ot azky a Gkoly

1 V ¢em spociva princip metody nejmensich ¢tvercu?

2 Uved'te pifklad dvourozmérného datového souboru z ekonomické praxe
vhodny pro pouziti regresni piimky.

3 Co vyjadiuje index determinace a jak se pocita?

4 Jaky je vztah mezi smérnicemi sdruzenych regresnich ptimek

5

6

Jsou-li sdruzené regresni piimky kolmé, co lze fict o znacich X a Y7
Rozhodnéte, zda piimky y = 13 — 22, x = 8 —y mohou byt sdruzenymi
regresnimi primkami.

7 Je dana rovnice regresni piimky y = 87 + 0,3(z — 25) a koeficient
korelace 5 = 0,77. Najdéte rovnici sdruzené regresni primky.
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8 (S) U osmi ndhodné vybranych studentt byly zjisfovény jejich mate-
matické a verbdalni schopnosti. Vysledky matematického testu udava
znak X, vysledky verbalniho Y.

X 80 50 36 58 72 60 56 68
Y 65 60 35 39 48 44 48 61

a) Vypoctéte koeficient korelace a interpretujte ho.
b) Najdéte rovnice sdruzenych regresnich piimek.
c) Zlepsi-li se vysledek v matematickém testu o 10 bodu, o kolik bodu
se zlepsi vysledek ve verbalnim testu?
d) Zlepsi-li se vysledek ve verbalnim testu o 10 bodu, o kolik bodu
se zlepsi vysledek v matematickém testu?
9 Jak se zméni usek a smérnice regresni primky, kdyz kazdou hodnotu
zavisle proménného znaku zvétsime o 10%7
10 Zavislost mezi vnéjsi teplotou a teplotou ve skladisti je popsdna regresni
piimkou y = 8 4+ 0,6x. P1i jaké vnéjsi teploté klesne teplota ve skladisti
pod bod mrazu?
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5. Jev a jeho pravd épodobnost

Cil kapitoly

Po prostudovani této kapitoly budete umét
B rozlisit nahodny a deterministicky pokus
B stanovit zakladni prostor
B popsat vztahy mezi jevy pomoci mnozinovych operaci
B vypocitat pravdépodobnost jevu a znat vlastnosti pravdépodobnosti

Casov & zaté?

Na prostudovéni této kapitoly budete potiebovat asi 6 hodin.

Nejprve se seznamime s pojmem pokusu, a to deterministického a nahodného
pokusu. Nadale se budeme zabyvat nahodnymi pokusy. Mnozinu moznych
vysledku pokusu povazujeme za zakladni prostor. Na zdkladnim prostoru
vybudujeme jevové pole jako systém podmnozin, ktery je uzavieny vzhle-
dem k mnozinovym operacim. Zakladni prostor spolu s jevovym polem tvori
tzv. méritelny prostor. Libovolna podmnozina moznych vysledki nahodného
pokusu, ktera patii do jevového pole, je jev. Naucime se vyjadiovat vztahy
mezi jevy pomoci mnozinovych operaci a uvedeme vlastnosti téchto operaci.

5.1. Definice

\M Pokusem rozumime jednorazové uskutecnéni konstantné vymezeného sou-
boru defini¢nich podminek. Predpokladame, ze pokus muzeme mnohonasob-
né nezavisle opakovat za dodrzeni definiénich podminek (ostatni podminky
se mohou ménit, proto ruzna opakovani pokusu mohou vést k ruznym vy-
sledkum). Déle predpoklddame, ze opakovanim pokusu vznika opét pokus.

Deterministickym pokusem nazyvame takovy pokus, jehoz kazdé opakovani
vede k jedinému moznému vysledku. (Napt. zahfivani vody na 100°C pii
atmosférickém tlaku 1015 hPa vede k varu vody.)

Ndhodnym pokusem nazyvame takovy pokus, jehoz kazdé opakovani vede

k pravé jednomu z vice moznych vysledku, které jsou vzajemné neslucitelné.
(Napf. hod kostkou vede k pravé jednomu ze Sesti moznych vysledku.)

5.2. Definice
\M Neprazdnou mnozinu moznych vysledku nahodného pokusu znac¢ime ) a
nazyvame ji zdakladni prostor. Mozné vysledky znac¢ime wi,ws,.... Na za-

kladnim prostoru ) vytvotime jevové pole A jako systém podmnozin, ktery
s kazdymi dvéma mnozinami obsahuje i jejich rozdil, obsahuje cely zakladni
prostor a obsahuje-li kazdou ze spocetné posloupnosti mnozin, obsahuje i
jejich spocetné sjednoceni (znamend to, ze systém A je uzavieny vzhledem
k mnozinovym operacim). Jestlize A € A, pak fekneme, ze A je jev. Dvojice
(Q, A) se nazyva méritelny prostor. 2 se nazyva jisty jev, ) nemozny jev.
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5.3. Poznamka
Vztahy mezi jevy vyjadiujeme pomoci mnozinovych inkluzi a operace s jevy o
popisujeme pomoci mnozinovych operaci.

a) A C B znamend, ze jev A m4 za dusledek jev B.
b) AU B znamend nastoupeni aspon jednoho z jevu A, B.
) AN B znamena spolecné nastoupeni jevu A, B.
) A — B znamena nastoupeni jevu A za nenastoupeni jevu B.
) A= — A znamend jev opacny k jevu A.
f) AN B = () znamend, ze jevy A, B jsou neslucitelné.
g) w € A znamend, ze mozny vysledek w je pfiznivy nastoupeni jevu A.

5.4. Véta
Uvedme nékteré vlastnosti, které maji operace s jevy: \M
a) Pro sjednoceni a prunik jevu plati komutativni zakon, ktery pro dva

jevy A, B ma tvar:
AUB=BUA, ANB=BNA.

b) Pro sjednoceni a prunik tif jevu A, B, C plati zdkon asociativni:

AU(BUC)=(AuB)UC, AN(BNC)=(AnB)NC,
a zakon distributivni:
AN(BUC) = (ANB)U(ANC), AU(BNC) = (AUB)N(AUC).

¢) Pro sjednoceni a prunik jevu opacnych plati de Morganovy zékony,
které pro dva jevy A, B zapiseme takto:

AUB=ANB, ANB=AUB.

5.5. Priklad
Nahodny pokus spociva v hodu kostkou. Jev A znamend, ze padne sudé ¢islo
a jev B znamend, ze padne ¢islo vétsi nez 4.

a) Urcete zakladni prostor €.
b) Vypiste mozné vysledky priznivé nastoupeni jeva A, B.
c) Pomoci operaci s jevy vyjadrete nasledujici jevy: padne liché ¢islo; ne-
padne ¢islo 1 ani 3, padne ¢islo 6; padne ¢islo 2 nebo 4.
Resent:
ad a) Q= {wi,...,ws}, kde mozny vysledek w; znamend, ze padne ¢islo i,
1=1,...,6.

ad b) A= {ws,wy,ws}, B={ws,ws}-

adc) A= {w,ws,ws}; AUB = {wy,ws,ws,ws}; ANB={ws}; A—B =
{WQ,QJ4}

Na meéritelném prostoru zavedeme pravdépodobnost jako funkci, ktera spl-
nuje ur¢ité axiomy a kazdému jevu pritazuje ¢islo mezi 0 a 1. Métitelny pro-
stor spolu s pravdépodobnosti tvoii pravdépodobnostni prostor. Sezndmime
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se s vlastnostmi pravdépodobnosti a uvidime, ze témér vSechny jsou ob-
dobné vlastnostem relativni ¢etnosti jak jsme je poznali v prvni kapitole.
Zavedeme specialni ptipad pravdépodobnosti — klasickou pravdépodobnost a
vypocitame nékolik ptikladu.

5.6. Definice
\M Necht (€, A) je méfitelny prostor. Pravdépodobnosti rozumime redlnou mno-
zinovou funkci P : A — R, kterd spliuje nasledujici t¥i axiomy: kazdému

jevu pritazuje nezaporné cislo, jistému jevu prirazuje cislo 1, sjednoceni
neslucitelnych jevu prirazuje soucet pravdépodobnosti téchto jevu. Trojice
(Q, A, P) se nazyva pravdépodobnostni prostor.

(Axiémy pravdépodobnosti jsou zvoleny tak, aby pravdépodobnost byla ,,zi-
dealizovanym “ protéjskem relativni ¢etnosti zavedené v definici 1.1. Znamend
to, ze pro velky pocet opakovani pokusu, v némz sledujeme nastoupeni jevu
A, se relativni ¢etnost jevu A blizi pravdépodobnosti jevu A. Tento poznatek
je znam jako empiricky zakon velkych cisel. Zdalo by se ptirozené definovat
pravdépodobnost jako limitu relativni ¢etnosti pro n — oo. Tento postup by
vsak nebyl korektni, protoze pocet pokusu n je vzdy konecny a nelze se tedy
presvédcit o existenci uvedené limity.)

5.7. Véta

\M Necht (€, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Pak pro libovolné jevy A, Ay,
Ag, -+ € A plati nasledujicich 14 vlastnosti:
P1: P(0) =0

P2: P(A) >0 (nezdpornost — axiém)
P3: P(A; U Ay) + P(A; N Ay) = P(Ay) + P(As)
P4: 1+ P(A1 N Ay) > P(A;) + P(Ay)
P5: P(A; U Ay) < P(A))+ P(As)  (subaditivita)
P6: Ay N Ay =0 = P(A UAy) = P(A)) + P(Ay)  (aditivita)
P7: P(Ay — Ay) = P(Ay) — P(A1 N Ay)
P8 Ay C Ay = P(Ay— Ay) = P(Ay) — P(Ay)  (subtraktivita)
P9: A) C Ay = P(As) < P(Ay) (monotonie)
P10: P(Q) =1 (normovanost — axiom)
P11: P(A)+ P(A) =1 (komplementarita)
P12: P(A) <1
P13: AnAj=0proi#j = P(AiUAU...) = P(A) + P(As) +
(spocetnd aditivita — axiém)
P14:

<0A1> ZP ni zn: P(A;NAj)+

=1 j=i+1

+ Z P(ANANAL) =+ (=1)""'P(A1NAyN- - -NA,)
+
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Pro neslucitelné jevy Aq,..., A, dostavame
i=1 i=1

(Vlastnosti P1,..., P12 odpovidaji vlastnostem relativni ¢etnosti z véty 1.3,
vlastnost P14 je zndma jako véta o scitani pravdépodobnosti.)

5.8. Definice
Necht Q je konecény zdkladni prostor a necht vsechny mozné vysledky maji o
stejnou Sanci nastat. Klasicka pravdépodobnost je funkce, ktera jevu A pri-

fazuje cislo P(A) = M , kde m(A) je pocet moznych vysledku ptiznivych

m(Q)

nastoupeni jevu A a m(£2) je pocet vsech moznych vysledku.

5.9. Priklad B
Vypocitejte pravdépodobnosti jevu A, B, A, AUB, AN B, A— B z ptikladu

5.0.
Reseni: B
P(AUB)=4=2  PANB) =1  P(A-B)=2=1

5.10. Priklad

V dodéavce 100 kusu vyrobku nema pozadovany prumeér 10 kust, pozadovanou
délku 20 kusu a soucasné nema pozadovany prumeér i délku 5 kusu. Jaka je
pravdépodobnost, ze nahodné vybrany vyrobek z této dodavky ma pozado-
vany prumeér i délku?

Resenti:
Jev A spoc¢iva v tom, ze vyrobek ma pozadovany prumér a jev B v tom, ze
vyrobek ma pozadovanou délku. Pocitame

P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB) =

_ — — 10 20 by
=1—-[P(A)+PB)—PANB)|=1-|—+-———| = .
[P(4) + P(B) (AN B)] (100Jr 100 100) 0.75

5.11. Priklad
Mezi N vyrobky je M zmetku. Ndhodné bez vraceni vybereme n vyrobku.
Jakd je pravdépodobnost, ze vybereme pravé k zmetka?

Resent:

Zékladni prostor €2 je tvofen vSemi neusporadanymi n—ticemi vytvorenymi
z N prvka. Tedy m(Q2) = (JZ) Jev A spoc¢ivd v tom, ze vybereme prave k
zmetku z M zmetku (ty lze vybrat (JZ] ) zpusoby) a vybér doplnime n — k
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kvalitnimi vyrobky vybranymi z N — M kvalitnich vyrobku (tento vybér lze
provést (]\; :]X ) zpusoby). Podle kombinatorického pravidla sou¢inu dostéava-
me

- (DY) -2 - G0

Shrnuti kapitoly

Deterministicky pokus vede pii kazdém opakovani k jedinému moznému
vysledku, zatimco ndhodny pokus vede pii kazdém opakovani prave k jed-
nomu z vice moznych vysledku. Mnozina moznych vysledku ndhodného po-
kusu tvoii zakladni prostor. Systém podmnozin zdkladniho prostoru, ktery
je uzavieny vzhledem k mnozinovym operacim, se nazyva jevové pole.
Zakladni prostor spolu s jevovym polem oznacujeme jako méritelny pro-
stor. Podmnozina, ktera patti do jevového pole, je jev. Cely zakladni prostor
je jevem jistym, prazdnd mnozina jevem nemoznym.

Sanci jevu na uskutecnéni vyjadiujeme pomoci pravdépodobnosti, coz je
funkce, ktera kazdému jevu prifazuje ¢islo mezi 0 a 1 a spliuje urcité axiomy,
které stanovil rusky matematik A.N. Kolmogorov tak, aby pravdépodobnost
byla ,zidealizovanym® protéjskem relativni cetnosti. Pii mnohonasobném
nezavislém opakovani téhoz nahodného pokusu totiz plati empiricky zakon
velkych c¢isel: relativni cetnost jevu se ustaluje kolem néjaké konstanty, kte-
rou povazujeme za pravdépodobnost tohoto jevu. Méritelny prostor spolu
s pravdépodobnosti tvoii pravdépodobnostni prostor. V praxi se nej-
castéji pouziva klasicka pravdépodobnost zavedena jako podil poctu téch
vysledku, které jsou priznivé nastoupeni daného jevu, a poc¢tu vsech moznych
vysledk.

Kontrolni ot azky a Gkoly

1 Uved'te piiklad deterministického pokusu a ndhodného pokusu.

2 Nahodny pokus spociva v hodu dvéma kostkami. Urcete zakladni pro-
stor.

3 Pro zkousku provozni spolehlivosti urcitého zatizeni je predepsan tento
postup: zafizeni je uvedeno v ¢innost pétkrat pri maximalnim zatizeni.
Jakmile pii nékterém z téchto péti pokusu zarizeni selze, nesplnilo
podminky zkousky. Oznac¢me A; jev: ,pii i—tém pokusu zafizeni se-
lhalo“ pro i = 1,...,5. Pomoci jevu A; vyjadiete jevy:

a) Zafizeni neproslo ispésné zkouskou.
b) Prvni tii pokusy byly uspésné, ve 4. a 5. pokusu zafizeni selhalo.
c) 1. a 5. pokus byly uspésné, ale zkouska byla nedspésna.

4 Formulujte emipricky zakon velkych ¢isel.

5 Uved'te pifklad situace, v niz nelze pouzit klasickou pravdépodobnost.

6 Z karetni hry o 32 kartach vybereme ndhodné bez vraceni 4 karty. Jaka
je pravdépodobnost, ze aspon jedna z nich je eso?
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7 Dva hraci héazeji stiidavé minci. Vyhrava ten, komu padne diiv lic.
Stanovte pravdépodobnost vyhry 1. hrace a pravdépodobnost vyhry 2.
hrace.

8 Chevalier de Méré pozoroval, ze pii hazeni tremi kostkami padé soucet
11 ¢astéji nez soucet 12, i kdyz podle jeho nazoru (nespravného) maji
oba soucty stejnou pravdépodobnost. Stanovte pravdépodobnost obou
jevu.

9 Student se ke zkousce pripravil na 15 otézek z 20 zadanych. Pti zkousce
si vybere ndhodné dvé otazky. Jaka je pravdépodobnost, ze aspon na
jednu zné odpovéd?

10 Mezi nasledujicimi tvrzenimi vyberte ta, ktera jsou pravdiva:

a) P(ANB) < P(B),

) P(AUB) < P(B),
¢) P(AUB) < P(A) + P(B),
d) P(A) <0.
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Cil kapitoly

Po prostudovani této kapitoly budete umét

B oveérit stochastickou nezavislost posloupnosti jevu

B tesit priklady vyuzivajici stochastickou nezavislost jevu

B pocitat podminénou pravdépodobnost

B pouzit vétu o nasobeni pravdépodobnosti, vzorec pro tplnou pravdeé-
podobnost a Bayesuv vzorec

Casov & zatéz
Pro zvladnuti této kapitoly budete potiebovat asi 6 hodin studia.

7 predeslé kapitoly vime, ze pravdépodobnost je ,,zidealizovanym “ protéjskem
relativni cetnosti. Lze tedy ocekavat, ze stochasticky nezavislé jevy zavedeme
podobné jako ¢etnostné nezavislé mnoziny: pomoci multiplikativniho vztahu.
Uvedeme vlastnosti stochasticky nezavislych jevu a s jejich pomoci odvodime
dvé dulezita rozlozeni pravdépodobnosti — geometrické a binomické, kterd
maji, jak uvidime pozdéji, casté vyuziti v praxi.

6.1. Definice

Necht (0, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Jevy A;, A; € A jsou stochas-
ticky nezdvislé, jestlize P(A1NAy) = P(A;)P(A;y). (Tento vztah znamena, ze
informace o nastoupeni jednoho jevu neovlivni Sance, s nimiz o¢ekavame na-
stoupeni druhého jevu. Stochastickd nezavislost jevi Ay, As je motivovana
¢etnostni nezavislosti mnozin Gy, Gy ve vybérovém souboru — viz definice
1.6.) Jevy Ay,..., A, € A jsou stochasticky nezdvislé, jestlize plati systém
multiplikativnich vztahu:

Vi<i<j<n: P(ANA)=P(A)PA,),

P(A N A A,) = P(A)...P(A,).

Jevy Ay, As, - - - € Ajsou stochasticky nezavislé, jestlize pro vsechna ptirozena
n jsou stochasticky nezavislé jevy A;,..., A, € A.

(Upozornéni: pti ovérovani stochastické nezavislosti jevii musime prozkoumat
platnost vSech multiplikativnich vztahu.)

6.2. Véta
a) Nemozny jev je stochasticky nezavisly s kazdym jevem.
b) Jisty jev je stochasticky nezavisly s kazdym jevem.
c¢) Stochastickd nezavislost se neporusi, jestlize nékteré (nebo i vSechny)
jevy nahradime jevy opac¢nymi.
d) Neslucitelné jevy nemohou byt stochasticky nezavislé (pokud nemaji
vechny nulovou pravdépodobnost).



6.3. Priklad
Nezavisle opakujeme tyZ ndhodny pokus. Necht jev A; znamend tispéch v i—
tém pokusu, pricemz P(A;) = v, i = 1,2,... Vypocitejte pravdépodobnost,

ze

a) prvnimu dspéchu predchdzi z nedspéchu, z =0,1,2,. ..,

b) v prvnich n pokusech nastane pravé y uspéchu, y =0,1,...,n.
Reseni:

ada) PA N---NA NA.) = P(A
(geometrické rozlozeni pravdépodobnosti)

ad b)

). P(A)P(A4)) = (1 — )

P((AN---NA,NA, N - NA YU U(AIN- - NA,_,NA, 1N NAL)) =
= P(A)...P(A)P(A, 1) ... P(A) + -+

+ P(A1) ... P(Ayy) P(Apyia) ... P(A,) =

)y%1_ywy

n

=1 —=v)"V4+- -+ (1 =v)"Y = (
Y

(binomické rozlozeni pravdépodobnosti)

Nyni zavedeme podminénou pravdépodobnost na zakladé analogie s podmi-
nénou relativni ¢etnosti. Shrneme vlastnosti podminéné pravdépodobnosti a
naucime se pouzivat vzorec pro vypocet uplné pravdépodobnosti a Bayesuv
vzorec.

6.4. Definice
Necht (£2,.4, P) je pravdépodobnostni prostor a dédle H € A jev s nenulovou o

pravdépodobnosti. Podminénou pravdépodobnosti za podminky H rozumime
funkci P(.|H): A — R danou vzorcem:

' _ P(ANH)

Ae A: P(A|H) = P(H)

(Vysvétleni: Opakované nezavisle provadime tyz nahodny pokus a sledujeme
nastoupeni jevu A v téch pokusech, v nichz nastoupil jev H. Podminénou
relativni ¢etnost A za podminky H jsme v definici 1.4 zavedli vztahem
p(AlH) =& (13?13];)' Tato podminéna relativni Cetnost se s rostoucim poctem
pokusu ustaluje kolem konstanty P(A|H ), kterou povazujeme za podminénou
pravdépodobnost jevu A za podminky H.)

6.5. Véta
Pro podminénou pravdépodobnost plati: o
a) P(A; N Ay) = P(A;)P(As|A;) pro P(A;) # 0.
b) P(A; N Ay) = P(A2)P(A1|As) pro P(Ay) # 0.
c) P(AiNAsN---NA,) = P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1NAy) ... P(A,|AiN-- N
A1) pro P(A1N---NA,—1) # 0. (Véta o nasobeni pravdépodobnosti)
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d) Jevy A, Ay jsou stochasticky nezavislé, prave kdyz P(A;|As) = P(A;)
nebo P(A2) = 0 a prave kdyz P(As|A;) = P(Ay) nebo P(A;) =0.

6.6. Priklad

Ze skupiny 100 vyrobku, ktera obsahuje 10 zmetkt, vybereme nahodné bez
vraceni 3 vyrobky. Vypoctéte pravdépodobnost jevu, ze prvni dva vyrobky
budou kvalitni a tfeti bude zmetek.

Resent:

Jev A; znamend, ze i-ty vybrany vyrobek je kvalitm z’ = 1,2, 3. Pocitame
P(Al N A2 N Ag) - P(A1>P(A2‘A1) (Ag‘Al N AQ) - m % 10 0 083
6.7. Véta

Necht (€2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, Hi,..., H, € A takové jevy,
ze P(H;) > 0, UH Q, H;NH; =0 pro i # j (fikdme, ze jevy Hy,..., H,

tvori uplny System hypotéz).
a) Pro libovolny jev A € A plati vzorec iplné pravdépodobnosti:

ZP P(A|H;).

b) Pro libovolnou hypotézu Hy, k = 1,...,n a jev A € A s nenulovou
pravdépodobnosti plati Bayesuv vzorec:

P(Hk)P(A|Hk:).

(P(Hy|A) se nazyva aposteriorni pravdépodobnost hypotézy Hy, P(Hy)
je apriorni pravdépodobnost.)

6.8. Priklad

Je zndmo, ze 90% vyrobku odpovidd standardu. Byla vypracovéna zjed-
nodusena kontrolni zkouska, ktera u standardniho vyrobku d&a kladny vy-
sledek s pravdépodobnosti 0,95, zatimco u vyrobku nestandardniho s prav-
dépodobnosti 0,2. Jaka je pravdépodobnost, ze

a) zkouska u ndhodné vybraného vyrobku dopadla kladné,
b) vyrobek, u néhoz zkouska dopadla kladné, je standardni?

Reseni:
Jev A znamena, ze zkouska u ndhodné vybraného vyrobku dopadla kladneé,
jev Hy znamend, ze vyrobek je standardni, jev Hy znamenad, ze vyrobek neni

standardni, P(H,) = 0,9, P(Hy) = 0,1, P(A|H,) = 0,95, P(A|Hy) = 0,2.
ada) P(A) = P(H,)P(A|/H,)+P(Hy)P(A|H,) = 0,9-0,95+0,1-0,2 = 0,875

A
ad b)  P(Hy|A) = PUPA _ 09055 _ g8




Shrnuti kapitoly

Stochasticky nezavislé jevy jsou protipélem deterministicky zavislych
jevi: informace o nastoupeni jednoho jevu nijak neméni Sance, s nimiz oceka-
vame nastoupeni druhého jevu. Formalné zavadime stochastickou nezavislost
jevu pomoci multiplikativnich vztahu na zakladé analogie s ¢etnostni neza-
vislosti mnozin. Pomoci stochasticky nezavislych jevu lze odvodit geomet-
rické a binomické rozlozeni pravdépodobnosti. Obé tato rozlozeni se
¢asto pouzivaji v praxi.

Podminéna relativni cetnost motivuje zavedeni podmninéné pravdépo-
dobnosti — zkoumame pravdépodobnost nastoupeni néjakého jevu za pod-
minky, ze nastal jiny jev. Podminéna pravdépodobnost se vyskytuje v néko-
lika dulezitych vzorcich, které umoznuji tesit radu prikladia. Jednd se o vétu
o nasobeni pravdépodobnosti, vzorec pro vypocet iplné pravdépo-
dobnosti a Bayestiv vzorec.

Kontrolni ot azky a ukoly

1 Uved'te piiklad stochasticky nezdvislych jevi

2 Necht P(A) = p, P(B) = ¢q. Pomoci ¢isel p, q vyjddiete pravdépodob-
nost nastoupeni aspon jednoho z jevu A, B, jsou-li tyto jevy
a) stochasticky nezéavislé,
b) neslucitelné.
3 Co lze tici o jevech A, B, které nejsou nemozné a plati pro né:

P(AUB) =1—[1— P(A)|[1 — P(B)]?

4 Je pravdépodobnéjsi vyhrat se stejné silnym soupefem tii partie ze ctyt
nebo pét z osmi, kdyz nerozhodny vysledek je vyloucen a vysledky jsou
nezavislé?

5 Prvni délnik vyrobi denné 60 vyrobku, z toho 10% zmetka. Druhy
délnik vyrobi denné 40 vyrobku, z toho 5% zmetku. Jaké je pravdépo-
dobnost, ze ndhodné vybrany vyrobek z denni produkce je zmetek a
pochézi od prvniho délnika?

6 Ze Sesti vajec jsou dvé praskla. Ndhodné vybereme dvé vejce. Jaka je
pravdépodobnost, ze budou

a) obé praskla,
b) prave jedno prasklé,
c¢) obé dobra?

7 Doplite chybéjici ¢len x v rovnici P(B) = P(BJ|A)P(A) +2P(A).

8 Pro jaké jevy A, B, B # () plati P(A|B) = P(A)?

9 Co lze tici o jevech Ay, ..., A, s nenulovymi pravdépodobnostmi, které
jsou neslucitelné a jejich sjednocenim je cely zakladni prostor?

10 Pojistovaci spolecnost rozlisuje pii pojistovani tii skupiny fidict — A,
B a C. Pravdépodobnost toho, ze tidi¢ pattici do skupiny A bude mit
béhem roku nehodu, je 0,03, zatimco u fidice skupiny B je to 0,06 a u
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11

fidice skupiny C' 0,1. Podle dlouhodobych zdznamu spolecnosti je 70%

této spolecnosti, jakd je pravdépodobnost, ze patiil do skupiny C?
U jistého druhu elektrického spotiebice se s pravdépodobnosti 0,01
vyskytuje vyrobni vada. U spotfebice s touto vyrobni vadou dochazi
v zaruéni lhuté k poruse s pravdépodobnosti 0,5. Vyrobky, které tuto
vadu nemaji, se v zarucni lhuté porouchaji s pravdépodobnosti 0,01.
Jaka je pravdépodobnost, ze
a) u ndhodné vybraného vyrobku nastane v zaruéni lhuté porucha,
b) vyrobek, ktery se v zaruéni lhuté porouchd, bude mit dotyénou
vyrobni vadu?
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Cil kapitoly

Po prostudovani této kapitoly budete umét:

B cCiselné popsat vysledky nahodného pokusu pomoci ndhodnych velic¢ina
a ndhodnych vektort,

B najit distribucni funkci nahodné veli¢iny ¢i nahodného vektoru,

B rozlisit diskrétni a spojité nahodné veliciny a nahodné vektory a najit
jejich funkcionalni charakteristiky,

B ovérit stochastickou nezavislost ndahodnych velicin.

Casov a zatez
Na prostudovéni této kapitoly budete potiebovat asi 8 hodin studia.

Naucime se, jak popisovat vysledky ndhodného pokusu pomoci nahodné
veli¢iny, tj. zobrazeni, které moznému vysledku pritadi ¢islo ¢i nékolik ¢éisel.
Existuje zretelnd analogie mezi znakem, ktery zname z 1. kapitoly, a ndhod-
nou veli¢inou. V nékterych situacich potiebujeme ndhodnou veli¢inu trans-
formovat. Ziskame slozenou funkci zvanou transformovana nahodna veli¢ina.

Statistika casto zajima pravdépodobnost jevu, ze hodnota ndhodné veli¢iny
nepresahne néjakou mez. Pomoci této pravdépodobnosti zavedeme distribuc-
ni funkci, ktera je ,,zidealizovanym“ protéjskem empirické distribucni funkce,
s niz jsme se setkali ve 2. kapitole. Seznamime se s vlastnostmi distribuéni
funkce a vytesime nékolik prikladi.

7.1. Definice

Libovolna funkce X : Q — R, kterd kazdému moznému vysledku w € 2
prirazuje realné ¢islo X (w), se nazyva ndhodnd veli¢ina a ¢islo X (w) je ¢iselnd
realizace nahodné veliciny X prislusnda moznému vysledku w. Usporadana po-
sloupnost ndhodnych veli¢in (X7, ..., X,,) se nazyva nahodny vektor a znaci se
X.Jelig:R — R(resp. (g1,.--,9m) : R" — R™) funkce, pak slozend funkce
Y =g(X) (resp. Y = (Y1,..., V) = (g1(z1, ... 20), oo gm0, ..o, ) s€
nazyva transformovand nahodnd veli¢ina (resp. transformovany ndhodnyj vek-
tor).

Vysvétleni: Nahodnd velic¢ina i ndhodny vektor popisuji vysledky nahodného
pokusu pomoci realnych ¢isel. Musi ptritom splnovat podminku tzv. méritel-
nosti, kterou se zde nebudeme zabyvat. Nahodna veli¢ina v poctu pravde-
podobnosti a znak v popisné statistice — viz definice 1.8 — jsou sice pojmy
blizké, nikoli vsak totozné. Znak lze povazovat za nahodnou veli¢inu, pokud
jeho hodnotu zjistujeme na objektu, ktery byl vybran ze zdkladniho souboru
nahodné.

Upozornéni: V dalsim textu se omezime na dvourozmérné ndhodné vektory.
Poznatky lze jednodusSe zobecnit i na n-rozmérné nahodné vektory.

7.2. Oznaceni
Necht B C R. Jev {w € Q; X(w) € B} zkrdcené zapisujeme {X € B} a
¢teme: nahodnd velicina X se realizovala v mnoziné B.



7.3. Definice

Pravdépodobnostni chovéni ndhodné veliciny X (resp. ndhodného vektoru
X = (X1, X5)) popisujeme distribucni funkci ® : R — R, kterd je déna
vztahem: Vo € R : ®(z) = P(X < z) (resp. simultdanni distribucni funkci
® : R? — R, kterd je definovéana vztahem: V(z1,z5) € R? : ®(zq,15) =
P(X1 S l‘l,XQ S ZCQ))

Vysvétleni: Distribucni funkce ®(z) je zidealizovanym protéjskem empirické
distribu¢ni funkce F'(z) zavedené v definici 2.4 ¢i 2.14: Vo € R : F(x) =
W. S rostoucim rozsahem vybérového souboru se budou hodnoty F(x)

ustalovat kolem hodnot ®(z).

7.4. Priklad
Najdéte distribuéni funkci nahodné veliciny X, kterd udava, jaké ¢islo padlo
pti hodu kostkou a nakreslete graf této distribu¢ni funkce.

Resent:
Nahodn4d velicina X muze nabyvat hodnot 1,2,3,4,5,6. Ciselnou osu tedy
rozdélime na 7 intervalu.

r € (—o00,1): P(x)=P(X <x)=0
1
x€(1,2):(I>(:E):P(X§x):6
€(2,3): &(x) = P(X <x) 1+1 =
xXr . T) = r) = — — = _
’ - 6 6 6
11 1 3
34@ :PX< = — — =
re(34): @)= PX <) = 4+ i=0
11 1 1 4
4,5): dr) =P(X <o) ==+ -+ -+-==
r e (4,5): O(x) (X <ux) sTstst6 %
11 1 1 1 5
D) =P(X <) =ttt =
e (5.6): o) =P(X<m)=tilylyl 10
11 1 1 1 1 6
D) =P S T e T s A |
P e (6,00): @) = P(XSa)= g+t ihitito=0
1,0 4 —
08+ —
—_—
0,6 +
—_—
044
—_—
0,2 +
0,0
o 1 2 3 4 5 6 7
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7.5. Véta
a)  Skaldrni piipad: Distribuéni funkce ®(z) skaldrni ndhodné veli¢iny X
ma nasledujici vlastnosti:

B O(z) je neklesajici,

B O(x) je zprava spojita,

B O(z) je normovana v tom smyslu, ze lim ®(z) =0, lim ®(z) =1,

B Va,be R a<bplati: Pla <z <b) = ®(b) — P(a),
® pro libovolné, ale pevné dané vy € R : P(X = x) = ®(z9)— lim ®(z).
b)  Vektorovy piipad: Simultanni distribuéni funkce ®(xy,x2) nahédného
vektoru X = (Xj, Xy) ma nasledujici vlastnosti:
B O(zq,x9) je neklesajici vzhledem ke kazdé jednotlivé proménné,
B O(zq,x9) je zprava spojita vzhledem ke kazdé jednotlivé proménné,
)

B O(zq,79) je normovand v tom smyslu, ze lim  ®(xq,29) = 1,

lim @(z,20) = lim P$(zq,29) =0, 7

n \V/(l‘l,l'g) € RZ,hl > O,hg >0: P(ZEl <X; < l‘1+h1/\l‘2 < X9 < a9+
hy) = ®(x1+hy, 2o+ he) —P(x1+he, 22) = P(21, T2+ Do) +P(21, 72) (tato
vlastnost vyjadiuje pravdépodobnost, ze nahodny vektor se realizuje
v obdélniku (x1, 21 + hq) X (22,22 + ha)),

B lim CD(xl,xg) = (1)1(1‘1), lim (I)(l’l,l‘g) = (I)Q(.Cl]z), kde (1)1(371), @2(1‘2)
T9—00 r1—00
jsou distribu¢ni funkce nahodnych velicin X7, X5. Nazyvaji se mar-
ginalni distribu¢ni funkce.

7.6. Priklad
Néhodny vektor (X7, Xs) mé distribuéni funkei
1 T 7
O(x1,10) = — (arctgxl + —) (arctgxg + —) .
2 2 2

Vypoctéte pravdépodobnost, ze ndhodny vektor (Xi, X3) se bude realizo-
vat v jednotkovém ¢tverci (0, 1) x (0,1). Najdéte obé marginélni distribuéni
funkce @4 (xy), Po(z2).

Resen:
Podle 4. vlastnosti v véty 7.5(b), kde 1 = 0, 23 = 0, hy = 1, hy = 0
dostavame

P(O<X1§1/\O<X2§1):<I>(1,1) d(1,
_1<7r+7r)<7r+7r> (7?+

w2 \4 0 2/ \4 2 4

1

L (0+ )(ﬂ+ﬁ>+
o2 2 4 2

0) — ®(0,1) + ®(0,0) =

2)(0r3)-
(0+3) (0+3) - 15

1 s s 1 T

®i(z1) = lim — <arctg T, + ) (arctg Ty + —) — (arctg T+ —)
To—00 T2 2 2 T 2
1 T T 1 T
$y(x9) = lim — (arctga; + = ) (arctgxy + = — (arctgxg + =
z1—00 T2 2 2 T 2



Nyni se budeme zabyvat dvéma specialnimi typy nahodnych veli¢in, a to
diskrétnimi a spojitymi nahodnymi velicinami. Diskrétni ndhodna veli¢ina
nabyva nejvyse spocetné mnoha izolovanych hodnot, zatimco spojita veli¢ina
nabyva vsech hodnot z néjakého intervalu. Pravdépodobnostni chovani dis-
krétni (resp. spojité) ndhodné veli¢iny popiseme pomoci pravdépodobnost-
ni funkce (resp. pomoci hustoty pravdépodobnosti). Uvidime, ze vlastnosti
pravdépodobnostni funkce jsou podobné jako vlastnosti cetnostni funkce a
vlastnosti hustoty pravdépodobnosti jsou analogické vlastnostem hustoty
cetnosti.

7.7. Definice
a) Skalarni pripad: Nahodna velicina X se nazyva diskrétni, jestlize jeji
distribuéni funkei lze vyjadiit pomoci nezaporné funkce 7(x) v souc¢tovém

tvaru:
VeeR: &(x) = Zﬂ'(ﬂ?)

t<x

Funkce 7(z) se nazyva pravdépodobnostni funkce diskrétni ndhodné veliciny
X.

b)  Vektorovy ptipad: Ndhodny vektor (X1, Xs) se nazyva diskrétni, jest-
lize jeho simultanni distribuc¢ni funkci lze vyjadrit pomoci nezaporné funkce
7(x1, o) vV souctovém tvaru:

\V/(l‘l,xg)R q> l‘l,ZL‘Q Z Z tl,tg

t1<x1 t2a<xa

Funkce 7(x1, 29) se nazyva simultanni pravdépodobnostni funkce diskrétniho
ndhodného vektoru (X, Xs).

Vysvétleni: Pravdépodobnostni funkce m(x) je zidealizovanym protéjskem
cetnostni funkce p(x) zavedené v definici 2.4: Vo € R : p(z) = W
S rostoucim rozsahem vybérového souboru se hodnoty ¢etnostni funkce usta-
luji kolem hodnot pravdépodobnostni funkce. Diskrétni ndhodna veli¢ina
nabyva nejvyse spocetné mnoha hodnot. Jeji distribuéni funkce mé scho-

dovity prubéh — viz graf v ptrikladu 7.4.

Simultanni pravdépodobnostni funkce 7(x1, x2) je zidealizovanym protéjskem

simultdnni ¢etnostni funkce z definice 2.7: V(xy, 1) € R? : p(xy,15) =
N((Xa=z1)N(Xo=22))

- . S rostoucim rozsahem vybérového souboru se hodnoty si-
multanni pravdépodobnostni funkce ustaluji kolem hodnot simultanni prav-
dépodobnostni funkce.

7.8. Véta
a)  Skaldrni piipad: Je-li 7(z) pravdépodobnostni funkce diskrétni ndhod- o
né veliciny X, pak plati:

B VreR:7m(x) >0 (nezdpornost),

B ) 7(x)=1 (normovanost),

T=—00
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B VreR: n(r)=P(X =u2x),

B YBCR: P(XeB)=)> n(x).
b) Vektorovy pripad: Je-li ?reél, x9) simultdnni pravdépodobnostni funkce
diskrétniho ndhodného vektoru (X, Xs), pak plati:

B V(r, 1) € R?: w(xy,25) >0 (nezdpornost),

o0 (o]
m > > 7w(x,x2) =1 (normovanost),
T1=—00 Ta=—00

u \V/(l‘l,l'g) c R? . ﬂ(l’l,l'g) = P(Xl =x1 N X9 = 1'2),
m VB Q RQ : P((Xl,XQ) S B) = Z W(l‘l,l'g),

(z1,72)€B
n Z 7T(SL’1,.I‘2> = 7T1($L’1), Z W(l’l,.rg) = 7T2(SL’2), pfléemi 7T1($L’1),
To=—00 Tr1=—00
mo(22) jsou margindlni pravdépodobnostni funkce ndhodnych veli¢in
Xy, Xo.

7.9. Priklad

Pravdépodobnost poruchy kazdé ze tii nezavisle pracujicich vyrobnich linek
je 0,5. Nahodna velicina X udava pocet vyrobnich linek, které maji poruchu.
Najdéte pravdépodobnostni funkci nahodné veliciny X.

Reseni:
Nahodna velicina X nabyva hodnot 0,1, 2, 3.
7(0) = P(X =0) =0,5° = 0,125,

(1) = P(X =1) =3-0,5° = 0,375,
m(2) = P(X =2)=3-0,5° = 0,375,
7(3) = P(X =3) =0,5° = 0,125,
m(x) =0 jinak

7.10. Priklad

Je dan systém slozeny ze dvou bloku. Pravdépodobnost, ze i-ty blok spravné
funguje, je v;, i = 1,2, a pravdépodobnost, ze spravné funguji oba bloky, je
v15. Necht ndhodn4 veli¢ina X; je ukazatel fungovani i-tého bloku, tj.

1, pokud -ty blok funguje,
0, pokud i-ty blok nefunguje,

X; = 1=1,2.

)

Najdéte simultanni pravdépodobnostni funkci 7(x, z9) ndhodného vektoru
(X1, X5) a obé margindlni pravdépodobnostni funkce (1) a mo(z3).
Reseni:

Hodnoty pravdépodobnostnich funkci zapiseme do kontingenéni tabulky.

T 1) mi(z1)
0 | 1
T1 0 1—1/1—1/2+I/12 Vo — V19 1—1/1
1 V1 — Vi V12 V1
7T2(l’2) 1-— 120) 120) 1
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=1—(n+wry—rva)=1—v1 — 1+ 119,

= V2 — V2,
= — Vi,
7T(1,1) :P(Xl :1/\X2 = 1) = V12,
m(xy,22) =0  jinak.
7.11. Definice
a) Skaldrni piipad: Nahodnd velicina X se nazyva spojitd, jestlize jeji
distribuéni funkci lze vyjadrit pomoci nezaporné funkce p(zx) v integralnim

tvaru :
xr

VeeR: &(x) = / o(t) dt.
Funkce ¢(x) se nazyva hustota pravdépodobnosti spojité ndhodné veliciny X.

b)  Vektorovy pripad: Nahodny vektor (X;, Xs) se nazyva spojity, jestlize
jeho simultanni distribuéni funkci je mozné vyjadrit pomoci nezaporné funkce
o(x1,x5) v integralnim tvaru:

\V/(l‘l,l‘g) € RQ . @(1‘1,1‘2) = / / (p(tl,tg) dtldtg

—00 —00

Funkce ¢(x1,z5) se nazyva simultanni hustota pravdépodobnosti spojitého
ndhodného vektoru (X, Xs).

Vysvétleni: Hustota pravdépodobnosti ¢(x) je zidealizovanym protéjskem
hustoty ¢etnosti f(z) zavedené v definici 2.14. S rostoucim rozsahem vybéro-
vého souboru a klesajici sitkou tiidicich intervalt se hodnoty hustoty cetnosti
ustaluji kolem hodnot hustoty pravdépodobnosti. Spojita ndhodna velicina
nabyva vSech hodnot z néjakého intervalu. Jeji distribucni funkce je vSude
spojita.

Simultanni hustota pravdépodobnosti je zidealizovanym protéjskem simul-
tanni hustoty cetnosti zavedené v definici 2.17. S rostoucim rozsahem vy-
bérového souboru a klesajici plochou dvourozmérnych ttridicich intervalu se
hodnoty simultanni hustoty pravdépodobnosti a ustaluji kolem hodnot si-
multanni hustoty cetnosti.

7.12. Véta
a) Skalarni pripad: Je-li ¢(z) hustota pravdépodobnosti spojité nahodné \M
veliciny X, pak plati:
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B VreR: ¢o(x) >0 (nezdpornost)
m [ p(z)dx =1 (normovanost)

mVieR: P(X=2)=0
mVYBCR: P(Xe€B)= [ p(z)dz

zeB
_ do()

B p(x) = =~ ve vsech bodech spojitosti funkce ()
b)  Vektorovy piipad: Je-li p(z1, x2) simultanni hustota pravdépodobnosti
spojitého ndhodného vektoru (X, X5), pak plati:

B V(r, 1) € R?: ¢(x1,79) > 0 (nezdpornost)

m [ [ o(x1,22)dridrs =1 (normovanost)

n ;?OI‘ITO{L‘Q) e R?: P((Xl = {E'l) N (X2 = 1'2)) =0
m BeR?: P((X1,Xs) € B)= [ [ o(x1,22) deidas

(z1,22)€B
u f p(x1,22) da2 = p1(z1), f p(21, T2) dzy = p2(22), piicemz pi(z1),
po(2) jsou marginalni hustoty pravdépodobnosti ndhodnych velicin

Xy, Xo.

7.13. Priklad

Na automatické lince se plni lahve mlékem. Kazda lahev ma obsahovat presné
1000 ml mléka, ale v dusledku pusobeni ndhodnych vlivii mnozstvi mléka
koliséd v intervalu (980 ml, 1020 ml). Kazdé mnozstvi mléka v tomto inter-
valu povazujeme za stejné mozné. Nahodna velicina X udava mnozstvi mléka
v néhodné vybrané lahvi. Najdéte jeji hustotu pravdépodobnosti ¢(x) a dis-
tribuéni funkci ®(x).

Reseni: ( )
|k prox e (980,1020),
olr) = { 0 jinak.
1020
Z normovanosti hustoty plyne: 1 = [ kdx = 40k, tedy k = ﬁ. Pro dis-
980
tribuéni funkei plati:
0 pro x < 980,
d(x)=1{ [ 5dt =252 pro 980 < z < 1020,
980
1 pro x > 1020.

7.14. Priklad
Spojity ndhodny vektor (X7, X3) ma simultdnni hustotu pravdépodobnosti

1
m2(1+23)(1 + 29)%

Sp(xb xQ) =



Najdéte obé marginalni distribu¢ni funkce ¢1(x1), @a(xs).

Resent:
- dry = dry =
o) = | e e | At

1 larcte 7] 1 (7? ( 7T>> 1
=——[arctgx =7 (- (—%))=—7—
2(1 + 22) 672l -c0 w2(1+ 23) \2 2 (1 + a3)

Analogicky dostavame
1

pa(z9) = m

V popisné statistice, konkrétné ve 2. kapitole, jsme se setkali s ¢etnostni
nezavislosti znaku v daném vybérovém souboru. V poétu pravdépodobnosti
ma tento pojem svou analogii ve stochastické nezavislosti ndhodnych velicin.
Spocitame nékolik piikladu, v nichz se vyskytuji stochasticky nezavislé velici-
ny, a ukazeme si, ze transformovanim se stochastickd nezavislost nahodnych
veli¢in neporusi.

7.15. Definice
a) Obecny piipad: Rekneme, ze ndhodné veliciny Xi,..., X, s margi- o
nalnimi distribuénimi funkcemi ®4(z4),...,®,(x,) a simultanni distribu¢ni
funkci ®(xq,...,x,) jsou stochasticky nezavislé, jestlize pro V(xy,...,x,) €
R™: ®(xq,...,2,) = Py(z9) -+ D, (z,).

b)  Diskrétni pifpad: Rekneme, ze diskrétni nahodné veliciny Xi,..., X,
s margindlnimi pravdépodobnostnimi funkcemi m(z1),...,m,(z,) a simul-
tanni pravdépodobnostni funkei m(xy,...,2,) jsou stochasticky nezavislé,
jestlize pro V(z1,...,x,) € R": w(xq,. .., x,) = m(a1) - - ().

c)  Spojity piipad: Rekneme, Ze spojité ndhodné veli¢iny X, ..., X, s mar-
gindlnimi hustotami pravdépodobnosti ¢1(x1), . .., @, (x,) a simultanni prav-
dépodobnostni funkel ¢(z1,...,z,) jsou stochasticky nezavislé, jestlize pro
V(zy, ..., xn) € R p(xq, ..., 2,) = @1(x1)- - --n(x,,) s piipadnou vyjimkou
na mnoziné bodu neovliviujicich integraci.

Rekneme, ze posloupnost {X,}52, je posloupnosti stochasticky nezdvislych
nahodnych veli¢in, jestlize pro vSechna pfirozena n jsou stochasticky neza-
vislé ndhodné veliciny Xy, ..., X,,.

Vysvétleni: Jsou-li ndhodné veliciny X1, ..., X, stochasticky nezavislé, pak
to znamend, ze informace o realizaci jedné nahodné veli¢iny nijak neovlivni
Sance, s nimiz ocekavame realizace ostatnich nahodnych veli¢in. Stochas-
ticka nezavislost nahodnych veli¢in je zidealizovanym protéjskem cetnostni
nezavislosti znaku v daném vybérovém souboru — viz definice 2.7 a 2.17.
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7.16. Priklad

Na vyrobcich mérime délku s piesnosti £0,5 mm a sitku s presnosti £0,2
mm. Nahodna velicina X; udava chybu pii méteni délky a ndhodnd velic¢ina
X5 udava chybu pii méteni sitky. Predpokldddme, ze simultdnni hustota
pravdépodobnosti ¢(x1, x5) je uvnitt mezi chyb konstantni, tj.

k pro —0,5 <z <0,5;-0,2 < 29 <0,2,
o, 22) = 0 jinak.

Urcete konstantu k, najdéte marginalni hustoty pravdépodobnosti (1),
a(xs), simultanni distribu¢ni funkci ®(z4,xs), obé marginalni distribuéni
funkce @1 (1), Po(x9), vypoditejte pravdépodobnost P((—0,1 < X; < 0,1) A
(—0,1 < X3 < 0,1)) a zjistéte, zda ndhodné veliciny X, X5 jsou stochasticky
nezavislé.
Resent:
7 normovanosti simultanni hustoty pravdépodobnosti plyne:
0,5 0,2
1= / kduvidzs = k[21)20 s[z0) 0, =k-1-04 = k=25
~0,5-0,2
Marginalni hustoty pravdépodobnosti pomoci véty 7.12 (b):
0,2
o1 (z1) = / 2,5dxy = 2,5[x2)" , = 1 pro — 0,5 < z; < 0,5,
—0,2

¢1(z1) = 0 jinak.
Podobné

0,5
wa(x2) = / 25dr, = 2,5[%1]%875 =25pro —0,2 <2y <0,2,
-0,

QOQ(SL’Q) =0 _]Hlak

Z definice 7.11 (vektorovy piipad) plyne:

CI)(‘Tla x2) = / / 2,5 dtldtg = 2,5[751]{10’5[752]{20’2 = 2,5(1’1 -+ 0,5)(1'2 + 0,2)

-0,5-0,2

pro —0,5 < z1 < 0,5,—0,2 < 25 < 0,2, ®(xy,29) = 0 pro x; < —0,5 nebo
oy < —02, ®(x1,29) = 1 pro z; > 0,5 a x5 > 0,2. Z definice 7.11 (skaldrni
piipad) dostaneme:

x1

(I)1<.I‘1> = / 1 dtl = [tl]mjoﬁ =2+ 0,5

-0,5



pro —0,5 < z1 < 0,5, ®;(x;) = 1 pro x; > 0,5, ¢1(x;) = 0 pro x; < —0,5.
Daéle ”
By (15) — / Lty = (1], = 25(r2 + 0.2)

—0,2

pro —0,2 < 25 < 0,2, $o(x2) = 1 pro x3 > 0,2, Po(x9) = 0 pro zo < —0,2.
Stochastickou nezavislost ndhodnych velicin X7, Xy ovéfime pomoci definice
715 (c): V(z1,m2) € R? 1 (1, 79) = @1(x1)p2(2), tedy ndhodné veliciny
X1, X5 jsou stochasticky nezavislé.

7.17. Piiklad

Diskrétni nahodny vektor (X7, X5) ma simultdnni pravdépodobnostni funkci
7(x1,22) danou hodnotami: 7(—1,2) = n(—1,3) = 7(0,3) = «(1,0) =
n(1,1) = 0, n(—1,0) = #(0,1) = =(1,2) = 2¢, n(—1,1) = =(0,0) =
7(0,2) = 7(1,3) = ¢. Urcete konstantu ¢, hodnotu simultdnni distribuéni
funkce ®(0,2), obé margindlni pravdépodobnostni funkce (1), mo(z2) a
hodnotu marginalni distribuéni funkce ®;(1). Zjistéte, zda ndhodné veliciny
X1, X5 jsou stochasticky nezavislé.

Resenti:

Hodnoty simultdnni pravdépodobnostni funkce 7(z1, x2) usporaddme do kon-
tingencni tabulky, kterou jesté doplnime o sloupec s hodnotami m(x;) a
fadek s hodnotami mo(z5). Tyto hodnoty ziskdme pomoci véty 7.8 (vekto-
rovy pripad).

o | 1 | 2 | 3 m(@1)
-1 2c c 0 0 3¢
T 0 c 2c c 0 4c
1 0 0 2c c 3¢
| ma(22) | 3 | 3¢ | 3¢ | c | 1 |

7 normovanosti pravdépodobnostni funkce diskrétniho nahodného vektoru
(viz véta 7.8, vektorovy piipad) dostavame 10c = 1, tedy ¢ = 0,1. Z definice
diskrétniho nahodného vektoru (definice 7.7, vektorovy piipad) plyne

®(0,2) =7(—1,0) + 7(=1,1) + 7(—1,2) + 7(—1,3) + =(0,0)+
+7(0,1) +7(0,2) =0,2+ 0,1+ 0+ 0,1+ 0,2+ 0,1 = 0,6.

Z definice diskrétni ndhodné veli¢iny (definice 7.7, skaldrni piipad) plyne
®y(1) = mi(=1) + m(0) + m(1) = 0,3+ 0,4 +0,3 = 1.

Pokud by nahodné veliciny X, X5 byly stochasticky nezavislé, musel by pro
vSechna V(z1, z2) € R? platit multiplikativni vztah: 7w(zy, zo) = m(21)m(22)
(viz definice 7.15 (b)). Avsak jiz pro 7 = —1, 9 = 0 dostdvame
m(—1,0) = 0,2, m(—1) = 0,3, m(0) = 0,3. Vidime tedy, ze multiplikativni
vztah splnén neni a ndhodné veliciny X7, X, nejsou stochasticky nezavislé.
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7.18. Véta

Jsou-li ndhodné veliciny Xi,..., X, stochasticky nezavislé, pak jsou sto-
chasticky nezavislé také transformované nahodné veliciny Y; = ¢1(X), ...,
Y, = gn(X,).

Shrnuti kapitoly

Nahodna velicina se zavadi jako zobrazeni, které kazdému vysledku ndhod-
ného pokusu piitazuje ¢islo (pak se jedna o skaldrni ndhodnou veli¢inu)
nebo vice ¢isel (v tomto piipadé jde o ndhodny vektor). Nahodnou veli¢inu
lze pomoci libovolné funkce transformovat a ziskat tak transformovanou
nahodnou velicinu. Pravdépodobnostni chovani nahodné veli¢iny popisuje
distribucni funkce, jejiz zavedeni je motivovano empirickou distribucni
funkci zndmou z popisné statistiky. Vlastnosti téchto dvou funkei jsou ana-
logické.

Prakticky vyznam maji dva specidlni druhy nahodnych velicin. Diskrétni
nahodna velic¢ina muze nabyvat pouze spocetné mnoha hodnot a jeji prav-
dépodobnostni chovani je popsano pravdépodobnostni funkci, coz je , zi-
dealizovany“ proteéjsek cetnostni funkce. Diskrétni nahodny vektor je
tvoten diskrétnimi nahodnymi veli¢cinami. Zabyvali jsme se ndhodnymi vek-
tory se dvéma slozkami. V souvislosti s diskrétnim nahodnym vektorem
zavadime simultanni pravdépodobnostni funkci. Marginalni pravde-
podobnostni funkce se vztahuji k jednotlivym slozkam nahodného vektoru.

Spojita ndhodna veli¢ina nabyvé vsech hodnot z néjakého intervalu. Jeji
pravdépodobnostni chovani je popsdano hustotou pravdépodobnosti, coz
je ,zidealizovany “ protéjsek hustoty c¢etnosti. Spojity ndhodny vektor je
tvoren spojitymi ndhodnymi velicinami. Jeho pravdépodobnostni chovani je
popsano simultanni hustotou pravdépodobnosti. Marginalni hustoty
pravdépodobnosti se vztahuji k jednotlivym slozkdm nahodného vektoru.

Pomoci multiplikativniho vztahu, v némz vystupuji simultdnni a marginalni
distribuéni funkce (resp. pravdépodobnostni funkce v diskrétnim piipadé
resp. hustoty pravdépodobnosti ve spojitém piipadé), zavedeme pojem sto-
chastické nezavislosti nahodnych velicin.

Kontrolni ot azky a ukoly

1 Uved'te piiklad ndhodné veliciny a ndhodného vektoru z ekonomické
praxe.
2 Najdéte distribucni funkci nahodné veli¢iny, ktera udava pocet licu pti
hodu tfemi mince-mi a nakreslete jeji graf.
3 Rozhodnéte, které z uvedenych nahodnych veli¢in jsou diskrétni a které
jsou spojité:
a) pocet ¢lenu domécnosti
b) vék ¢lovéka v letech
) ndhodné vybrané redlné ¢islo
) pocet zakazniku ve fronté

c
d
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e) cena vyrobku

f) pocet zmetku z celkové denni produkce

g) délka urcitého predmétu

h) Zzivotnost televizoru v letech
Které funkcionalni charakteristiky popisuji pravdépodobnostni chovani
diskrétni nahodné veli¢iny a které diskrétnitho ndhodného vektoru?
Které funkcionélni charakteristiky popisuji pravdépodobnostni chovani
spojité nahodné veliciny a které spojitého nahodného vektoru?
Je-li X diskrétni ndhodna velicina s pravdépodobnostni funkei 7(x),
muze byt w(z) > 17
Je-li X spojitd ndhodna veli¢ina s hustotou pravdépodobnosti ¢(x),
muze byt ¢(x) > 17
Nahodn4 veli¢ina udava prumérny pocet ok pri hodu dvéma kostkami.
Nakreslete graf jeji pravdépodobnostni funkce.

Diskrétni ndhodny vektor (X, X5) ma simultanni pravdépodobnostni
funkei 7(xq, x2) danou hodnotami:

7(0,0) = 7(0,2) = w(1,1) = m(2,0) = 7(2,2) =0,
7(0,1) = 7(1,2) = 7(2, 1) = 0,25,

Jsou ndhodné veliciny X7, X, stochasticky nezavislé?

Necht spojity vektor (X1, X5) md simultdnn{ hustotu pravdépodobnosti

2422x5(1 — x r00<z <1,0< 29 <1,

Dokazte, ze ndhodné veliciny Xy, X5 jsou stochasticky nezavislé.
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Cil kapitoly
Po prostudovani této kapitoly budete umét:

B rozliSovat dulezité typy diskrétnich a spojitych rozlozeni

B vyuzivat vlastnosti téchto rozlozeni pti vypoctu pravdépodobnosti ruz-
nych jevu

B hledat v tabulkach hodnot distribu¢ni funkce standardizovaného nor-
malniho rozlozeni

Casov a zatez
Na prostudovani této kapitoly budete potfebovat asi 5 hodin studia.

Nyni se seznamime s piehledem dulezitych pravdépodobnostnich funkci a
hustot pravdépodobnosti. Uvedeme nejenom analytické vyjadieni téchto
funkeci, ale téz grafy. Vysvétlime rovnéz, v jakych situacich se lze s uvedenymi
rozlozenimi pravdépodobnosti setkat. Zvlastnim pozornost budeme vénovat
normalnimu rozlozeni, které hraje velkou roli v celé fadé praktickych aplikaci
poctu pravdépodobnosti a, jak uvidime pozdéji, i v matematické statistice.

8.1. Oznaceni

Zname-li distribuéni funkci ®(z) ndhodné veliciny X (resp. pravdépodobnost-
ni funkci 7(z) v diskrétnim piipadé resp. hustotu pravdépodobnosti ¢(x)
ve spojitém piipadé), pak tekneme, Ze zndme rozlozeni pravdépodobnosti
(zkrdcené rozlozeni) nahodné veliciny X. Toto rozlozeni zdvisi na néjakém
parametru v, coz nejcastéji byva realné ¢islo nebo redlny vektor. Zapis X ~
L(v) ¢teme: ndhodnd velicina X ma rozlozeni L s parametrem v.

8.2. Definice
Nejprve se seznamime s vybranymi rozlozenimi diskrétnich nahodnych veli-
cin.
a) Degenerované rozlozeni: X ~ Dg(p)
Tato ndhodna veli¢ina nabyva pouze konstantni hodnotu pu.

7T(33)2{1 pro x = p,

0 jinak.
2
1 — °
0
-1 | | |
0 0.5 1 1.5 2

Pravdépodobnostni funkce Dg(1).



b) Alternativni rozlozeni: X ~ A(v)
Nahodné velicina X udava pocet tspéchu v jednom pokusu, pricemz
pravdépodobnost tspéchu je v.

1—v prox =0,

m(z) =< v pro z =1,
0 jinak.
1
[ ]
0.5 —
[ ]
0
—0.5 I
-1 0 1 2

Pravdépodobnostni funkce A(0,75).
¢) Binomické rozloZeni: X ~ Bi(n,v)
Nahodn4 veli¢ina X uddva pocet uspéchu v posloupnosti n nezavislych
opakovanych pokusu, pricemz pravdépodobnost uspéchu je v kazdém

pokusu v.
B (Z)V’”(l—y)”*x proxz=0,1,...,n
m(z) = { 0 jinak.
0.6
0.4 —
[ ] [}
0.2
[} [ )
0 ® [ ]
—0.2 T T T ]

-1 0 1 2 3 4 5 6

Pravdépodobnostni funkce Bi(5;0,5).

(Odvozeni — viz pi. 6.3 (b).) Alternativni rozlozeni je specidlnim piipa-
dem binomického rozlozeni pro n = 1. Jsou-li Xy, ..., X, stochasticky
nezavislé ndhodné veliciny, X; ~ A(v), i = 1,...,n, pak

X = iXi ~ Bi(n,v).

i=1
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d) Geometrické rozlozeni: X ~ Ge(v)
Néhodna velicina X udava pocet neuspéchu v posloupnosti opako-
vanych nezavislych pokusu ptredchazejicich prvnimu tuspéchu, piicemz
pravdépodobnost uspéchu je v kazdém pokusu v.

f I=v)*v prox=0,1,...
m(@) = { 0 jinak.
0.3
®
0.2 .
[ ]
0.1 — ¢ o
® [}
0 ML
—0.1 | | | | |
-1 1 3 5 7 9 11

Pravdépodobnostni funkce Ge(0,25).
(Odvozeni — viz pf. 6.3 (a).)

e) Hypergeometrické rozlozeni: X ~ Hg(N, M,n)
V souboru N prvku je M prvku oznaceno. Nahodné vybereme n prvku
bez vraceni. Nahodna velicina X udava pocet vybranych oznacenych

prvku.

(A/I)(N—]\/I)
W(x) = % pro x:maX{O,M—N«I»n}’.”min{M’n}’
0 ) jinak.

0.5
0.4
0.3
0.2
0.1 . .

0 °

—0.1 I .
1 0 1 2 3 4 5 6

Pravdépodobnostni funkce Hg(10,7,5).

f) Rovnomérné diskrétni rozlozeni: X ~ Rd(G)
Necht G je konecnd mnozina o n prvcich. Ndhodnd velicina X nabyva
se stejnou pravdépodobnosti kazdé hodnoty z mnoziny G.

1
_ | - prozed,
m(z) = { 0 jinak.

88



(Typickym prikladem je ndhodné velic¢ina udavajici pocet ok pti hodu
kostkou.)

0.18

0.14 —

0] e e e e e e e e o o

0.06 —

0.02 —

—0.02 | | | | |
0 2 4 6 8 10

Pravdépodobnostni funkce Rd({1,2,...,10}).

g) Poissonovo rozlozeni: X ~ Po(\)
Néhodna velicina X udava pocet udélosti, které nastanou v jednot-
kovém casovém intervalu, pricemz udalosti nastavaji nahodné, jednot-
livé a vzdjemné nezavisle. Parametr A > 0 je stfedni pocet téchto
udalosti.
(z) = { %e"\ prox =0,1,...,

0 jinak.

0.22

0.18 — o o
0.14 — o °

0.06 — ®
0.02 — °

AL e B B B R R E—

Pravdépodobnostni funkce Po(5).

8.3. Priklad

V rodiné je 10 déti. Za predpokladu, ze chlapci i divky se rodi s pravdépo-
dobnosti 0,5 a pohlavi se formuje nezavisle na sobé, urcete pravdépodobnost,
ze v této rodiné jsou nejméné 3 a nejvyse 8 chlapcu.

Resent:
X — pocet chlapctu v této rodiné, X ~ Bi(10;0,5),

8 T 10—z
10 1 1 957

r=3
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8.4. Priklad
Jaka je pravdépodobnost, ze pti hie ,,Clovéce, nezlob se!“ nasadime nej-
pozdéji pti tfetim hodu?

Resent:
X — pocet neuspéchu pred prvni Sestkou, X ~ Ge(%),

2 T
1 1
P(x<2)=) (1 - 6) o= 04213,

8.5. Priklad

Pti provozu baliciho automatu vznikaji béhem smény nahodné poruchy, které
se tid{ rozlozenim Po(2). Jakd je pravdépodobnost, ze béhem smény dojde
aspon k jedné poruse?

Reseni:
X — pocet poruch béhem smény, X ~ Po(2),

0

2
P(Xz1):1—P(X<1):1-P(X:0):1—ae*2:0,8647.

8.6. Definice
\M Nyni uvedeme vybrané typy spojitych rozlozeni.
a) Rovnomérné spojité rozlozeni: X ~ Rs(a,b)
Néhodnéa velicina X nabyva se stejnou pravdépodobnosti kazdé hod-
noty z intervalu (a, b).

o(z) = { = Pro z & (a,b),
jinak.
0.4
0.3 —
0.2 —
0.1 —
0
—0.1 | | |
—2 -1 0 1 2 3

Hustota Rs(—1,2).
b) Ezponencidlni rozlozeni: X ~ FEx(\)
Néhodna velicina X udava dobu cekani na pfichod néjaké udalosti,
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ktera se muze dostavit kazdym okamzikem se stejnou Sanci bez ohledu
na dosud procekanou dobu. Ptitom i vyjadiuje stiedni dobu ¢ekani.

Ae ™ pro x > 0,
plr) = { 0 jinak.

2.2
1.8 —
1.4 —

0.6
02—
—0.2 T T T T T

Hustota Ex(2).
¢) Normdlni rozlozeni: X ~ N(u,oc?)
velké mnozstvi nezavislych nahodnych vlivii mirné kolisajicich kolem
0. Proménlivost téchto vlivu je vyjadrena konstantou o > 0.

1 (w=p)*
pr) = ——=c 77
o\ 2w
Pro = 0, 0 = 1 se jednd o standardizované normalni rozlozeni,
piseme U ~ N(0,1). Hustota pravdépodobnosti ma v tomto piipadé
tvar
1 u?

2 .

p(u) = \/—2—7T€

Distribucni funkce standardizovaného normaélniho rozlozeni

r 1 2
q)(u):/\/%e2dt

je tabelovana pro uw > 0, pro u < 0 se pouziva prepoctovy vzorec
O(—u) =1 — O(u). M&-li X ~ N(p,0?), pak U = 22 ~ N(0,1).

0.5 1

0.4 — 0.8
0.3 — 0.6 —
0.2 0.4
0.1 0.2

0 N 1 0 N 1
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
Hustota N(0,1) Distribuéni funkce N(0, 1)
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0.6 1

0.5 0.8

0.4 06—

0.3

0.2 047

0.1— J 0.2

0 | T 0 | T 1

2 -1 0 1 2 3 4 -2 -1 0 1 2 3 4
Hustota N(1;0,5) Distribucni funkce N(1;0,5)

(Normaélni rozlozeni hraje ustiedni roli v po¢tu pravdépodobnosti i ma-
tematické statistice. Jeho vyznam spoc¢iva jednak v tom, ze normalnim
rozlozenim se Tidi pravdépodobnostni chovani mnoha nahodnych veli¢in
a jednak v tom, Ze za urcitych podminek konverguje k normalnimu
rozlozeni soucet nezavislych nahodnych veli¢in s tymz rozlozenim.)
Dvourozmeérné normalni rozloZent:

X0\ o (((m o7 po1oy
X5 2 o) T\ poiosy Ug

Nahodny vektor Xl vznikd ve dvourozmeérnych situacich podobné
2
jako skalarni nahodn4 veli¢ina v bodé (e).
1 _aley.ap)
p(r1,02) = ———=—=€"" >,

o109\ 1 — p?

kde

1 Ty — 2 Ty — U1 To — Ty — 2
q($1,$2)= g [( 1 Ml) — 2 17— M1 T2 — M2 +( 2 Mz) ]
1—p o o 09 09
Pro u; =0, s = 0, 07 = 1, 02 = 1, p = 0 se jednd o standardizované
dvourozmérné normalni rozlozeni.

Vrstevnice a graf hustoty standardizovaného dvourozmérného normal-
niho rozlozeni:

l‘\

i
I
JTA
iy
%llﬂ%‘“‘ﬁ‘\\\ '
N




Vrstevnice a graf hustoty dvourozmérného normalniho rozlozeni s pa-
rametry pu; =0, o =0, 02 =1, 02 =1, p=—0,75

4
A\
0,\‘\\ %
I\
“\\ —0
It
i |
I I I —4

Nasledujici tti rozlozeni — Pearsonovo, Studentovo a Fisherovo-Snedeco-
rovo — jsou odvozena ze standardizovaného normalniho rozlozeni. Maji
velky vyznam predevsim v matematické statistice pii konstrukei inter-
valt spolehlivosti a testovani hypotéz. Vyjadreni hustot téchto rozlozeni
neuvadime, je piilis slozité — viz napt. [3].)

e) Pearsonovo rozloZeni chi-kvadrdt s n stupni volnosti: X ~ x*(n)

Necht Xi,...,X, jsou stochasticky nezavislé ndhodné veliciny, X; ~
N(0,1),i =1,...,n. Pak ndhodna velicina X = X7+ --+ X2 ~ x*(n).

0.25

0.2 —

0.15 —

0.1 —

0.05 —

Hustota x?(3).

f) Studentovo rozlozeni s n stupni volnosti: X ~ t(n)
Necht X, X, jsou stochasticky nezavislé ndhodné veli¢iny a necht déle
X1 ~ N(0,1), Xy ~ x*(n). Pak ndhodn4 veli¢ina

93



8. Vybran a rozlozeni diskr étnich a spojitych n ahodnych veli ¢in

94

0.6

0.4 —

0.2 —

—0.2 | | | |

Hustota ¢(3).

g) Fisherovo-Snedecorovo rozlozeni s ny a no stupni volnosti:
X ~ F(nl, nz)
Necht Xi,..., X, jsou stochasticky nezdvislé ndhodné veliciny, X; ~
x%(n;), i = 1,2. Pak ndhodn4 velicina

X,
X = % ~ F(ny,ns).
n2
0.8
0.6
0.4—
0.2—
0
—0.2 | l l | l

Hustota F(5, 8).

8.7. Priklad

Na automatické lince se plni ldhve mlékem. Pusobenim ndhodnych vliva
mnozstvi mléka kolisd v intervalu (980 ml, 1020 ml). Kazdé mnozstvi mléka
v tomto intervalu povazujeme za stejné mozné. Jaka je pravdépodobnost, ze
v ndhodné vybrané 1lahvi bude aspon 1000 ml mléka?

Resen:
X — mnozstvi mléka v ndhodné vybrané 1ldhvi, X ~ Rs(980,1020),

1
[ 4 proz € (980,1020),
p(z) { i

jinak.
1020
1 1
P(X >1000) = / 0= 4—0[:5]}838 =0,5.
1000



8.8. Priklad

Doba (v minutdch) potiebna k obslouzeni zékaznika v prodejné potravin je
nahodnd veli¢ina, kterd se iidi rozlozenim Ex(%) Jaka je pravdépodobnost,
ze doba pottebnd k obslouzeni nahodné vybraného zakaznika v této prodejné
bude v rozmezi od 3 do 6 minut?

Resent:
X — doba potiebna k obslouzeni ndhodné vybraného zakaznika, X ~ Ex(%),

e”5 prox >0,

pla) = { 0 jinak.

e dr = 2(=3) [e75], = —e 2+ ¢ = 0,233,

8.9. Priklad

Vysledky u piijimacich zkousek na jistou VS jsou normélné rozlozeny s pa-
rametry u = 550 bodu, o = 100 bodu. S jakou pravdépodobnosti bude mit
nahodné vybrany uchaze¢ aspon 600 bodu?

Resent:
X — vysledek ndhodné vybraného uchazece, X ~ N (550, 100?),

P(X > 600) = 1 — P(X < 600) + P(X = 600) = 1 — P(X < 600) =

X — _ _
:1_P( ,u§600 “):1_p(U§M):
g

o 100
—1-—®(0,5) =1 —0,69146 = 0,31.

8.10. Priklad
Necht X, X5, X3, X4 jsou stochasticky nezdvislé nahodné veliciny, X; ~
N(0,1), 7 =1,2,3,4. Jaké rozlozeni mé transformovand ndhodna veli¢ina

X,
VX2 X2+ X2

Resent:
X ~t(3), protoze X; ~ N(0,1) a X3+ X7+ X7 ~ x*(3).

Shrnuti kapitoly

Degenerované rozlozeni popisuje pravdépodobnostni chovani konstanty,
coz je nepochybné patologicky piipad. Zajimavéjsi je alternativni, geo-
metrické a zvlasté binomické rozlozeni. Vsechna tato rozlozeni souviseji
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s poc¢ty uspéchu ¢ neudspéchu v posloupnosti opakovanych nezavislych po-
kusu. Hypergeometrické rozlozeni se vyskytuje v situacich, kdy prova-
dime vybér bez vraceni ze souboru, ktery obsahuje oznacené prvky. Rov-
nomérné rozlozeni na dané mnoziné je charakteristické tim, ze nahodnd
veli¢ina, ktera se jim tidi, nabyva kazdé hodnoty z této mnoziny se stejnou
pravdépodobnosti. Podle Poissonova rozlozeni se chova naptf. nahodné
veli¢ina udavajici pocet udalosti, které nastanou v jednotkovém case.

Za spojitych rozlozeni je nejjednodussi rovnomeérné spojité rozlozeni.
Jeho hustota je na daném intervalu konstantni a jinde nulova. Nahodné
velicina s exponencialnim rozlozenim udava dobu ¢ekani na prichod néja-

VVVVVV

s

lisajicich kolem nuly. Tim se z konstanty stane nahodna velicina. Grafem
normalni hustoty pravdépodobnosti je znamé Gaussova ktivka. Pomoci stan-
dardizovaného rozlozeni lze zavést dalsi tii typy specialnich rozlozeni, a to
Pearsonovo, Studentovo a Fisherovo-Snedecorovo. Nachézeji uplatnéni
predevsim v matematické statistice.

Kontrolni ot azky a ukoly

1 (S) Pomoci systému STATISTICA nakreslete grafy hustot a distribuc-
nich funkci uvedenych spojitych rozlozeni. Sledujte vliv parametru na
tvar hustot a distribu¢nich funkci. Navod: viz priloha B.

2 (S) Pojistovna zjistila, ze 12% pojistnych udélosti je zpusobeno vlou-
panim. Jaka je pravdépodobnost, ze mezi 30 ndhodné vybranymi po-
jistnymi udalostmi bude zpusobeno vloupanim nejvyse 67

3 Doba (v hodinéch), ktera uplyne mezi dvéma naléhavymi pi{jmy v jisté
nemocnici, se idi rozlozenim FEx(0,5). Jakd je pravdépodobnost, ze
uplyne vice nez 5 hodin bez naléhavého ptijmu?

4 Jaka je pravdépodobnost, ze ndhodné velicina X ~ N(20,16) nabude
hodnotu mensi nez 12 nebo vétsi nez 287

5 Necht X ~ Rs(a,b), piicemz

0 prox < a

d(x) =< H2X proa<az<b

1 prox > b

Urcete a, b.

6 Necht X, X, jsou stochasticky nezavislé ndhodné veliciny takové, ze
X; ~ N(0,1), i = 1,2. Jaké rozlozeni ma transformovand ndhodna
veli¢ina )

X =iy
X3
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Cil kapitoly

Po prostudovani této kapitoly budete umét:

B spocitat kvantily spojitych nahodnych veli¢in

B hledat kvantily nékterych spojitych nahodnych veli¢in ve statistickych
tabulkach

B urcit stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny

spocitat kovarianci a koeficient korelace dvou nahodnych veli¢in

B vyuzivat vlastnosti ¢iselnych charakteristik nahodnych velic¢in pti kon-
krétnich vypoctech

Casov a zaté?

Na prostudovéni této kapitoly budete potiebovat asi 10 hodin studia.

9.1. Motivace

V 7. kapitole jsme se seznamili s funkcionalnimi charakteristikami nahodnych
veli¢in (napf. distribuéni funkce, pravdépodobnostni funkce, hustota pravde-
podobnosti), které plné popisuji pravdépodobnostni chovani ndhodné velici-
ny. Ciselné charakteristiky vystihuji pouze nékteré rysy tohoto chovéni, napf.
popisuji polohu realizaci nahodné veli¢iny na ¢iselné ose ¢i jejich promeénlivost
(variabilitu). Jsou jednodussi nez ¢iselné charakteristiky, ale nesou jen ¢és-
tecnou informaci.

9.2. Definice

Necht X je spojitd ndhodnd velicina aspon ordindlniho charakteru (viz de-
finici 3.2) s distribucn{ funkei ®(z) a necht o € (0,1). Cislo K, (X), které
splnuje podminku

se nazyva a-kvantil ndhodné veliciny X. Kvantil Ky 50(X) se nazyva median,
Ko25(X) dolni kvartil, Kg75(X) horni kvartil, Kq10(X), ..., Kog(X) jsou
decily, Koo1(X),..., Kog(X) jsou percentily. Kterykoliv a-kvantil je cha-
rakteristikou polohy ¢iselnych realizaci ndhodné veli¢iny na ¢iselné ose. Jako
charakteristika variability slouzi kvartilova odchylka ¢ = Ko 75(X ) — K 25(X).

(Lze samoziejmé definovat i kvantily diskrétnich ndhodnych velic¢in, ale zde
se zabyvame jenom kvantily spojitych nahodnych velicin, které se v praxi
nejcastéji pouzivaji.)



Vyznam a-kvantilu spojité ndhodné velic¢iny ilustruje nésledujici obréazek.

J

9.3. Oznaceni
X ~N(0,1) = KuX) =ua, X ~x3(n) = K,(X)=x%(n),
X ~t(n) = K (X)=tu(n), X ~ F(ny,ny) = K.(X)=F,(ny,ng).

Tyto kvantily najdeme ve statistickych tabulkach. Pouzivame vztahy:

Uq = —Ul—q,
to(n) = —t1_o(n),

1
Fa(nb n2> -

Fya(nz,m).

9.4. Priklad

a) Necht U ~ N(0,1). Najdéte medidn a horn{ a doln{ kvartil.
b) Urcete X g25(25).
c) Urcete t0.99(30) a tp05(24).
d) Urcete F0’975(5, 20) a F0705(2, 10)
Resent:
ad a) Up,50 = 0, Up,25 = —0,67449, Uo,75 = 0,67449
ad b)  x2055(25) = 13,12
ad C) t0799(30) = 2,4573, t0705(24) = —1,7109
ad d) F0’975(5, 20) = 3,2891, F0705(2, 10) = 0,05156

9.5. Véta
Necht X je spojitd ndhodnd velicina, ¥ = ¢(X) transformovand ndhodnd
veli¢ina, o € (0,1).

a) Je-li g vude rostouci funkce, pak K,(Y) = g(K(X)).

b) Je-li g vdude klesajici funkce, pak K,(Y) = g(Ki_o(X)).

9.6. Priklad

Necht U ~ N(0,1). Najdéte devaty decil transformované ndhodné veli¢iny
Y =3+2U.

Reseni:

Funkce y = 3 + 2u je vSude rostouci funkce, tedy Kooo(Y) = 3 4+ 2ug g0 =
3+2-1,28155 = 5,5631.
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Nyni budeme vénovat pozornost ¢iselnym charakteristikim polohy a variabi-
lity ndhodné veli¢iny intervalového ¢i pomérového charakteru. Jak uvidime,
teoretickym protéjskem aritmetického prumeéru m je stfedni hodnota E(X) a
empirického rozptylu s? teoreticky rozptyl D(X). Empiricky rozptyl s? jsme
zavedli jako aritmeticky prumeér kvadratu centrovanych hodnot. Neni tedy
prekvapivé, ze teoreticky rozptyl D(X) je sttedni hodnotou kvadratu cent-
rovanych hodnot. Nauc¢ime se poé¢itat sttedni hodnotu a rozptyl transformo-
vanych nahodnych veli¢in a ndhodnych vektoru. Uvedeme sttedni hodnoty a
rozptyly vybranych typu diskrétnich a spojitych rozlozeni, ktera jsme poznali
v 8. kapitole.

9.7. Definice

Necht X je ndhodn4 veli¢ina aspon intervalového charakteru (viz definici 3.2).
Jeji stredni hodnotou nazyvame ¢islo E(X), které je v diskrétnim piipadé
zavedeno vztahem

E(X)= Y an(x)
a ve spojitém pripadé vztahem
E(X)= / xo(z)dz

za predpokladu, ze ptipadna nekonecnd suma ¢i integral vpravo absolutné
konverguje. Neni-li tato podminka splnéna, pak fekneme, ze stfedni hodnota
neexistuje. Transformovand ndhodnd veli¢ina X — E(X) se nazyva centrovand
nahodna veli¢ina.

(Stiedni hodnota je ¢islo, které charakterizuje polohu realizaci ndhodné veli-
¢iny na ¢iselné ose s prihlédnutim k jejich pravdépodobnostem. V diskrétnim

popséno hustotou pravdépodobnosti ¢(x). Sttedni hodnota je teoretickym
protéjskem vazeného aritmetického pruméru z definice 3.20.)

9.8. Priklad
Nahodn4 velicina X udava pocet ok pii hodu kostkou. Vypoctéte jeji stredni
hodnotu.

Resenti:

prox=1,2,...,6

=
&
Il
—N
O ol

jinak,
0 1 7
E(X) =) am(x) = sl 4243 4+44546) =5 =35

r=1



9.9. Véta
a) Skalarni ptipad:
e Necht X je diskrétni ndhodn4 veli¢ina s pravdépodobnostni funkef
m(x) aY = g(X) je transformovand nahodnd velicina. Pak

(e 9]

E(Y)= Y gl@)r(z),

r=—0Q0

pokud suma vpravo absolutné konverguje.
e Necht X je spojitd ndhodn4 veli¢ina s hustotou pravdépodobnosti
o(z) aY = g(X) je transformovand nahodnd veli¢ina. Pak

—00

pokud integral vpravo absolutné konverguje.
b) Vektorovy piipad:
e Necht (X, X5) je diskrétni ndhodny vektor se simultdnni pravde-
podobnostni funkei 7(z1,22) a Y = g(Xi, Xs) je transformovand
nahodna velic¢ina. Pak

E(Y) = Z Z g(w1, x2) (21, T2),

pokud suma vpravo absolutné konverguje.

e Necht (X7, X3) je spojity ndhodny vektor se simultdnni hustotou
pravdépodobnosti p(x1,25) a Y = ¢g(Xi, Xy) je transformovand
nahodna velicina. Pak

E(Y)= 7 7g(x1,x2)g0(x1,x2) dxidxs,

—00 —O0

pokud integral vpravo absolutné konverguje.

9.10. Priklad
Necht X ~ Ex()), Y = e 7% kde v > 0 je konstanta. Vypoctéte E(Y).

Reseni:
o0

. e pro r > 0, B ey B \
ew={0" B = [ = 2
0

9.11. Definice
Rozptylem ndhodné veliciny X, kterd ma stfedni hodnotu F(X), rozumime
¢islo D(X) = E([X — E(X))?), pokud stredni hodnota vpravo existuje. Cislo
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D(X) se nazyva smérodatnd odchylka. Transformovand ndhodna velic¢ina
X—E(X)
D(X)

se nazyva standardizovand ndhodnd velicina.

Z véty 9.9 (a) plyne, ze v diskrétnim piipadé je rozptyl dén vzorcem

D(X)= Y [r— E(X)r(x)
a ve spojitém piipadé vzorcem
D)= [l BXOPela) ds

(pokud suma ¢i integral vpravo absolutné konverguji).

(Rozptyl je éislo, které charakterizuje promeénlivost realizaci nahodné velic¢iny
kolem jeji stfedni hodnoty s pfihlédnutim k jejich pravdépodobnostem. Je
teoretickym protéjskem vazeného rozptylu zavedeného v definici 3.20.)

9.12. Priklad
Nahodné velicina X udéva pocet ok pii hodu kostkou. Vypoctéte jeji rozptyl.

Reseni

L prox=1,2,...,6,

a@)=148 7P E(X)=35 (viz pi. 9.8),
0 jinak,
1 35
—35) == =—==292
2 (e =355 2"
9.13. Véta
\M Uvedme stiedni hodnoty a rozptyly vybranych typu diskrétnich a spojitych

rozlozeni.

2) X ~ Dy(u) = B(X) = i, D(X) =0,
Alv) = E(X)=v, D(X)=v(1 —v),

b) X

¢) X ~ Bi(n,v) = E(X)=nv, D(X)=nv(l —v),

d) X ~Ge(v) = B(X) =12 D(X) =1y

e) X ~ Hg(N,M,n) = BE(X)=§n, D(X)="¥(1 -5,
f) X ~ Rd(G) = E(X) =151, D(X) = ",

g) X ~Po(\) = E(X)=\ D(X) =\,

h) X ~ Rs(a,b) = B(X) =4t D(x)= =0

) X~ Ez()\) = B(X) =1, D(X) = &,
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X) D(X) = o2,
=n, D( ) =2n,

~ 1 n) = E(X) = Opron > 2, pron = 1 E(X) neexistuje,
pron > 3, pron = 1,2 D(X) neexistuje,

m) X ~ F(ny,ne) = E(X) = > 3, prony = 1,2 E(X)

neexistuje, D(X) = % pro ng > 5, prong =1,2,3,4 D(X)
neexistuje.

Vénujme se nyni dvéma ndhodnym veli¢cindm. Budou nas zajimat charakte-
ristiky jejich spolecné variability a sily tésnosti linearniho vztahu mezi nimi.

Jako motivace pro zavedeni téchto charakteristik ndm poslouzi empirickd ko-
variance s1o a empiricky koeficient korelace ris5. Empirickd kovariance sqo
byla definovana jako aritmeticky prumér soucinu centrovanych hodnot a
empiricky koeficient korelace 715 jako aritmeticky prumeér soucinu standar-
dizovanych hodnot. Lze tedy ocekavat, ze teoreticka kovariance C'(X7y, X5)
bude stfedni hodnotou souc¢inu centrovanych hodnot a teoreticky rozptyl
R(X71, X5) bude stfedni hodnotou souc¢inu standardizovanych veli¢in.

Podrobné se seznamime s fadou vlastnosti vSech vyse uvedenych ¢iselnych
charakteristik a vyuzijeme jich pti feseni nékolika piikladi.

Pokud nezname rozlozeni pravdépodobnosti nahodné veliciny, ale jenom jeji
stiedni hodnotu a rozptyl, pak muzeme pomoci tzv. Cebysevovy nerovnosti
aspon odhadnout pravdépodobnost, ze tato nahodna veli¢ina se od své stied-
ni hodnoty odchyli o vice nez t-nasobek své smérodatné odchylky.

V zavéru kapitoly se soustiedime na vlastnosti stiedni hodnoty a rozptylu
nahodné veli¢iny s normalnim rozlozenim.

9.14. Definice
Kovarianci ndhodnych velicin X7, X5, které maji stfedni hodnoty E(X;),
E(X5), rozumime ¢islo

C(X1, Xo) = E([X1 — E(X1)][X>2 — E(Xy)])

(pokud stfedni hodnoty vpravo existuji). Z véty 9.9 (b) plyne, ze v diskrétnim
piipadé je kovariance dédna vzorcem

C(Xy,Xs) = Z Z vy — E(Xy)|[vy — E(X)|m (21, 72)

a ve spojitém piipadé vzorcem

(X, Xo) = / /[xl — E(X))|[z2 — E(X2)]p(x1, x2) dridas

—00 —00

(pokud dvojna suma ¢i dvojny integral vpravo absolutné konverguji).
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(Kovariance je ¢islo, které charakterizuje proménlivost realizaci ndhodnych
velicin X7, X kolem jejich stfednich hodnot s ptihlédnutim k jejich prav-
dépodobnostem. Je-li kovariance kladna (zapornd), pak to sveédéi o existenci
jistého stupné piimé (nepiimé) linedrni zavislosti mezi realizacemi ndhodnych
velicin X1, X5. Je-li kovariance nulovd, pak fikdme, ze nahodné veliciny X7,
X5 jsou nekorelované a znamend to, ze mezi jejich realizacemi neni zadny
linedrni vztah. Pozor — z nekorelovanosti nevyplyva stochasticka nezavislost,
zatimco ze stochastické nezavislosti plyne nekorelovanost. Kovariance je te-
oretickym protéjskem vézené kovariance z definice 3.20.)

9.15. Piiklad

Diskrétni ndhodny vektor (X7, X5) ma simultdnni pravdépodobnostni funkci
s hodnotami: 7(0,—1) = ¢, 7(0,0) = 7(0,1) = n(1,-1) = 7(2,—1) = 0,
7(1,0) = 7(0,1) = 7(2,1) = 2¢, 7(2,0) = 3¢, w(xy,22) = 0 jinak. Urcete
konstantu ¢ a vypoctéte C'( X1, Xs).

Reseni:
Hodnoty simultanni pravdépodobnostni funkce a obou marginalnich pravde-
podobnostnich funkci usporadame do kontingencni tabulky:.

1)
1 [ 0 [ 1 m(e)
0 c 0 0 c
T 1 0 2c 2c 4c
2 0 3¢ 2c 5c
‘ o (22) H c ‘ 5¢c ‘ 4c H 1 ‘

7 normovanosti pravdépodobnostni funkce diskrétniho nahodného vektoru
(viz véta 7.8, vektorovy piipad) dostdvame 10c = 1, tedy ¢ = 0,1.

2
E(X) =Y aim(z)=0-01+1-04+2-05=14
x1=0
1
BE(Xy)= Y wam(w) = —1-0,1+0-05+1-04=0,3
ro=—1
2 1

C(X1, X)) =Y Y o1 — BE(Xy)][ws — BE(Xo)]m(y, 25) =

r1=0x0=—1

=(0=14)-(-1-03)-01+---+(2—1,4)-(1—0,3)-0,2 =0,18.

9.16. Definice
Koeficientem korelace ndhodnych velicin Xy, X5 rozumime cislo

E Xl_E(Xl) . XQ—E(XQ) D X D X > 0
R(Xy, Xp) = ( /DXy /Dy ) PO VD(X1)y/D(Xz) >0,
0 jinak.



(Koeﬁcient korelace je (31slo které Charakterizuje tesnost linearm zavislosti

vvvvvvvv

vvvvvvvv

9.17. Véta

Necht a, aj, as, b, by, by jsou redlnd ¢isla, X, Xi,..., X,,, Yi,..., Y, jsou
nahodné veliciny definované na témz pravdépodobnostnim prostoru. V na-
sledujicich vzorcich vzdy z existence ¢iselnych charakteristik na pravé strané
vyplyva existence vyrazu na levé straneé.

Vlastnosti stfedni hodnoty
a) E(a) = a,
b) E(a+bX)=a+ bE(X),
) E(X - E(X)) =0,
D 2 (z X)) = £ B,
) J

sou-li nahodne Vehcmy Xi,..., X, stochasticky nezavislé, pak plati

C

e

(Z];[l Xi) = Z];[l E(X;).

Vlastnosti kovariance

a) C’(al, XQ) = C(Xl, (12) = C((Il, 0,2) = O,
a; + b1 X1, as + b Xo) = b1b2C( Xy, Xo),
X, X)=D(X),
Xla XQ) - C(X27X1)7

(
(
(
(X1, Xs) = B(X, X5) — E(X))E(X,),

C
C
C
C

i=1j=

f) (ZXZ,ZY> ZZC( i Yj).

Vlastnosti rozptylu
a) D(a) =0,
b) D(a+bX) =bD(X),
¢) D(X) = E(X?) - [E(X)]?,
) D (f Xi) . fl DX)+25 3 (X, X,) (Jsouli ndhodné veli-

i=1 j=i+1

d

¢iny Xy, ..., X, nekorelované, pak D (Z XZ) => D(X;).)
i=1 i=1

Vlastnosti koeficientu korelace
a) R(al,Xg) = R(Xl, (12) = R(al, 0,2) = O,
b) R(ay + b1 X1, as + b3 Xs) = sgn(b1be) R(X1, X5),
c) R(X,X)=1pro D(X) #0, R(X, X) =0 jinak,
d) R(X;,Xs) = R(Xs, X))
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_ O X))
e) R(X1,X2)= E < /—D(Xl)\/m) pro \/D(X1>\/D(X2) >0,
0 jinak,

f) |R(X1, X2)| < 1 a rovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdyz mezi veli-
¢inami X, Xy existuje s pravdépodobnosti 1 uplna linearni zavislost,
tj. existuji konstanty ay, as tak, ze P(Xy = a; + a2 X;) = 1. (Uvedena
nerovnost se nazyva Cauchyova-Schwarzova-Bunakovského nerovnost.)

9.18. Priklad
\% Vypoctéte koeficient korelace nahodnych velicin X7, X5 z ptrikladu 9.15.

Reseni:
V piikladu 9.15 byla vypoctena kovariance C(X;, X5) = 0,18. Staci tedy
vypocitat smérodatné odchylky velicin X, Xs.

2

D(X1) =) [on = E(X)PPmi(a1) =

x1=0
=(0-1,4)%01+(1-14)%*04+(2—1,4)*-0,5=0,44
2

D(Xs) =Y [z — E(Xo)*m(a2) =

x2=0
=(-1-0,3)2*-0,1+(0-0,3)-0,5+ (1 -0,3)*-0,4 = 0,41
C(X1, X 0,18
R(Xy, X5) = (X1, Xs) : 0,42.

VDX)\/D(Xy) VOH/OAT

9.19. Priklad
Nshodnd veli¢ina X m4 stfedni hodnotu o a rozptyl o2. Vypoctéte stiedni
hodnotu a rozptyl centrované nahodné veliciny ¥ = X — i a stfedni hodnotu

a rozptyl standardizované ndhodné veliciny U = %
Reseni:
E(Y)=EX —p)=E(X) - E(u)=p—p=0,
D(Y) = D(X — ) = D(X) = 0*,
X — 1 1
E(U):E( “) = ZE(X —p)=—-0=0,
o o o
X —pu 1 1
D(U):D( - ) :;D(X—,u):—202:1

9.20. Priklad
Nahodné veliciny X, Y jsou nahodné chyby, které vznikaji na vstupnim
zafizeni. Maji sttedni hodnoty E(X) = —2, E(Y) = 4 a rozptyly D(X) = 4,
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D(Y) = 9. Koeficient korelace téchto chyb je R(X,Y) = —0,5. Chyba
na vystupu zafizeni souvisi s chybami na vstupu funkéni zavislosti Z =
3X?%2 - 2XY 4+ Y? — 3. Najdéte stiedni hodnotu chyby na vystupu.

Resent:
E(Z)=FE(BX? -2XY +Y?-3)=3E(X? - 2B(XY)+ E(Y?) - E(3) =

=3{D(X) + [E(X)]*} - 2[C(X,Y) + E(X)E(Y)] +D(Y) [E(Y )P —3=
=3[D(X) + [E(X)]’] - 2[R(X,Y)V/D(X)yD(Y) + E(X)E(Y)] + D(Y)+

+[E(Y)]2—3:3(4+4)—2[—0,5-2-3+(— )-4]+9+16—3=
=24+ 22+ 25— 3 = 68.

9.21. Véta
Nechf ndhodné velicina X m4 stfedni hodnotu g a rozptyl o2 Pak plati
Cebysevova nerovnost

0.2

2

Ve >0:P(|X —pu|>¢e) <

Oznacime-li € = to, pak pro

1

VE>0: P(|X —pf >to) < .

~

(Vyznam Cebysevovy nerovnosti spocivéd v tom, ze pokud nezndme rozlozeni
nahodné veli¢iny, ale zname jeji stfedni hodnotu a rozptyl, pak mizeme od-
hadnout pravdépodobnost, s jakou se od své stiedni hodnoty odchyli o vice
nez t-nasobek své smérodatné odchylky.)

9.22. Priklad
Necht E(X) = pu, D(X) = o2

a) Odhadnéte P(|X — p > 30).
b) Jestlize X ~ N(p,0?), vypoctéte P(|X — pu| > 30).

Reseni:
ada) P(|X —p|>30) <5 =5=01
(Tento vysledek je znam jako pravidlo 3o a tika, ze nejvyse 11,1% realizaci
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nahodné veliciny lezi vné intervalu (@ — 30, u + 30).)

adb) P(|X—p| >30)=1-P(-30 < X—p<30)=1-P (-3 < X;“ < 3)
=1—-9(3)+ P(—3) =2[1 — ®(3)] = 2(1 —0,99865) = 0,0027.

(M&-1i ndhodnd veli¢ina normalni rozdéleni, pak pouze 0,27% realizaci lezi
vné intervalu (4 — 30, u + 30).)

9.23. Véta
a) Jestlize X ~ N(p,0?), pak F(X) = p, D(X) = o2
b) Jestlize X ~ N(u,0%) aY =a+bX, pak Y ~ N(a + bu, b?c?).
c) Jestlize X1, ..., X, jsou stochasticky nezdvislé ndhodné veli¢iny a necht
XZ' ~ N(/‘Li7ai2>7 1= 1,...,71, Y = ZXH pak

=1

Y ~ N <iui02>
=1 =1

9.24. Priklad

Necht X7, X5 jsou stochasticky nezdvislé ndhodné veliciny, X; ~ N(0,1),

1 = 1,2. Zjistéte, jaké rozlozeni ma transformovana nahodna veli¢ina

Y =3+ X1 — 2X5, urcete jeho parametry a najdéte dolni kvartil ndhodné

veli¢iny Y.

Resen

b N(E(Y), D(Y), pricen
EY)=EB+X; —2X5)=3+FE(X;) —2E(Xy)=3+0—-2-0=3,
D(Y) = D3+ X1 —2X,) = D(X1) + (=2)°D(Xz) = 1+4-1 =5,

tedy Y ~ N(3,5). Nyni vypocitdme dolni kvartil. Vyuzijeme toho, ze

U =72~ N(0,1), tedy Koos(Y) = 3+V5up 25 = 3—+/5-0,67449 = 1,4918.

Shrnuti kapitoly

Pti zavadeéni ¢iselnych charakteristik nahodnych velicin néds motivuji ¢iselné
charakteristiky znaku, jak jsme je poznali ve 3. kapitole.

Jako charakteristika polohy ¢iselnych realizaci spojité ndhodné veli¢iny aspon
ordinalniho typu slouzi a-kvantil a jeho specidlni pripady: median, dolni a
horni kvartil. Variabilitu charakterizujeme kvartilovou odchylkou. Vy-
pocet kvantilu neni prilis jednoducha zélezitost, proto jsou kvantily nékolika
typu rozlozeni tabelovany nebo je lze ziskat pomoci specidlniho statistického
software.

Pro ndhodné velic¢iny intervalového a pomérového typu pouzivame jako cha-
rakteristiku polohy stfedni hodnotu — teoreticky protéjsek aritmetického
pruméru. Pomoci stfedni hodnoty pak definujeme dalsi ¢iselné charaketris-
tiky: rozptyl a jeho druhou odmocninu — smérodatnou odchylku, kova-
rianci a koeficient korelace.



Reseni konkrétnich pifkladi velmi usnadnuji vzorce, které popisuji vlast-
nosti ¢iselnych charakteristik.

Kontrolni ot azky a ukoly

1 Pomoci statistickych tabulek vypoctéte nasledujici kvantily: ug g5, 1,10,
X6.975(10), X5,025(9), t0,90(8). t0,05(6), Fo,075(5,7), Fo,055(8,6).

2 Necht X ~ N(—1,4). Najdéte Ko ga5(X).

3 Necht X, X, jsou stochasticky nezdvislé ndhodné veliciny takové, ze
X1~ N(2,4), Xo ~ N(—1,9). Vypoctéte 99% kvantil transformované
nahodné veliciny Y = 2X; — 3X, + 5.

4 V zasilce 15 vyrobku je 5 nekvalitnich. Nahodna velicina X udava
pocet nekvalitnich vyrobku mezi ¢tyimi nahodné vybranymi vyrobky.
Vypoctéte jeji stredni hodnotu a rozptyl, jestlize vybér byl proveden
a) s vracenim, b) bez vraceni. (Navod: v bodé (a) md X binomické
rozlozeni, v bodé (b) hypergeometrické.)

5 Sledovana zelezni¢ni trasa vykazuje velké nerovnosti, takze zatizeni jed-
notlivé vozové napravy nahodné kolisa, teoreticky spojitym zpusobem.
Prakticky jsou znamy jen castecné informace, takze uvazujeme o dis-
krétni ndhodné veliciné X (ndhodné zatizeni v tunach) s pravdépo-
dobnostni funkei 7(z) = 0,15 pro x = 6, n(x) = 0,65 pro x = 30,
m(z) = 0,2 pro x = 70, 7(x) = 0 jinak. Pfi kalkulaci nakladu se eko-
nom zajimd o stfedni opotifebeni ndprav dané vzorcem Y = 1,15X?2,
Vypoctéte sttedni hodnotu opotiebeni.

6 Pocet ruznych druhu zbozi, které zakaznik nakoupi pii jedné navstéve
obchodu, je ndhodna velicina X. Dlouhodobym sledovanim bylo zjis-
téno, ze X nabyva hodnot 0,1,2, 3,4 s pravdépodobnostmi 0,25, 0,55,
0,11, 0,07 a 0,02.

a) Najdéte distribuéni funkci ndhodné veliciny X a nakreslete jeji
graf.

b) Vypoctéte stredni hodnotu ndhodné veli¢iny X.

c) Vypoctéte rozptyl ndhodné veliciny X.

7 Stielec stiili 3x nezavisle na sobé do terce. Pii kazdém vystielu se
trefi s pravdépodobnosti %. Za zasah ziska 2 body, jinak ztrati 2 body.
Vypoctéte sttedni hodnotu a rozptyl poctu ziskanych bodu.

8 Uvazme rodinu se tfemi détmi. Predpokladame, Zze pravdépodobnost
narozeni chlapce i divky je stejnd. Nahodna velicina X udava pocet
divek v této rodiné (md binomické rozlozeni) , transformovana ndhodnd
velicina Y = —100X? 4 300X + 500 udévé roéni ndklady (v dolarech)
na osaceni déti. Vypoctéte sttedni hodnotu nahodné veliciny Y.

9 Nahodna veli¢ina X udavé prijem manzela (v tisicich dolari) a ndhodné
velicina Y udéva prijem manzelky (v tisicich dolart). Je zndma si-
multanni pravdépodobnostni funkce m(z,y) diskrétnitho ndhodného
vektoru (X,Y): n(10,10) = 0,2, 7(10,20) = 0,04, 7(10,30) = 0,01,
7(10,40) = 0, «(20,10) = 0,1, 7(20,20) = 0,36, 7(20,30) = 0,09,
7(20,40) = 0, =(30,10) = 0, =(30,20) = 0,05, =(30,30) = 0,1,
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10

11

12

13

7(30,40) = 0, w(40,10) = 0, w(40,20) = 0, m(40,30) = 0, w(40,40) =
0,05, w(x,y) = 0 jinak.

a) Vypoctéte korelaéni koeficient ndhodnych velicin X, Y.

b) Vypoctéte stiedni hodnotu a smérodatnou odchylku ndhodné veli-
¢iny Z = 0,1X 40,2Y, ktera vyjadiuje prispévek obou manzelu na
dichod. (Nahodnd velicina Z vyjadiuje, ze prispévek na duchod
¢ini 10% manzelova platu a 20% manzel¢ina platu.)

Nahodné veliciny X7, Xy maji kovarianci 12. Vypoctéte kovarianci na-
hodnych velicin Y7 = =8 + 11Xy, Y5 =6 — 4.X,.

Néhodna velicina X udava vysku v metrech a ndhodnd velicina Y
udava hmotnost v gramech. Jak se zméni kovariance a koeficient kore-
lace, jestlize vysku vyjadiime v cm a hmotnost v kg?

Néhodné velicina X ma stfedni hodnotu i a smérodatnou odchylku o.
Kolik procent realizaci této nahodné veliciny se bude nachézet v inter-
valu (u — 20,y + 20)7

Pouzijte Cebysevovu nerovnost k odhadu pravdépodobnosti, ze pii 600
hodech kostkou padne Sestka aspon 75x a nejvyse 125x.
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Cil kapitoly

Po prostudovani této kapitoly budete umét:

B odhadnout pravdépodobnost, s niz se nahodna veli¢ina realizuje v urcité
vzdalenosti od své sttedni hodnoty

B odhadnout pravdépodobnost tispéchu v posloupnosti opakovanych ne-
zavislych pokust relativni cetnosti tohoto tspéchu

B aproximovat distribu¢ni funkci binomického rozlozeni distribuc¢ni funkei
standardizovaného normalniho rozlozeni

Casov a zaté?

Na prostudovani této kapitoly budete potfebovat asi 5 hodin studia.

V 5. kapitole, konkrétné v definici 5.6, jsme se seznamili s empirickym zako-
nem velkych ¢isel, ktery tvrdil, ze pfi mnohonasobném nezavislém opakovani
téhoz nahodného pokusu se relativni cetnost jevu blizi pravdépodobnosti to-
hoto jevu. Jak uvidime, je empiricky zakon velkych ¢isel specidlnim ptripadem
obecnéjsiho zakona velkych ¢isel. Tento dusledek uvedeme jako Bernoulliovu
vétu.

10.1. Motivace

Zakon velkych ¢isel vyjadiuje skutec¢nost, ze s rostoucim poc¢tem nezavislych
opakovani ndhodného pokusu se empirické charakteristiky, které popisuji
vysledky téchto pokusu, blizi teoretickym charakteristikdm, napf. relativni
cetnost tspéchu se blizi pravdépodobnosti tspéchu, ¢etnostni funkce se blizi
pravdépodobnostni funkci, hustota cetnosti se blizi hustoté pravdépodobnosti
apod.

Centralni limitni véta tvrdi, ze za jistych podminek ma soucet nezavislych
nahodnych veli¢in s tymz rozlozenim priblizné normélni rozlozeni. Normalni
rozlozeni je tedy rozlozenim limitnim, k némuz se blizi vSechna rozlozeni,
proto hraje velmi dulezitou roli v poctu pravdépodobnosti a matematické
statistice.

10.2. Véta
Necht {X,,}%2, je posloupnost stochasticky nezavislych ndhodnych velicin,
které maji stiedni hodnoty u a rozptyly o?. Pak pro posloupnost aritme-

tickych prumérn {= > X;}22, plati:
i=1

1 n
Ves0:P(|=-) X, —

o2
<5>21__2,
ne

>€>:0.

neboli

1 n
Ve >0: lim P | |— X; —
>0 lim (‘RZ z



(Uvedens véta se nazyva zdkon velkych éisel nebo téz CebySevova véta.
Jeji tvrzeni tikd, Zze posloupnost aritmetickych prumeértu konverguje podle
pravdépodobnosti ke stiedni hodnoté p. Tedy pti dostatecné velkém poctu
pokusu lze stiedni hodnotu odhadnout prumérem vysledku jednotlivych po-
kusu.)

10.3. Dusledek

Necht nahodné velicina Y,, udava pocet tspéchti v posloupnosti n opako-
vanych nezavislych pokusu, pricemz v kazdém pokusu nastava tspéch s prav-
dépodobnosti v. (Podle definice 8.2 (¢) Y,, ~ Bi(n,v)). Pak pro posloupnost
relativnich cetnosti {22}°° | plati:

Y, 1— 1
—"—ﬁ’<5)21—u>1

V€>O:P(
n

neboli

Ve >0: limP(

n—00

L 19’ > 5) =0.
n
(Tento dusledek Cebysevovy véty se nazyvé Bernoulliova véta. Vyjadiuje
skutecnost, ze posloupnost relativnich ¢etnosti konverguje podle pravdépo-
dobnosti k pravdépodobnosti tspéchu v. Tedy pii dostatecné velkém poctu
pokusu lze pravdépodobnost tispéchu odhadnout relativni ¢etnosti tispéchu.)

10.4. Priklad

Pti vystupni kontrole bylo zjisténo, ze mezi 3000 kontrolovanymi vyrobky je
12 zmetku. Jaka je pravdépodobnost, ze relativni ¢etnost vyskytu zmetku se
od pravdépodobnosti vyskytu zmetku nelisi o vice nez 0, 017

Reseni:
Y3000 — pocet zmetkt mezi kontrolovanymi vyrobky, Ysoee ~ Bi(3000,v),
L2 Podle Bernoulliovy véty dostdvame:

V=

3000 "
Y, H1 -0 1

ves0:P(|X glce) 102Dy 1

n ne? 4ne?
V nasem piipadé € = 0,01, n = 3000, v ~ %,tedy
Y3000 %%

Pl|———-9|<0,01) >1—- ——"2"_— = (),872.

(‘3000 ) ’ ) - 3000 - 0,0001 ’

Jiz nékolikrat jsme se zminili o tom, ze normalni rozlozeni je viibec nejdule-

7itéjsl typ rozlozeni. Centralni limitn{ véta ndm dé odpovéd na otdzku, proc
tomu tak je.

Pti praktickych vypoctech se ¢asto pouziva dusledek centrdlni limitni véty,
a to Moivreova-Laplaceova véta, ktera za urcitych podminek umozni nahra-
dit slozity vypocet distribuc¢ni funkce binomického rozlozeni jednoduchym
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hledanim v tabulkach hodnot distribuc¢ni funkce standardizovaného normaél-
niho rozlozeni. Pokud vsak mame k dispozici statisticky software, dame
prednost presnému vypoctu pred aproximativnim.

10.5. Véta

Necht {X,,}%2, je posloupnost stochasticky nezavislych ndhodnych velicin,
které maji viechny totéz rozloZeni se stfedni hodnotou i a rozptylem o?. Pak
pro posloupnost standardizovanych souctu

X, —np
Up = = )
ov/n

plati: Vo € R : lim P(U, < z) = ®(x), kde ®(z) je distribuéni funkce

Tr—00

rozlozeni N(0, 1).

n=12...

(Lindebergova-Lévyova centralni limitni véta fikd, ze pro dostatecné velka
n (praktickz staci n > 30) lze rozlozeni souctu stochasticky nezavislych
a stejné rozlozenych nahodnych veli¢in aproximovat normalnim rozlozenim
N(nu,no?).)

10.6. Dtsledek
Necht {Y,,}°2, je posloupnost stochasticky nezdvislych ndhodnych velicin,
Y, ~ Bi(n,v), n =1,2,... Pak plati:

Y, —no — o
VyeR:limP(Yngy)zlimP< n "W o Y0 )%

V(1 —1) = /nd(1 —1)
~o L w
nd(1—1) )"

(Moivreova-Laplaceova véta tvrdi, ze za ur¢itych podminek lze binomické
rozlozeni aproximovat standardizovanym normaélnim rozlozenim. Aproximace
se povazuje za vyhovujici, kdyz jsou splnény podminky n%rl <v <5 a
nv(l —v)>9.)

kde ®(z) je distribuéni funkce rozlozeni N (0, 1).

10.7. Priklad

V urcité skupiné zaméstnancu je 10% s piijmem, ktery prekracuje celostatni
prumeér. Kolik zaméstnancu z této skupiny je tieba vybrat, aby s pravdépo-
dobnosti aspon 0,95 bylo mezi nimi 8% az 12% zaméstnancu s nadprumérnym
prijmem?

Resent:
X — pocet zaméstnancu s nadprumérnym pifjmem, Y, ~ Bi(n;0,1), F(X) =



0,1n, D(X) = 0,09n,

X
0,95 < P (0,08 <2< 0,12) — P(0,08n < X < 0,12n) =

n
0,08—0,1n X —01n _0,12—0,1n
—p <
0,00n 0,000 — +/0,00n

o (G S < ) e () ()

1 /0,09 15 15 15
Vn Vn
=20 — ) —1 Ol X— | >
(15 = ) = 0975

tedy \1/—? > ugors = 1,96 = /n > 29,4 = n > 865. Pro splnéni podminek je
zapotiebi vybrat aspon 865 zaméstnanci.

Shrnuti kapitoly

V této kapitole jsme ukazali, ze jiz diive vysloveny empiricky zakon velkych
¢isel je specidlnim ptipadem obecnéjsiho zakona velkych cisel, ktery po-
pisuje pravdépodobnostni chovani posloupnosti aritmetickych pruméru sto-
chasticky nezavislych nahodnych veli¢in s touz sttedni hodnotou a rozptylem.
Disledek tohoto zdkona (zvaného téz CebySevova véta) jsme uvedli jako
Bernoulliovu vétu.

Seznamili jsme se téz s Lindebergovou-Lévyovou centralni vétou, ktera
tvrdi, ze za urcitych podminek lze rozlozeni souctu nahodnych vélicin s ja-
kymkoliv rozlozenim aproximovat normélnim rozlozenim. Toto tvrzeni tedy
vysvétluje dulezitost normélniho rozlozeni. Historicky starsi nez tato véta je
jeji dusledek uvadény jako Moivreova-Laplaceova véta, kterd umoznuje
aproximovat binomické rozlozeni normalnim rozlozenim.

Kontrolni ot azky a ukoly

1 Pravdépodobnost, ze vyrobek ma 1. jakost, je v = 0,9. Kolik vyrobki je
tteba zkontrolovat, aby s pravdépodobnosti aspon 0,99 bylo zaruceno,
ze rozdil relativni cetnosti poctu vyrobku 1. jakosti a pravdépodobnosti
v = 0,9 byl v absolutni hodnoté mensi nez 0,037 K vypoc¢tu pouzijte
jak Bernoulliovu vétu, tak Moivreovu-Laplaceovu vétu a vysledky po-
rovnejte.

2 Pravdépodobnost narozeni chlapce je 0,515. Jaka je pravdépodobnost,
ze mezi 10 000 novorozenci bude
a) vice dévcat nez chlapenu,
b) chlapci od 5 000 do 5 300,
¢) relativni ¢etnost chlapcu v mezich od 0,515 do 0,5177
3 Pravdépodobnost zésahu terce jednim vystielem je 0,4. Kolikrat je
tfeba vysttelit, aby absolutni hodnota odchylky relativni ¢etnosti zésa-
hu od uvedené pravdépodobnosti byla mensi nez 0,02 s pravdépodob-
nosti aspon 0,957
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Cil kapitoly

Po prostudovani této kapitoly budete umét:

B definovat ndhodné vybéry z jednorozmérného i vicerozmérného rozlo-
zeni pravdépodobnosti

B stanovit dulezité statistiky pro nahodny vybér z jednorozmeérného a
dvourozmérného rozlozeni pravdépodobnosti

B popsat vlastnosti téchto statistik

B vyuzit vlastnosti statistik odvozenych z nahodného vybéru z normalni-
ho rozlozeni pti vypoctu konkrétnich pravdépodobnosti

Casov & zatéz
Pro zvladnuti této kapitoly budete potiebovat asi 7 hodin studia.

Nejprve zavedeme pojem nahodného vybéru a vysvétlime jeho souvislost s da-
tovym souborem. Musime si vSak uvédomit nasledujici skutec¢nost: datovy
soubor obsahuje konstantni hodnoty znaku, zatimco slozkami nahodného
vybéru jsou ndhodné veliciny spojené s néjakym nahodnym pokusem.

11.1. Definice

a) Necht X,..., X, jsou stochasticky nezdvislé ndhodné veliciny, které
maji viechny stejné rozlozeni L(v). Rekneme, ze X1, ..., X, je ndhodni
vibér rozsahu n z rozlozeni L(v). (Ciselné realizace x, . . ., z, ndhodné-
ho vybéru Xy, ..., X, uspotadané do sloupcového vektoru predstavuji
datovy soubor zavedeny v popisné statistice v definici 1.9)

b) Necht (X1,Y1),...,(X,,Y,) jsou stochasticky nezdvislé dvourozmeérné
nahodné vektory, které maji vsechny stejné dvourozmeérné rozlozeni
Ly(v). Rekneme, ze (X1,Y1),...,(X,,Y,) je dvourozmérny ndhodny
wjbér rozsahu n z dvourozmérného rozlozeni Lo(v). (Ciselné realizace
(x1,y1), -, (Tn, yn) ndhodného vybéru (Xi,Y),...,(X,,Y,) uspora-
dané do matice typu 2 x n predstavuji dvourozmérny datovy soubor
zavedeny v popisné statistice.)

(Analogicky lze definovat p-rozmérny nahodny vybér rozsahu n z p-rozmeér-
ného rozlozeni L,(v).)

V matematické statistice velmi casto pracujeme s transformacemi nahodného
vybéru. Témto transformovanym nahodnym velicinam tikame statistiky. Za-
vedeme nékolik dilezitych statistik a upozornime na jejich souvislost s ¢i-
selnymi charakteristikami znakt, které jsme poznali ve 3. kapitole v popisné
statistice.

Protoze statistiky jsou nahodnymi velicinami, 1ze pocitat jejich stfedni hod-
notu a rozptyl. Ukdzeme, jak se chovaji tyto ¢iselné charakteristiky nékterych
statistik.



11.2. Definice
Libovolna funkce T' = T'(X7, ..., X,) ndhodného vybéru X, ..., X, (resp. o
T =T(X1,Y1,...,X,,Y,) ndhodného vybéru (Xi,Y7),...,(X,,Y,)) se na-
zyva (vgbérovd) statistika.

Statistika

se nazyva vybérovy prumeér,

n

> (X — My

i=1

1
n—1

S2 =

vybérovy rozptyl,
S=v5?
vybérovd smérodatnd odchylka,

n

> (Xi = M)(Y; = M)

i=1

1
n—1

Sl2 =

3=

n
vybérovd kovariance (pritom M; = % Z X, My =

2. V) a
i=1

% Z NicAL YZEMZ pro Si, Sz # 0,
0 jinak,

se nazyva vybérovy koeficient korelace.

(Cl’selné realizace m, s2, s, s12, T2 statistik M, S%, S, Sia, Ris odpovidaji
¢iselnym charakteristikdm znaku v popisné statistice zavedenym definicich
3.6, 3.10 a 3.12, ale u rozptylu, smérodatné odchylky, kovariance a koeficientu
korelace je multiplikativni konstanta ﬁ, nikoli ¥, jak tomu bylo v popisné

n )
statistice.)

11.3. Véta
a) Necht X7,..., X, je ndhodny vybér z rozlozen{ se stiedni hodnotou p g
a rozptylem o?. Pak E(M) = p, D(M) = %, E(S?) = o2, at jsou

hodnoty parametri u, o2 jakékoli.

b) Necht (X1,Y1),...,(X,,Y,) je ndhodny vybér z dvourozmérného roz-
lozeni s kovarianci 012 a koeficientem korelace p. Pak E(Si2) = o019,
at je hodnota parametru oy, jakdkoli, avsak F(Rj3) je rovno p pouze
priblizné (shoda je vyhovujici pro n > 30), at je hodnota parametru p
jakakoli.

Nyni se budeme zabyvat ndhodnym vabérem z normalniho rozlozeni. Zave-
deme neékolik statistik vzniklych transformaci vybérového pruméru a vybéro-
vého rozptylu (jsou to tzv. pivotové statistiky) a ukazeme, jakym zpusobem

119



11. Zakladni pojmy matematick é statistiky

120

se tyto statistiky fidi. V pristi kapitole vyuzijeme téchto pivotovych statis-
tik pri konstrukei intervalu spolehlivosti pro parametry normalnich rozlozeni.
V této kapitole ndm uvedené vlastnosti poslouzi pti vypoctu ruznych prav-
dépodobnosti.

11.4. Véta
Necht X1, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni N(u,o?). Pak plati

a) Vybérovy prumér M a vybérovy rozptyl S? jsou stochasticky nezdvislé.

b) M ~ N(u, %), tedy U = 22 ~ N(0,1). (Statistika U slouzf ke kon-

N
strukei intervalu spolehlivosti pro y, kdyz o2 zndme.)

c) K =(n—1)5%?~ x?(n—1). (Statistika K slouz{ ke konstrukei inter-
valu spolehlivosti pro o2, kdyZ p nezndme.)
S5 (Xi—p)?
= ~ x*(n). (Tato statistika, kterd nemd specidlni oznaceni,
slouz{ ke konstrukei intervalu spolehlivosti pro o2, kdyz p zname.)

d)

e) T =2t ~ t(n —1). (Statistika T slouzi ke konstrukci intervalu spo-

n

lehlivosti pro u, kdyz 0% nezname.)

11.5. Priiklad

Hmotnost jedné porce kdvy povazujeme za nahodnou veli¢inu s normélnim
rozlozenim X ~ N(7g,0,25¢?). Jakd je pravdépodobnost, Ze k pifpravé 28
porci kdvy postaci dva 100 g balicky?

Reseni:
Xi, ..., Xog je ndhodny vybér z N(7,0,25). Poc¢itdame

28 28
1 200 200
P(;Xi§200> :P<2—8;Xi§2—8> :P(Mgg) -

M-7 20—
=P —5— < 25— | = P(U < 1,51) = ®(1,51) = 0,9345.

V28 V28

S pravdépodobnosti 93,45% muzeme predpokladat, ze k piipravé 28 porci
kavy postaci dva 100 g balicky.

11.6. Priklad

Odbératel provede kontrolu stejnorodosti dodavky vyrobku tak, ze zméii sle-
dovany rozmeér u 25 ndhodné vybranych vyrobku. Dodavku pfijme, jestlize
vybérova smérodatna odchylka se bude realizovat hodnotou mensi nebo rov-
nou 0,2 mm. Je zndmo, zZe sledovany rozmér vyrobku ma normélni rozlozeni
N(50mm, 0,2632 mm?). Jaka je pravdépodobnost piijeti dodavky?



Reseni:
Xi, ..., Xo5 je ndhodny vybér z N(50,0,2632). Pocitame

_ 2 _
P(S<02) = P(S* < 0,04) = P < ((n U;)S _(n 012)0,04)

24 -0,04
:P(K< ’

tedy ¢islo 13,879 je a-kvantil Pearsonova rozlozeni x?(24). V tabulkdch kvan-
tilu Pearsonova rozlozeni najdeme, ze a = 0,05. S pravdépodobnosti pouhych
5% lze ocekavat, ze odbératel piijme dodavku.

Piejdeme nyni ke dvéma nezavislym nadhodnym vybérum z normalniho ro-
zlozeni. I v této situaci nas zajima rozlozeni pivotovych statistik vzniklych
transformaci vybérovych pruméru a vybérovych rozptylu.

11.7. Véta

Necht X1, ..., X,,1 je ndhodny vybér z rozlozeni N(u1,0%) a Xia, ..., X0
je na ném nezavisly ndhodny vybér rozlozeni N(us,03), piicemz n; > 2 a
ny > 2. Oznac¢me My, My vybérové pruméry a S7, S2 vybérové rozptyly. Pak
plati:

a) Statistiky M; — My (rozdil vybérovych prumeéru) a

ny -+ ny — 2

o

*

(vazeny prumeér vybérovych rozptylu) jsou stochasticky nezavislé.

b) My—M; ~ N </~L1 — M2, Z_i T U_%)v tedy U = Qh-Mo) o) ., N(0,1).

" of o3
_+_
ny o ng
(Statistika U slouzi ke konstrukei intervalu spolehlivosti pro rozdil

strednich hodnot p; — pio, kdyz rozptyly o?, o3 zndme.)
c) Jestlize 0} = 03 = 0%, pak K = (n1+r;+f2)52 ~ x*(ni1+ny—2). (Statistika

K slou#i ke konstrukei intervalu spolehlivosti pro spoleény rozptyl o2,
kdyz sttedni hodnoty 1 — p9 nezndme.)

d) Jestlize 0 = 03 = 02, pak T = (hflg*MZEi“EMZ) ~ t(ng +ny — 2).
ny ' ng

e) FF= =% ~ F(n; — 1,ny — 1). (Statistika F' slouzi ke konstrukei inter-

o w|>—‘q lo|l\>[,l}\’)|>—‘ml\:)

valu spolehlivosti pro podil rozptylu Z—z, kdyz stredni hodnoty puy, po
2

nezname. )

11.8. Priklad

Necht jsou dény dva nezdvislé nadhodné vybéry, prvni pochdzi z rozlozeni
N(2;1,5) a ma rozsah 10, druhy pochézi z rozlozeni N(3,4) a ma rozsah
5. Jakd je pravdépodobnost, ze vybérovy prumeér 1. vybéru bude mensi nez
vybérovy prumeér 2. vybéru?
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P(M1<M2):P(M1—M2<O):

(My — M) — (p1 — pia) - 0 — (p1 — pa)

o P 2 2 2 2 -
i i
—2+3
—p|U< 22 ) = P(U < 1,05) = ®(1,05) = 0,85314.

15 , 4
Vo T3
S pravdépodobnosti 85,3% je vybérovy prumér 1. vybéru mensi nez vybérovy
prumeér 2. vybéru.

Shrnuti kapitoly
Ustfednim pojmem matematické statistiky je pojem nahodného vybéru,
a to jednorozmérného i vicerozmérného. Transformaci jednoho nebo vice
ndhodnych vybéru vznikd ndhodnd veli¢ina zvand (vybérova) statistika.
vybérova smérodatna odchylka, vybérova kovariance, vybérovy ko-
eficient korelace.

Jelikoz statistika je nahodna velicina, ma smysl pocitat jeji stfedni hod-
notu a rozptyl. Ukazali jsme si vlastnosti stfedni hodnoty a rozptylu
vybérového prumeéru a stifedni hodnoty vybérového rozptylu, vy-
bérové kovariance a vybérového koeficientu korelace.

Zabyvali jsme se rovnéz rozlozenim vybérovych statistik pro nahodné
vybéry z normalnich rozlozeni, tzv. pivotovych statistik. Jak uvidime
v dalsich kapitolach, 1ze pomoci téchto pivotovych statistik konstruovat in-
tervaly spolehlivosti pro parametry normélnich rozlozeni a testovat hypotézy
o téchto rozlozenich.

Kontrolni ot azky a ukoly

1 Kdy lze posloupnost nahodnych velicin Xy, ..., X,, povazovat za na-
hodny vybér?
pochézi a) z jednorozmérného rozlozeni, b) z dvourozmérného rozlozeni.

3 Jaky je vztah mezi vybérovym rozptylem a rozptylem v popisné statis-
tice?

4 Necht X, ..., X0 je ndhodny vybér z N(100,100). Jaké rozlozeni m4
vybérovy prumeér?

5 Predpokladame. ze velky ro¢nik na vysoké skole ma vysledky ze statis-
tiky normélné rozlozeny kolem stiedni hodnoty 72 bodu se smérodatnou
odchylkou 9 bodu. Vypoctéte pravdépodobnost, ze

a) nahodné vybrany student bude mit vysledek nad 80 bodu
b) prumér vysledku ndhodné vybranych 10 studentu bude nad 80
bodu.

6 Necht X,..., Xy je ndhodny vybeér z N(u,0?). Najdéte cisla ki, ko
tak, aby platilo P(f—j < ky)=0,05a P(f—; > ko) = 0,05.
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Cil kapitoly

Po prostudovani této kapitoly budete umét:

B posoudit nestrannost a asymptotickou nestrannost bodovych odhadu
parametrické funkce a pomoci rozptylu ohodnotit jejich kvalitu

B sestrojit intervaly spolehlivosti pro parametry jednoho a dvou normal-
nich rozlozeni

B stanovit rozsah nahodného vybéru tak, aby §itka intervalu spolehlivosti
nepresahla dané cislo

Casov & zaté7
Pro zvladnuti této kapitoly budete potiebovat asi 8 hodin studia.

Jak jsme poznali v predeslé kapitole, ndhodny vybér je posloupnost stochas-
ticky nezavislych nahodnych veli¢in se stejnym rozlozenim. Kazdé rozlozeni
zavisi na néjakém parametru nebo i vice parametrech. Napi. alternativni
rozlozeni zavisi na parametru v, exponencialni rozlozeni na parametru A,
normdlni rozloZeni na parametrech p a o apod. Tyto parametry nezndme,
zname jenom nahodny vybér. Ukazeme si, jak lze na zakladé znalosti nahod-
ného vybéru odhadnout neznamy parametr ¢i jeho funkei, tzv. parametrickou
funkci.

Je-li odhadem statistika, hovoifime o bodovém odhadu parametrické funkce.
Existuji ruzné typy bodovych odhadi, nas budou zajimat odhady nestranné,
asymptoticky nestranné a konzistentni.

Je-li odhadem interval, jehoz meze jsou statistiky a ktery s dostatecné velkou
pravdépodobnosti pokryva neznamou hodnotu parametrické funkce, jedna se
o interval spolehlivosti.

12.1. Motivace

Vychéazime z ndhodného vybéru X1, ..., X,, z rozlozeni L(v), které zavisi na
parametru v. Mnozinu vSech ptipustnych hodnot tohoto parametru oznac¢ime
=. Parametr v nezname a chceme ho odhadnout pomoci daného nahodného
vybéru (piipadné chceme odhadnout néjakou parametrickou funkei h(v)).

Bodovym odhadem parametrické funkce h(r) budeme rozumét statistiku
T, = T(Xy,...,X,), kterd nabyva hodnot blizkych h(v), at je hodnota pa-
rametru v jakakoliv. Existuji ruzné metody, jak konstruovat bodové odhady
(napf. metoda momentu ¢i metoda maximéalni vérohodnosti, ale témi se zde
zabyvat nebudeme) a také ruzné typy bodovych odhadi. Omezime se na
odhady nestranné a asymptoticky nestranné.

Intervalovym odhadem parametrické funkce h(rv) rozumime interval (D, H),
jehoz meze jsou statistiky D = D(Xq,...,X,,), H = H(Xq,...,X,) a ktery
s dostatecné velkou pravdépodobnosti pokryva h(v), at je hodnota parametru
v jakékoliv. Zamérime se na intervalové odhady parametru a parametrickych
funkei normélniho rozlozeni.



Bodovy odhad parametrické funkce by meél mit urcité vhodné vlastnosti.
Takovou vlastnosti muze byt pro jeden odhad nestrannost a pro posloup-
nost odhadu asymptoticka nestrannost ¢i konzistence. Kvalitu nestranného
bodového odhadu lze posoudit pomoci rozptylu tohoto odhadu: ¢im mensi
rozptyl, tim kvalitnéjsi odhad.

12.2. Definice
Necht X7,..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni L(v), h(v) je parametrickd
funkce, T', T}, Ts, ...jsou statistiky.

a) Rekneme, 7e statistika 7" je nestrannym odhadem parametrické funkce
h(v), jestlize V¥ € =: E(T) = h(v).
(Vyznam nestrannosti spoc¢iva v tom, ze odhad 7" nesmi parametrickou
funkci h(v) systematicky nadhodnocovat ani podhodnocovat. Neni-li
tato podminka splnéna, jde o vychyleny odhad.)

b) Jsou-li T3, T, nestranné odhady téze parametrické funkce h(v), pak
fekneme, ze 77 je lepsi odhad nez T, jestlize VU € = : D(T) < D(T3).

¢) Posloupnost se nazyvé posloupnost asymptoticky nestrannych odhadu
parametrické funkce h(v), jestlize V¥ € =: lim E(T,) = h(v).
(Vyznam asymptotické nestrannosti spoc¢iva v tom, ze s rostoucim roz-
sahem vybéru klesd vychyleni odhadu. Je ztejmé, Ze z nestrannosti
okamzité vyplyva asymptotickd nestrannost.)

¢) Posloupnost se nazyva posloupnost konzistentnich odhadu paramet-
rické funkce h(v), jestlize Vi € Z,Ve > 0 : nh_}Ir;O P(|T,, —h(v)| > ¢) =0.
(Vyznam konzistence spo¢iva v tom, Ze s rostoucim rozsahem vybéru
klesa pravdépodobnost, Zze se odhad bude realizovat ,,daleko od sku-
tecné hodnoty parametrické funkce. Lze ukazat, ze z asymptotické ne-
strannosti vyplyva konzistence, pokud posloupnost rozptylu konverguje

k0.)

12.3. Priiklad
Nezavisle opakovand méreni urcité konstanty p jsou charakterizovana na-
hodnym vybérem Xi,..., X, z rozlozeni se stfedni hodnotou E(X;) = pu

a rozptylem D(X;) = 02, ¢ = 1,...,n. Uvazme statistiky M = %ZXZ- a
i=1

_ Xhi+Xs
L= %tXe,

a) Dokazte, ze M a L jsou nestranné odhady stfedni hodnoty .
b) Zjistéte, ktery z téchto dvou odhadu je lepsi.

Resent:

ad a)

By = (K522) = L6 0x+ x,) = JIBC) + B0G)) -
1
= Q(M + ) =p
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Vidime tedy, ze M je lepsi odhad nez L pro n > 3.

12.4. Poznamka

Ve vété 11.3, tvrzeni (a), bylo uvedeno, ze E(S?) = o2, tedy vybérovy
rozptyl S? je nestrannym odhadem rozptylu 2. (Odtud je také vidét, ze
ve vzorci pro vybérovy rozptyl musi byt konstanta ﬁ, nikoli %, aby pla-
tilo F(S?) = o%.) Vybérova smérodatnd odchylka S vsak neni nestrannym
odhadem smérodatné odchylky o. Pak by totiz platilo E(S) = o, ovsem
E(S?) = 0?2, tedy D(S) = E(S?) — [E(9)]*> = 0% — 0? = 0, cozZ je mozné jen
tak, ze S by byla konstanta.

Nyni budeme definovat interval spolehlivosti pro parametrickou funkci, a
to jak oboustranny, tak levostranny ¢i pravostranny. Uvedeme doporuceny
postup pfi konstrukei intervalu spolehlivosti a ukazeme si, jaky vliv na sitku
intervalu spolehlivosti ma riziko a rozsah vybéru.

12.5. Definice
Necht X3,..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni L(v), h(v) je parametrickd
funkce, a € (0,1), D = D(Xy,...,X,,), H=H(Xy,...,X,) jsou statistiky.

a) Interval (D, H) se nazyva 100(1 — )% (oboustranny) interval spoleh-
livosti pro parametrickou funkei h(v), jestlize:

VieZ: P(D<h(v)<H)>1-aq.

b) Interval (D, 0co) se nazyva 100(1—a)% levostranny interval spolehlivosti
pro parametrickou funkci h(v), jestlize:

Vie=Z: P(D<h(v)>1-a.

c¢) Interval (—oo, H) se nazyva 100(1 — «)% pravostranny interval spoleh-
livosti pro parametrickou funkei h(v), jestlize:

Vie=: P(h(v) <H)>1-—q.

d) Cislo a se nazyvé riziko (zpravidla o = 0,05, méné casto 0,1 ¢ 0,01),
¢islo 1 — a se nazyva spolehlivost.



12.6. Poznamka
Doporuceny postup pti konstrukei intervalu spolehlivosti: o

a) Vyjdeme ze statistiky V', kterd je nestrannym bodovym odhadem pa-
rametrické funkce h(v).

b) Najdeme tzv. pivotovou statistiku W, ktera vznikne transformaci sta-
tistiky V, je monoténni funkei h(v) a pritom jeji rozlozeni je zndmé a
na h(v) nezavisi. (Pti konstrukei intervalu spolehlivosti pro parametry
jednoho a dvou normalnich rozlozeni pouzivame jako pivotové statis-
tiky statistiky M, K, T, F z vét 11.4 a 11.7.)

¢) Pomoci zndmého rozlozeni pivotové statistiky W najdeme kvantily
Wa /2, W1—qa/2, takze plati:

Vi) € 21 P(waj <W <wi_ap) >1—a.

d) Nerovnost wy/o < W < wi_q/2 prevedeme ekvivalentnimi tipravami na
nerovnost D < h(v) < H.

e) Statistiky D, H nahradime jejich ¢iselnymi realizacemi d, h a ziskdme
tak 100(1 — a)% empiricky interval spolehlivosti, o némz prohldsime,
ze pokryva h(v) s pravdépodobnosti aspon 1 — a. (Tvrzeni, ze (d,h)
pokryvéa h(v) s pravdépodobnosti asponn 1 — « je tieba chépat takto:
jestlize mnohonasobné nezavisle ziskame realizace x4, ..., r, ndhodné-
ho vybéru X, ..., X, z rozlozeni L(v) a pomoci kazdé této realizace
sestrojime 100(1 — «)% empiricky interval spolehlivosti pro h(v), pak
podil poctu téch intervalu, které pokryvaji h(v) k poctu vsech sestro-
jenych intervali bude ptiblizné 1 — av.)

12.7. Véta
Necht (d, k) je 100(1—a)% empiricky interval spolehlivosti pro h(v) zkonstru-
ovany pomoci ¢iselnych realizaci xq,...,r, ndhodného vybéru Xi,..., X,

z rozlozeni L(v).

a) Pii konstantnim riziku klesd sitka h — d s rostoucim rozsahem nahod-
ného vybéru.

b) Pti konstantnim rozsahu ndhodného vybéru klesd sitka h—d s rostoucim
rizikem.

Nadale se budeme zabyvat konstrukei intervalu spolehlivosti pro parametry
normalnich rozlozeni. Vzdy pro jednu konkrétni situaci podrobné odvodime
meze intervalu spolehlivosti a pro ostatni situace jen uvedeme piehled vzorcu.
Teém z vas, kteri maji hlubsi zajem o statistiku, lze doporucit, abyste se po-
kusili uvedené vzorce odvodit a s vyuzitim vlastnosti prislusnych pivotovych
statistik, jak byly uvedeny ve vétach 11.4 a 11.7.

12.8. Priiklad

Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni N(u,o?), piicemz n > 2 a
parametry p, o? nezndme. Sestrojte 100(1 — )% interval spolehlivosti pro
sttedni hodnotu i a to

a) oboustranny,
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b) levostranny,
¢) pravostranny.

Resen: .
hv)=p V=M=13X, W= T =Mt o t(n — 1) (viz véta 11.4,
i=1 Vo
tvrzeni (e)), wa/z = ta/z(n — 1) = —tlfa/z( — 1), U)lfa/g = tl,a/g(n — 1)
ad a)
VﬁEEl—OéSP( tla/g(n—1)<T<t1a/2n—1 =
M —
:P(-tla/z(n—1)< 5 Iu<t1 a/2 n—l)
Vn
P{M S t ( I)<p< M+ t ( 1)
= — —(F—l1—q/2\0 — a/2{ —
NG 1—a/2 2 NG 1—a/2
ad b)
VieZ: 1—a<P(T <ti_o(n—1)) =
M — S
:P< — <t1_a(n—1)> :P<M——t1_a(n—1)<,u)
S \/ﬁ
vn
ad ¢)
- M —pn
VIEE: 1—a< Plta(n—1)<T)=P(ta(n—1) < —5 =
vn

P (u<dr = Stn=n) =P (w24 o)

Konkrétni aplikace: 10 krat nezavisle na sobé byla zmérena jista kon-
stanta p. Vysledky méreni byly: 2; 1,8; 2,1; 2,4; 1,9; 2,1; 2; 1,8; 2,3; 2,2.
Tyto vysledky povazujeme za ¢iselné realizace ndhodného vybéru X, ..., Xy
7 rozlozeni N(u,0?), kde parametry p, 0 nezndme. Najdéte 95% empiricky
interval spolehlivosti pro u, a to

a) oboustranny,

b) levostranny,

¢) pravostranny.
Reseni:
m = 2,06, s = 0,0404, s = 0,2011, a = 0,05, tor5(9) = 2,2622, t05(9) =
1,8331.

ad a) d =m — %tl,a/g(n —1) = 2,06 — 22919 9622 = 1,92

2
h=m+ J=tiap(n—1) = 2,06+ 03%12 2622 = 2.20

1,92 < pu < 2,20 s pravdépodobnosti aspon 0,95.

ad b) d =m — Z=ti_a(n —1) = 2,06 — 05%11,8331 =1,94
1,94 < p s pravdépodobnosti aspon 0,95.

ad ¢) h=m+ J=ti_o(n — 1) = 2,06 + 05%11,8331 =218
1 < 2,18 s pravdépodobnosti aspon 0,95.




12.9. Véta
Ptehled vzorcu pro meze 100(1 — «)% empirickych intervalu spolehlivosti o
pro parametry jednoho normdlniho rozlozeni. Necht X, ..., X, je ndhodny

vybeér z rozlozeni N(u,0?), piicemz n > 2.

a) Interval spolehlivosti pro u, kdyz o® zndme

Oboustranny: (d, h) = <m — %ul,a/g,m + ﬁul,a/g)
Levostranny: (d, c0) = <m — Jli-a; oo)
Pravostranny: (—oo, h) = (—oo, m + %ul,a>

b) Interval spolehlivosti pro u, kdyz o nezndme
Oboustranny: (d, h) = (m — Jmliap(n—1),m+ ﬁtl_a/Q(n - 1))

Levostranny: (d, co) = <m — Flhialn—1), oo)
Pravostranny: (—oo, h) = (—oo, m+ ﬁtl_a(n - 1))
c) Interval spolehlivosti pro o?, kdyz u nezndme

Oboustranny: (d, h) = ( (n—1)s? (n—l)s2 )

X% /2(” 1) /2(”71)

Levostranny: (d, c0) = <%’OO>
17

Pravostranny: ( ( (n—1)s” )

2 (n—1)

d)  Interval spolehlivosti pro o?, kdyZ u zndme

; _i:l(:m*u)z i:l(xfu)z
Oboustranny: (d, h) = A

_i (wi—p)?
Levostranny: (d, c0) = %,oo
11—«
3 (@i—p)?
Pravostranny: (—oo,h) = | —o0, I

12.10. Priklad

Necht X1, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni N (u,0,04). Jaky musi byt mi-
niméalni rozsah vybéru, aby sitka 95% intervalu spolehlivosti pro p nepiesahla
¢islo 0,167

Resent:
Podle 12.9 (a) dostavéame:
5 7
\/—Ul a2 — \/—Ul aj2 = %ulfa/Q =
do?ui_, s,  4-0,04-1,96
0,162 0,162

0,16 >h—d=m+ m +

=>n>

= 24,01 = n > 25.
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12.11. Priklad

Jsou dany dva nezavislé ndhodné vybéry o rozsazich ny > 2, ny > 2, prvni
pochézi z rozlozeni N(uy,0?), druhy z rozlozeni N(uso,0?), kde parametry
1, f2, 02 nezndme. Sestrojte 100(1 — «)% interval spolehlivosti pro rozdil

sttednich hodnot p; — .

Reseni:
(My — My) — (p2 — p2)
/1 1

(viz véta 11.7, tvrzeni (d)), was2 = taja(ni +ne —2) = —t1_qj2(ny +n2 — 2),
Wi—a/2 = ti—a/2(n1 + 19 — 2).

h(V):M,V:Ml—MQ,W:T: Nt(n1+n2—2)

ViezZ: 1—a < P tlfa/g(nl + Nno — 2) <T< tl,a/Q(nl + Nno — 2)) =

(My — M) — (1
Sey/m- + =

ni n2

1 1
]V[1 My = Sy [ — + —t1_aya(ni +n2 —2) < pg — pa <
ni1 no
/1 1
< My — M, + S, " + tl a/g(nl +n2—2))

Konkrétni aplikace: Ve dvou nadrzich se zkoumal obsah chléru (v g/l).
Z prvni nadrze bylo odebrano 25 vzorku, z druhé nadrze 10 vzorku. Byly
vypocteny realizace vybérovych prumeéru a rozptylu: m; = 34,48, my = 35,59,
s? =1,7482, s2 = 1,7121. Hodnoty zjisténé z odebranych vzorki povazujeme
za realizace dvou nezavislych nahodnych vybért z rozlozeni N(uj,o?) a
N (g, 0?). Sestrojte 95% empiricky interval spolehlivosti pro rozdil stfednich
hodnot 1y — ps.

tl (1/2 ny +ng — 2)

/\

— p2) <tiqay2(n1+n2 — 2)) =

Resem

2 = _ (m— i)jininé Ds3 _ 24-1,74823;9-1,7121 =1,7384, to.975(33) = 2,035

/1 1
d:ml—mg—s* n_+_t1 a/g(n1+n2—2
1

= 34,46 — 35,509 — /1,73844 | — + — 2,035 =—-2,114

1 1
h =my —mgy + s, —+ 751 aj2(ni +mng —2) =

= 34,46 — 35,59 + /1,7384 \/ 25 - 2,035 = —0,106

—2,114 g/l < py — ps < —0,106 g/1 s pravdépodobnosti aspon 0,95.
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12.12. Priklad

Jsou dany dva nezavislé nahodné vybéry o rozsazich ny > 2, ny > 2, prvni
pochdzi z rozlozeni N(u1,0?), druhy z rozlozeni N(us,03), kde parametry
1, fa, 02, 05 nezname. Sestrojte 100(1 — )% interval spolehlivosti pro podil

2
1

rozptyla %
2

Reseni:
st
o2 S2 52 . .
h(v) =%, V=2, W=F=23~Fmn —1n—1) (viz véta 11.7,
a3 2 o1

Q

s 91

tvrzeni (e)), wa/g = Fa/g(nl — 1,7’12 — ), U}lfa/g = Fl,a/g(nl — 1,7’12 — 1)

VIEE: 1—a< P(Fypn—1,ne—1)<F < Fi_qpni—1,n—1)) =

=P (Fa/Q(nl —1,n9 — 1) < =< Fl,a/2(/n/1 —1,n0 — 1)) =

£l ) s3

52 o3 52

=P 2 <= < 2
(Fla/g(nl—l,ng—l) o2 Fa/g(nl—l,ng—l))

Konkrétni aplikace: V predeslém prikladé nyni predpokladame, ze dané
dva nadhodné vybéry pochézeji z rozlozeni N(juy,0%) a N(us,03). Sestrojte
95% empiricky interval spolehlivosti pro podil rozptylu.

Resent:
5 ITior 1o
. 2 _ ) _ ) _
4= Fiop(ni—1ng—1)  Fygrs(24,9)  3,6142 028
S 1,7482 1,7482
h— 52 _ 1,7121 _ 1,7121 -
Fa/g(nl — 1, N9y — 1) F07025(24, 9) m
1,7482
_ 1,71121 — 2,76
27027
0,28 < Z—g < 2,76 s pravdépodobnosti aspon 0,95.
12.13. Véta
Ptehled vzorcu pro meze 100(1 — )% empirickych intervalu spolehlivosti
pro parametry dvou normdlnich rozlozeni. Necht Xyi,..., X, 1 je ndhodny
vybér z rozlozeni N(uy,0?) a Xia,..., X,,0 je na ném nezdvisly ndhodny

vybér rozlozeni N (g, 03), pricemz ny > 2 a ng > 2.

a) Interval spolehlivosti pro juy — po, kdy? o3, o3 zndme
Oboustranny:

of | o3 of | o3
(dv h) = |\ —Mm2 =\ + Ty Ul—a/2, M1 — M2 — 4/ & + Ty U1—a/2
, o2 | o2
Levostranny: (d,00) = | my — mg — i+ 2Ur—a, 00
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2 2
Pravostranny: (—oo, h) = (—oo,ml — My — 4/ % + Z—iula)

b)  Interval spolehlivosti pro jiy — s, kdyz o}, o5 nezndme, ale vime, Ze jsou
shodné

Oboustranny: (m1 — My — Sy 4 /n% + n%tl_a/g(nl +ng — 2),

mi — Mo + S/ nLl + %tl_a/g(nl -+ ng — 2))

Levostranny: (d, oo) = <m1 — Mg — Syy /nl1 + n—itl,a/z(nl + ny — 2), oo)

Pravostranny:
(_007 h) = <—oo,m1 —ma + Sk / nLl + étlfa/2(n1 +ng — 2))

c) Interval spolehlivosti pro spolecny nezndmsj rozptyl o>

;. o (n1+n2—2)8§ (Tl1+n2_2)52
Oboustranny: (d,h) = (Xf_a/Q(ernz_Q)’ 32 5 (m+m2-2)

—2)s2
(n1+no—2)s? oo)

Levostranny: (d, o0) = (X%_a(nﬁnQ,Q),

(n1+n2 72)32 >

Pravostranny: (—oo, h) = (—oo, NICTET)

o

— o

d) Interval spolehlivosti pro podil rozptyli

a

N
o

S% s

52 53
Oboustranny: (d, h) = (Fla/2(n1217n21)’ Fa/g(n121,n21)>

2

st
Levostranny: (d, OO) = (W’OCJ

2

B
Pravostranny: (—oo, h) = (—OO, m)

12.14. Poznamka

Neni-li v bodé (b) véty 12.13 splnén predpoklad o shodé rozptylu, 1ze sestrojit
aspon priblizny 100(1 — )% interval spolehlivosti pro gy — ps. V tomto
pripadé ma statistika 7" pfiblizné rozlozeni (), kde pocet stupnu volnosti

EENE AR
ni no
L,

o ($3/n1)? | (s3/m2)?”

ni—1 no—1

Neni-li v celé cislo, pouzijeme v tabulkach kvantili Studentova rozlozeni
linedrni interpolaci.

Predpoklad o shodé rozptylu lze ovérit tak, ze sestrojime 100(1—«)% interval
2

spolehlivosti pro Z—; Pokud tento interval bude obsahovat 1, lze s pravdépo-

2

dobnosti 1 — a povazovat rozptyly za shodné.



12.15. Véta
) Xl Xn N , , 71~ -~ ,
Necht ey je ndhodny vybér z rozlozeni

Y, Y,
N, H1 U% 012
M2 "\ 012 03 ’

pricemz n > 2. Oznac¢ime p = py — o a zavedeme rozdilovy ndhodny vybér
Zv=X,-Y,,...,Z, =X, —Y,. Necht

n 1 n

M:%ZZZ-, 52:n_12(zi—M)2.

=1 =1

Pak statistika 7 = 24 ~ t(n — 1), tudiz meze 100(1 — a)% intervalu spo-

o

n

lehlivosti pro p jsou M %tl_a/Q(n —1).

12.16. Priklad
Bylo vybrano sest novych automobilu téze znacky a po urcité dobé bylo
zjisténo, o kolik mm se sjely jejich pravé a levé predni pneumatiky.

¢islo automobilu 1 2 3 4 5 6
prava pneumatika se sjela o: || 1,8 | 1,0 | 2,2 | 09| 1,5 | 1,6
leva pneumatika se sjela o: 15(1,1 120111414

Za predpokladu, ze namérené dvojice hodnot predstavuji ¢iselné realizace
nahodného vybéru rozsahu 6 z dvourozmérného normélniho rozlozeni

o2 o
() (74 %)),
M2 012 0y

sestrojte 95% empiricky interval spolehlivosti pro rozdil stiednich hodnot
M1 — H2.

Reseni:

71 =03, 20 = =01, 23 = 0,2, 2, = —0,2, zs = 0,1, zg = 0,2, m = 0,0833,
s = 0,1941, o = 0,05.

S 0,1941
d=m— —=t1_, —1)=0,0833 — ———t 5) =
m NG 1—aj2(n—1) NG 0,075(5)
1941
= 0,0833 — 0.19 2,5706 = —0,12
V6
s 0,1941
h=m + %tl,a/z(n — 1) = 0,0833 + Wto,gm(f)) =
0,1941
= 0,0833 + — 2,5706 = 0,29.

V6

—0,12mm < py — pe < 0,29 mm s pravdépodobnosti aspon 0,95.
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Shrnuti kapitoly

Na zakladé znalosti ndhodného vybéru aproximujeme nezndmou hodnotu
parametru ¢i parametrické funkce bodovym odhadem parametrické funkce.
Zpravidla pozadujeme, aby tento odhad mél jisté zadouci vlastnosti. K tém
patii nestrannost, resp. asymptoticka nestrannost ¢i konzistence, pokud pra-
cujeme s posloupnosti bodovych odhadt téze parametrické funkce.

Bodové odhady vsak maji jednu zna¢nou nevyhodu — nevime, s jakou pravde-
podobnosti odhaduji hodnotu nezndmé parametrické funkce. Tuto nevyhodu
odtranuji intervalové odhady parametrické funkce: jsou to intervaly, jejichz
meze jsou statistiky a které s predem danou dostatecné velkou pravdépodob-
nosti pokryvaji hodnotu neznamé parametrické funkce. Pokud do vzorcu pro
meze 100(1 — a)% intervalu spolehlivosti pro danou parametrickou funkci
dosadime ¢iselné realizace ndhodného vybeéru, dostaneme 100(1 — )% empi-
ricky interval spolehlivosti.

V praxi se nejcastéji pouzivaji intervaly spolehlivosti pro parametry normal-
nich rozlozeni. Proto jsme si uvedly pfedhled vzorca pro meze 100(1 — a)%
empirickych intervalu spolehlivosti pro parametry jednoho a dvou normalnich
rozlozeni.

Kontrolni ot azky a tkoly

1 Definujte nestranny odhad a asymptoticky nestranny odhad paramet-
rické funkce. V ¢em spociva vyznam nestrannosti a asymptotické ne-
strannosti?

2 (S) Prirustky cen akcif na burze v New Yorku u 10 ndhodné vybranych
spolecnosti dosahly téchto hodnot: 10, 16, 5, 10, 12, 8, 4, 6, 5, 4. Najdéte
nestranné bodové odhady stfedni hodnoty a rozptylu prirustku cen
akcii.

3 Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni Rs(0,b), kde b > 0 je
neznamy parametr. Jsou definovany statistiky 77 = X + %XQ + %X3 +
Xy a Ty = 32X + Xy + X3 + Xy). Ukazte, ze Ty, Tp jsou nestranné
odhady parametru b a urcete, ktery odhad je lepsi.

4 Definujte 100(1 — )% interval spolehlivosti pro parametrickou funkei,
a to jak oboustranny, tak jednostranné intervaly spolehlivosti.

5 Jaky vliv na sitku intervalu spolehlivosti méa zvysSeni rizika pti kon-
stantnim rozsahu vybéru?

6 Jaky vliv na sitku intervalu spolehlivosti ma zvétSeni rozsahu vybéru
pii konstantnim riziku?

7 Hloubka mofte se méri pristrojem, jehoz systematicka chyba je nulova
a ndhodné chyby meéteni maji normélni rozlozeni se smérodatnou od-
chylkou o = 1 m. Kolik méfeni je nutno provést, aby se hloubka mofte
stanovila s chybou nejvyse £0,25 m pii riziku 0,057

8 U jistého mériciho zatizeni ma byt posouzena jeho ptresnost. Proto na
ném byla nezavisle zmétena délka téhoz vyrobku. Vysledky méteni v ecm



byly: 15,15; 15,20; 15,04; 15,14; 15,22. Predpokladame, ze tyto vysledky
jsou ¢iselné realizace ndhodného vybéru rozsahu 5 z rozlozeni N(u, o?).
Sestrojte 95% empiricky interval spolehlivosti pro rozptyl o2.

9 Sponzor televiznich poradu pro déti chce védét, kolik casu stravi déti
sledovanim televize, protoze na téchto informacich zavisi typy a pocty
programu. Ndhodnym vybérem 100 déti se zjistilo, ze sledovani tele-
vize vénuji tydné prumérné 27,5 h se smérodatnou odchylkou 8 h. Za
predpokladu, ze pocet hodin straveny za tyden sledovanim televize se
fidi normélnim rozlozenim, sestrojte 95% empiricky interval spolehli-
vosti pro stfedni hodnotu poc¢tu hodin stravenych tydné sledovanim
televize.

10 (S) Na jisté velké americké univerzité bylo v r. 1969 ndhodné vybrano
5 profesoru a nezavisle na tom 5 profesorek a byl zjistén jejich rocéni
pifjem (v tisicich dolarn). Muzi: 16, 19, 12, 11, 22, zeny: 9, 12, 8, 10,
16. Predpokladame, ze uvedené udaje tvoii realizace dvou nezavislych
nahodnych vybéru z rozlozeni N(ui,03) a N(jus,03).

a) Sestrojte 95% empiricky interval spolehlivosti pro podil rozptylu
prijmu muzu a zen.

b) Pokud bude uvedeny interval spolehlivosti obsahovat 1, sestrojte
95% empiricky interval spolehlivosti pro rozdil stiednich hodnot
prijmu muzu a zen. V opacném pripadé sestrojte aspon priblizny
interval spolehlivosti.

11 (S) Pét muzu se rozhodlo, ze budou hubnout. Zjistili svou hmotnost
pred zahajenim diety a po ukonceni diety.

Cislo osoby 1 2 3 4 5
Hmotnost pted dietou || 84 | 77,5 | 91,5 | 84,5 | 97,5
Hmotnost po dieté 78,5 | 73,5 | 88,5 | 80 97

Za predpokladu, ze uvedené udaje jsou ciselné realizace nahodného
vybéru rozsahu 5 z dvourozmérného norméalniho rozlozeni

H2 O12 03

sestrojte 95% empiricky interval spolehlivosti pro stfednich hodnotu
ubytku hmotnosti.
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13. Uvod do testov ani hypot éz a testy o parametrech norm alniho rozloZeni

Cil kapitola

Po prostudovani této kapitoly budete umét:

m formulovat nulovou a alternativni hypotézu

B stanovit testové kritérium a kriticky obor pro test nulové hypotézy proti
oboustranné alternativé i proti jednostrannym alternativam

B posoudit silu testu pomoci grafu silofunkce

B provadeét testy hypotéz o parametrech normalniho rozlozeni tremi ruz-
nymi zpusoby

Casov & zaté?

Pro zvladnuti této kapitoly budete potiebovat asi 8 hodin studia.

V této kapitole se budeme zabyvat problémem, jak pomoci statistiky vzniklé
transformaci daného nahodného vybéru rozhodnout, zda nase domnénka o
parametru rozlozeni, z néhoz nahodny vybér pochazi, je spravna. Naptiklad
zname prumérnou hmotnost automaticky balenych potravinarskych vyrobku
urcitého druhu zjisténou pred a po sefizeni balictho automatu. S pravde-
podobnosti 95% mame prokdzat, ze stfedni hodnota hmotnosti balicku se
sefizenim automatu zmeénila. Statistické postupy, které tesi podobné problé-
my, se nazyvaji testy hypotéz.

Nejprve objasnime pojmy nulova hypotéza a alternativni hypotéza a vysvét-
lime, kdy dojde k chybé 1. druhu ¢i 2. druhu.

13.1. Motivace

Na zékladé znalosti nahodného vybéru umozni s predem danou pravdépo-
dobnosti ovérovat domnénky o parametrech rozlozeni, z néhoz dany nahodny
vybér pochazi.

13.2. Definice

\M Necht X7,..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni L(v), kde parametr ¢ € =
nezname. Necht h(v) je parametrickd funkce a ¢ dand redlnd konstanta. Tvr-
zeni Hy : h(v) = ¢ se nazyva nulovd hypotéza, tvrzeni Hy : h(v) # c se
nazyva oboustrannd alternativni hypotéza, tvrzeni Hy : h(v) < ¢ se nazyva
levostrannd alternativni hypotéza, tvrzeni Hy : h(v) > ¢ se nazyva pra-
vostrannd alternativni hypotéza. Testovanim H, proti H; rozumime rozho-
dovaci postup zalozeny na nahodném vybéru Xi,...,X,, s jehoz pomoci
zamitneme ¢i nezamitneme platnost nulové hypotézy.

13.3. Poznamka
\M Volba alternativni hypotézy neni libovolna, ale vyplyva z konkrétni situace.
Napft. pii soucasné technologii je pravdépodobnost vyrobeni zmetku v = 0,01.

a) Po rekonstrukei vyrobni linky byla obnovena vyroba, pficemz techno-
logie zustala stejnd. Chceme ovérit, zda se zménila kvalita vyrobku.
Testujeme Hy : v = 0,01 proti Hy : v # 0,01.
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b) Byly provedeny zmény v technologii vyroby s cilem zvysit kvalitu.
V tomto pripadé tedy testujeme Hy: v = 0,01 proti H; : v < 0,01.

¢) Byly provedeny zmény v technologii vyroby s cilem snizit naklady.
V této situaci testujeme Hy : v = 0,01 proti Hy : v > 0,01.

13.4. Definice

Pii testovani H, proti H; se muzeme dopustit jedné ze dvou chyb: chyba
1. druhu spoc¢iva v tom, ze Hy zamitneme, a¢ ve skutecnosti plati a chyba
2. druhu spociva v tom, ze Hy nezamitneme, ac¢ ve skutecnosti neplati. Situaci
prehledné znazornuje tabulka:

rozhodnuti

skutecnost Hy nezamitame ‘ Hy zamitame

Hy plati spravné rozhodnuti chyba 1. druhu
Hy neplati chyba 2. druhu spravné rozhodnuti

Pravdépodobnost chyby 1. druhu se zna¢i o a nazyva se hladina vyznamnosti
(vétsinou byva o = 0,05, méné ¢asto 0,1 ¢ 0,01). Pravdépodobnost chyby
2. druhu se znaéi 8. Cislo 1 — (3 se nazyvé sila testu a vyjadiuje pravdépo-
dobnost, s jakou test vypovi, ze Hy neplati. Pfi daném rozsahu vybéru vede
snizovani « ke rustu 3 a obraceneé.

Nyni si ukdzeme tfi zpusoby, jimiz lze provést test nulové hypotézy proti
alternativni hypotéze. Klasicky zpusob spoc¢iva v nalezeni kritického oboru.
Testovani pomoci intervalu spolehlivosti navazuje na poznatky ziskané ve 12.
kapitole. Moderni zpusob zalozenyy na p-hodnoté je vhodny predevsim tehdy,
mame-li k dispozici statisticky software. Vsechny tii zpusoby pouzijeme pii
feseni konkrétnho ptikladu.

13.5. Poznamka
Testovani Hy proti H; na hladiné vyznamnosti « je mozno provadét tiemi \M
ruznymi zpusoby:

a) pomoci kritického oboru
b) pomoci intervalu spolehlivosti
¢) pomoci p-hodnoty.

ad a)  Najdeme statistiku Ty = To(X7, ..., X,), kterou nazveme testovym
kritériem. Mnozina hodnot, jichz muze testové kritérium nabyt, se rozpada
na dva nesluéitelné obory: obor nezamitnuti nulové hypotézy (znaé¢i se V) a
obor zamitnuti nulové hypotézy (znaci se W a nazyva se téz kriticky obor).
Tyto dva obory jsou oddéleny krytickymi hodnotami (pro danou hladinu
vyznamnosti « je 1ze najit ve statistickych tabulkach).

Jestlize ¢iselna realizace t testového krytéria T padne do kritického oboru
W, pak nulovou hypotézu zamitame na hladiné vyznamnosti a a znamena
to skutecné vyvraceni testované hypotézy. Jestlize t, padne do oboru ne-
zamitnuti V| pak jde o pouhé mlceni, které platnost nulové hypotézy jenom
pripousti.
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Pravdépodobnosti chyb 1. a 2. druhu nyni zapiSeme takto:

P(ty € W|H, plati) = «, P(ty € V|H, plati) = (3.

Stanoveni kritického oboru pro danou hladinu vyznamnosti a:
Oznaéme i, (resp. tmax) nejmensi (resp. nejvétsi) hodnotu testového krité-
ria. Kriticky obor v piipadé oboustranné alternativy ma tvar

W = (tmina Ka/Q(T)> U <K1—a/2(T)7 tmax)a

kde Ko/2(T) a Ki_a/2(T) jsou kvantily rozlozeni, jimz se iidf testové kritéri-
um Ty, je-li testova hypotéza pravdiva. Kriticky obor v pripadé levostranné
alternativy ma tvar:

W = (tmim Ka/Q(T)>7

v piipadé pravdostranné alternativy ma kriticky obor tvar

W = <K1—a/2 (T)7 tmax)-

ad b) Sestrojime 100(1 — a)% empiricky interval spolehlivosti pro parame-
trickou funkei h(v). Pokryje-li tento interval hodnotu ¢, pak Hy nezamitame
na hladiné vyznamnosti «, v opacném ptipadé H, zamitame na hladiné
vyznamnosti a.

Pro test Hy proti oboustranné alternativé sestrojime oboustranny interval
spolehlivosti. Pro test Hy proti levostranné alternativé sestrojime pravo-
stranny interval spolehlivosti. Pro test H, proti pravostranné alternativé
sestrojime levostranny interval spolehlivosti.

ad ¢) p-hodnota udavé nejnizsi moznou hladinu vyznamnosti pro zamitnuti
nulové hypotézy. Je-li p-hodnota < «, pak Hy zamitdme na hladiné vyznam-
nosti «, je-li p-hodnota > «, pak Hj nezamitame na hladiné vyznamnosti
.

Zpusob vypoctu p-hodnoty:
Pro oboustrannou alternativu: p = 2min{P(Ty < ty), P(Ty > to)}. Pro
levostrannou alternativu: p = P(Ty < ty), pro pravostrannou alternativu:

p-hodnota vyjadiuje pravdépodobnost, s jakou ciselné realizace x4, ..., x,
nahodného vybéru Xy, ..., X, podporuji Hy, je-li pravdiva. Statistické pro-
gramové systémy poskytuji ve svych vystupech p-hodnotu. Jeji vypocet vy-
zaduje znalost distribuéni funkce rozlozeni, kterym se tidi testové kritérium
To, je-li Hy pravdiva.

Vzhledem k tomu, ze v béznych statistickych tabulkach jsou uvedeny pouze
hodnoty distribuéni funkce standardizovaného normélniho rozlozeni, bez po-
uziti specidlniho software jsme schopni vypocitat p-hodnotu pouze pro test
hypotézy o stfedni hodnoté normélniho rozlozeni pii znamém rozptylu.
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[lustrace vyznamu p-hodnoty pro test nulové hypotéza proti oboustranné,
levostranné a pravostranné alternative:

r p- hodnota p-hodnota p- hodnota

—to to to to

(Zvonovitd kiivka reprezentuje hustotu rozlozeni, kterym se tidi testové kri-
térium, je-li nulova hypotéza pravdiva.)

13.6. Poznamka
Provadime-li test nulové hypotézy proti alternativni hypotéze pomoci kri- o
tického oboru, doporucuje se dodrzet nésledujici postup:

1. Stanovime nulovou hypotézu a alternativni hypotézu. Ptitom je vhodné
zvolit jako alternativni hypotézu ten predpoklad, jehoz ptijeti znamena
zavazné opatfeni a mélo by k nému dojit jen s malym rizikem omylu.

2. Zvolime hladinu vyznamnosti «. Zpravidla volime o = 0,05, méné casto
0,1 nebo 0,01.

3. Najdeme vhodné testové kritérium a na zakladé zjisténych dat vypoci-
tame jeho realizaci.

4. Stanovime kriticky obor.

5. Jestlize realizace testového kritéria padla do kritického oboru, nulovou
hypotézu zamitdme na hladiné vyznamnosti . V opac¢ném pripadée
nulovou hypotézu nezamitame na hladiné vyznamnosti .

13.7. Priklad

10x nezéavisle na sobé byla zméfena jista konstanta p. Vysledky meéteni byly:
2;1,8;2,1; 24, 1,9; 2,1; 2; 1.8; 2,3; 2,2. Tyto vysledky povazujeme za ¢iselné
realizace ndhodného vybéru X7, ..., Xjg z rozlozeni N(u, 0,04). Néjaka teorie
tvrdi, ze p = 1,95. Proti nulové hypotéze Hy : p = 1,95 postavime obou-
strannou alternativu H; : p # 1,95. Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte
Hy proti H;.

Reseni:

m = %0(2 + -+ 22) =206, 02 = 0,04, n = 10, a« = 0,05, ¢ = 1,95

a) Test provedeme pomoci kritického oboru.

Pro tlohy o stfedni hodnoté norméalniho rozlozeni pti zndmém rozptylu pou-

zivame pivotovou statistiku U = 22 ~ N(0,1) (viz véta 11.4 (a)). Testové
v

n

kritérium tedy bude Ty = 2=¢ a bude mit rozlozeni N(0,1), pokud je Hy
vn
pravdivd. Vypoéitame realizaci testového kritéria: to = 2%5% — 1 74, Sta-
V10
novime kriticky obor:

W = (tminu a/2( >> U <K1—a/2(T>7 tmax) = (—OO, ua/2> U <u1—a/27 OO) =
(— —U1— a/2> U <u17a/27 OO) = (—OO, —U0,975> U <U0,9757 OO) =
= (— ,—1,96> (1 96, oo)
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Protoze 1,74 ¢ W, Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti 0,05.

b) Test provedeme pomoci intervalu spolehlivosti.

Meze 100(1 — «)% intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu g pii zndmém
rozptylu o2 jsou (viz véta 12.9 (a)): (d, h) = <m — Jpli—aj2, M+ ﬁul,ap).
V nagem pifpadé d = 2,06 — %UO% = 2,06 — 521,96 = 1,936, h = 2,184.

s
Protoze 1,95 € (1,936;2,184), Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti 0,05.

¢) Test provedeme pomoci p-hodnoty.
Protoze proti nulové hypotéze stavime oboustrannou alternativu, pouzijeme
vzorec

P = 2H11D{P(T0 < t(]), P(TO > t(])} = 2H11D{P(T0 < 1,74), P(TO > 1,74)} =
= 2min{®(1,74),1 — ®(1,74)} = 2min{0,95907,1 — 0,95907} = 0,08186

Jelikoz 0,08186 > 0,05, Hy nezamitame na hladiné vyznamnosti 0,05.

Nadale se budeme zabyvat tastovanim hypotéz o parametrech normalniho
rozlozeni. Ukazeme si ruzné typy testi a naucime se je provadét pomoci
kritického oboru.

13.8. Definice
\M a) Necht Xi,...,X, je ndhodny vybér N(u,o?), kde 0% zndme. Necht
n > 2 a c je konstanta. Test Hy : p = ¢ proti Hy : p # ¢ se nazyva
z-test.

b) Necht X7,..., X, je ndhodny vybér N(u,o0?), kde o nezndme. Necht
n > 2 a c je konstanta. Test Hy : p = ¢ proti Hy : p # ¢ se nazyva
jednovybérovy t-test.

c) Necht Xy, ..., X,,1 je ndhodny vybér z rozlozeni N(uy,0?) a Xia, ...,
X, je na ném nezavisly ndhodny vybér rozlozeni N (s, 0?), pricem?
ni > 2any > 2ao? nezndme. Necht ¢ je konstanta. Test Hy : 1 —po =
c proti Hy : 1 — po # ¢ se nazyva dvouviybérovy t-test.

d) Necht <);/1) ey <§(/”) je nahodny vybér z rozlozeni
1 n

2
() (75 %)),
H2 012 09

pficemz n > 2 a zadny parametr nezname. Nechf ¢ je konstanta. Test
Hy: py — po = c proti Hy @ py — po # ¢ se nazyva pdrovy t-test.

e) Necht Xi,..., X,,1 je ndhodny vybér z rozlozeni N(uy,0?) a Xia, ...,
Xp,2 je na ném nezavisly néglodny vybeér rozlozzem’ N (s, 03), piicemz
ny >2any > 2 Test Hy: 25 =1 proti Hy : Z& # 1 se nazyva F-test.

2 2

f) Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér N(u,o?), kde p nezndme. Necht
n > 2 a c je konstanta. Test Hy : 0 = ¢ proti H, : 0% # ¢ se nazyva
test o rozptylu.
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13.9. Véta
Navody na provedeni vysSe popsanych Sesti typu testu pomoci kritického
oboru.

a) Provedeni z-testu
Hypotézu Hy : po = c proti Hy : pu # ¢ (resp. Hy : u < cresp. Hy : > c)
zamitame na hladiné vyznamnosti «, jestlize ’”ZC‘ > Ui_q/2 (Tesp.
v

n

m—c

= < U TeSp. TEE > Up_q).
m VG

b) Provedeni jednovybérového t-testu
Hypotézu Hy : pn = c proti Hy : u # ¢ (resp. Hy : u < cresp. Hy : > c)
> ti_q2(n — 1)

zamitame na hladiné vyznamnosti «, jestlize ’mi_c
n
C

m=¢ < ti_o(n—1)resp. 2= >t1_,(n—1)).
< (1) resp. B2 2 0 (0= 1))

(resp.

c¢) Provedeni dvouvybérového ¢-testu
Hypotézu Hy : py —pe = cproti Hy = pug —po # ¢ (resp. Hy gy — o < ¢
resp. Hy : g — pe > ¢) zamitame na hladiné vyznamnosti «, jestlize

mi — Mo — C
1 1
Ser/mr T,

(resp. % < t1_o(n1+n9—2) resp. % > t1_o(ni+nes—2)).
54\ g Ty Sx\/ g Ty

d) Provedeni péarového t-testu

Od nédhodného vybéru (i(/l) . (X”) z dvourozmérného normalni-
1

> t1_a/2(n1 +n2 — 2)

Yn
ho rozlozeni ptejdeme k rozdilovému nahodnému vybéru Z; = X; —
Yi,..., Z, = X, — Y,. Oznacime pu = py — po. Pak jde o test hypotézy
Hy: p = cproti H : u # ¢ a tloha je pfevedna na jednovabérovy
t-test.
e) Provedeni F-testu

Hypotézu H : Z—z =1 proti Hi: Z—z # 1 (resp. Hi : < 1 resp.
2 2

g |
SIS N

2
H;: % > 1) zamitame na hladiné vyznamnosti «, jestlize

93
51 51
S—% < Fop(ng +ngo —2) nebo 8—% > Fi_a2(ni +ng — 2)

(resp. z—z < F,(ny + ny — 2) resp. —z > Fi_o(ng +ne — 2)).
2

f) Provedeni testu o rozptylu
Hypotézu Hy : 0? = c proti H; : 0® # c (resp. H; : 0> < c resp.

H,: 0% > ¢) zamitame na hladiné vyznamnosti «, jestlize

(n—1)s?

(n—1)s?

< Xi/z(n - 1) nebo .

> X%7Q/2(n - 1)

(resp. =D <32 (n— 1) resp. U > 42 (n — 1)),




13. Uvod do testov ani hypot éz a testy o parametrech norm alniho rozloZeni

13.10. Priklad

Je-li u automatického obrabéciho stroje rozptyl délky obrabénych soucistek
vets nez 380 yum?, je tfeba stroj znova nastavit. Nahodné jsme vybrali 15
soucastek a zmérili jejich délku. Vybérovy rozptyl zjisténych 15-ti délek ¢inil
680 pum?. Za predpokladu, ze délky se f{di normdalnim rozlozenim testujte na
hladiné vyznamnosti 0,05 hypotézu, ze stroj je tfeba znova nastavit.

Resent:

X1,..., X15 je ndhodny vybér z rozlozeni N(u,o?), pricemz s* = 680 um?.
Testujeme Hy : 02 = 380 um? proti pravostranné alternativé, kterd m4 tvar
H, : 0 > 380 um?, na hladiné vyznamnosti 0,05.

Podle bodu (f) véty 13.9 dostavame: realizace testového kritéria
(n—1)s* 14-680
c 380
Pritom x7 ,(n — 1) = x§e5(14) = 23,685. Protoze 25,05 > 23,685, H
zamitame na hladiné vyznamnosti 0,05. Zjisténa data néas tedy opravnuji
k tomu, abycho stroj znovu setidili (s rizikem 5%, ze budeme provadeét
zbyteénou praci).

= 25,05.

Shrnuti kapitoly

Tvrzeni o parametrech rozlozeni, z néhoz pochazi dany nahodny vybér, na-
zyvame nulovou hypotézou. Proti nulové hypotéze stavime alternativni
hypotézu, ktera tika, co plati, kdyz neplati nulova hypotéza. Pti testovani
nulové hypotézy proti alternativni hypotéze se muzeme dopustit bud chyby
1. druhu (nulovou hypotézu zamitneme, a¢ ve skutecnosti plati) nebo chyby
2. druhu (nulovou hypotézu nezamitneme, a¢ ve skutecnosti neplati). Prav-
dépodobnost chyby 1. druhu se znaci o a nazyva se hladina vyznamnosti
testu.

Klasicky ptistup k testovani hypotéz spociva v nalezeni vhodného testového
kritéria. Mnozina hodnot, jichz muze testové kritérium nabyt, se rozpadd
na obor nezamitnuti nulové hypotézy a na kriticky obor. Tyto dva
neslucitelné obory jsou oddéleny kritickymi hodnotami. Pokud se testové
kritérium realizuje v kritickém oboru, nulovou hypotézu zamitame na hla-
diné vyznamnosti o a prijimame alternativni hypotézu. V opaéném piipadeée
nulovou hypotézu nezamitdme na hladiné vyznamnosti o. Tim jsme ovSem
neprokazali jeji pravdivost, muzeme pouze tici, ze nase data nejsou natolik
prukaznd, abychom mohli nulovou hypotézu zamitnout.

Test nulové hypotézy proti alternativni hypotéze lze téz provést pomoci in-
tervalu spolehlivosti a s vyuzitim metod popsanych ve 12. kapitole.
Mame-li k dispozici statisticky software, muzeme vypocitat p-hodnotu jako
nejmensi moznou hladinu vyznamnosti pro zamitnuti nulové hypotézy.

V praxi se nejcastéji setkavame s testy hypotéz o parametrech nor-

malniho rozlozeni. K témto testum patii napiiklad z-test, jednovybérovy,
parovy ¢i dvouvybérovy t-test apod.
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Kontrolni ot azky a Ukoly

Vysvétlete pojem ,nulova hypotéza“ a ,alternativni hypotéza“.

V ¢em spociva testovani nulové hypotézy proti alternativni hypotéze?
Kdy se dopustime chyby 1. druhu (2. druhu)?

Co rozumime testovym kritériem a kritickym oborem?

Popiste tti zpusoby testovani hypotéz.

Jaké znate testy o parametrech normalniho rozlozeni?

N o o B~ 0N B

Podle idaju na obalu cokolddy by jeji ¢istd hmotnost méla byt 125 g.
Vyrobce dostal nékolik stiznosti od kupujicich, ve kterych tvrdili, ze
hmotnost ¢okolad je nizsi nez deklarovanych 125 g. Z tohoto duvodu
oddéleni kontroly nahodné vybralo 50 ¢okolad a zjistilo, ze jejich pru-
mérnd hmotnost je 122 g a smérodatna odchylka 8,6 g. Za predpokladu,
ze hmotnost ¢okolad se Tidi normalnim rozlozenim, muzeme na hladiné
vyznamnosti 0,01 povazovat stiznosti kupujicich za opravnéné?

8 (S) V restauraci ,,U bilého konicka* mérili ve 20 piipadech ¢as obsluhy
zakaznika. Vysledky v minutach: 6, 8, 11, 4, 7, 6, 10, 6, 9, 8, 5, 12, 13,
10, 9, 8, 7, 11, 10, 5. V restauraci ,,Zlaty lev bylo dané pozorovani
uskutecnéno v 15 piipadech s témito vysledky: 9, 11, 10, 7, 6, 4, 8, 13,
5, 15, 8, 5, 6, 8, 7. Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze
sttedni hodnoty doby obsluhy jsou v obou restauracich stejné.

9 (S) Na 10 automobilech stejného typu se testovaly dva druhy benzinu
lisici se oktanovym ¢islem. U kazdého automobilu se pti prumérné rych-
losti 90 km/h méril dojezd (tj. drdha, kterou ujede na dané mnozstvi
benzinu) pfi pouziti kazdého z obou druhu benzinu. Vysledky:

c.auta 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

benzin A || 17,5 | 20,0 | 18,9 | 17,9 | 16,4 | 18,0 | 17,2 | 17,5 | 18,5 | 18,2
benzin B || 17,8 | 20,8 | 19,5 | 18,3 | 16,6 | 19,5 | 17,5 | 17,9 | 19,1 | 18,6

Za predpokladu, ze dojezd se Tidi normalnim rozlozenim, testujte na
hladiné vyznamnosti 0,05 hypotézu, ze rozdil sttednich hodnot dojezdu
pii dvou druzich benzinu se nelisi.

10 Pevnost vldkna bavinéné ptize lze pokladat za nahodnou veli¢inu s roz-
lozenim N (p,0?). Je-li 0% > 0,36kg?, vznikaji potize pii tkani. Pfi
zkousce 11 ndhodné vybranych vlaken byly zjistény hodnoty jejich pev-
nosti a vypocten empiricky rozptyl s?> = 0,92 kg?. Na hladiné vyznam-
nosti 0,05 je tieba zjistit, zda je ptize vyhovujici.

11 Normalné rozlozena nahodné veliciny predstavuji vysledek méreni téze
konstanty dvéma ruznymi metodami a jejich neznamé smérodatné od-
chylky oy, oo charakterizuji nespolehlivost téchto metod zpusobenou
nahodnymi chybami. Pfi realizaci dvou nezavislych ndhodnych vybéru
rozsahu ny = 25, ny = 31 jsme ziskali empirické smérodatné od-
chylky s; = 0,523, s5 = 0,363. Je mozno na hladiné vyznamnosti 0,05
povazovat obé metody za stejné spolehlivé?
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Priloha A — Statistick é tabulky

Distribuéni funkce standardizovaného normalniho rozlozeni
u D (u) u D(u) u D (u) u D (u)
0,00 0,50000 0,50 0,69146 1,00 0,84134 1,50 0,93319
0,01 0,50399 0,51 0,69497 1,01 0,84375 1,51 0,93448
0,02 0,50798 0,52 0,69847 1,02 0,84614 1,52 0,93574
0,03 051197 | 053 070194 | 1,03 084850 | 1,53  0,93699
0,04 0,51595 0,54 0,70540 1,04 0,85083 1,54 0,93822
0,05 0,51994 0,55 0,70884 1,05 0,85314 1,55 0,93943
0,06 0,52392 0,56 0,71226 1,06 0,85543 1,56 0,94062
0,07 0,52790 0,57 0,71566 1,07 0,85769 1,57 0,94179
0,08 0,53188 0,58 0,71904 1,08 0,85993 1,58 0,94295
0,09 0,53586 0,59 0,72240 1,09 0,86214 1,59 0,94408
0,10 0,53983 0,60 0,72575 1,10 0,86433 1,60 0,94520
0,11 0,54380 0,61 0,72907 1,11 0,86650 1,61 0,94630
0,12 0,54776 0,62 0,73237 1,12 0,86864 1,62 0,94738
0,13 0,55172 0,63 0,73565 1,13 0,87076 1,63 0,94845
0,14 0,55567 0,64 0,73891 1,14 0,87286 1,64 0,94950
0,15 0,55962 0,65 0,74215 1,15 0,87493 1,65 0,95053
0,16 0,56356 0,66 0,74537 1,16 0,87698 1,66 0,95154
0,17 0,56749 0,67 0,74857 1,17 0,87900 1,67 0,95254
0,18 0,57142 0,68 0,75175 1,18 0,88100 1,68 0,95352
0,19 0,57535 0,69 0,75490 1,19 0,88298 1,69 0,95449
0,20 0,57926 0,70 0,75804 1,20 0,88493 1,70 0,95543
0,21 0,58317 0,71 0,76115 1,21 0,88686 1,71 0,95637
0,22 0,58706 0,72 0,76424 1,22 0,88877 1,72 0,95728
0,23 0,59095 0,73 0,76730 1,23 0,89065 1,73 0,95818
0,24 0,59483 0,74 0,77035 1,24 0,89251 1,74 0,95907
0,25 0,59871 0,75 0,77337 1,25 0,89435 1,75 0,95994
0,26 0,60257 0,76 0,77637 1,26 0,89617 1,76 0,96080
0,27 0,60642 0,77 0,77935 1,27 0,89796 1,77 0,96164
0,28 0,61026 0,78 0,78230 1,28 0,89973 1,78 0,96246
0,29 0,61409 0,79 0,78524 1,29 0,90147 1,79 0,96327
0,30 0,61791 0,80 0,78814 1,30 0,90320 1,80 0,96407
0,31 0,62172 0,81 0,79103 1,31 0,90490 1,81 0,96485
0,32 0,62552 0,82 0,79389 1,32 0,90658 1,82 0,96562
0,33 0,62930 | 0,83 079673 | 1,33  0,90824 | 1,83  0,96638
0,34 0,63307 0,84 0,79955 1,34 0,90988 1,84 0,96712
0,35 0,63683 0,85 0,80234 1,35 0,91149 1,85 0,96784
0,36 0,64058 | 0,86 080511 | 1,36 091309 | 1,86  0,96856
0,37 0,64431 0,87 0,80785 1,37 0,91466 1,87 0,96926
0,38  0,64803 | 0,88 081057 | 1,38 091621 | 1,88  0,96995
0,39 0,65173 0,89 0,81327 1,39 0,91774 1,89 0,97062
0,40 0,65542 0,90 0,81594 1,40 0,91924 1,90 0,97128
0,41 0,65910 0,91 0,81859 1,41 0,92073 1,91 0,97193
0,42 0,66276 0,92 0,82121 1,42 0,92220 1,92 0,97257
0,43 0,66640 0,93 0,82381 1,43 0,92364 1,93 0,97320
0,44 0,67003 0,94 0,82639 1,44 0,92507 1,94 0,97381
045 067364 | 0,95 082894 | 145 092647 | 1,95  0,97441
0,46 0,67724 0,96 0,83147 1,46 0,92785 1,96 0,97500
0,47 0,68082 0,97 0,83398 1,47 0,92922 1,97 0,97558
0,48 0,68439 0,98 0,83646 1,48 0,93056 1,98 0,97615
0,49 0,68793 0,99 0,83891 1,49 0,93189 1,99 0,97670

O(—u) =1—d(u)
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Distribuéni funkce standardizovaného normalniho rozlozeni

u D (u) u D (u) u D(u) u D(u)
2,00 0,97725 2,50 0,99379 3,00 0,99865 3,50 0,99977
2,01 0,97778 2,01 0,99396 3,01 0,99869 3,561 0,99978
2,02 0,97831 2,52 0,99413 3,02 0,99874 3,52 0,99978
2,03 0,97882 2,53 0,99430 3,03 0,99878 3,53 0,99979
2,04 0,97932 2,54 0,99446 3,04 0,99882 3,54 0,99980
2,05 0,97982 2,55 0,99461 3,05 0,99886 3,55 0,99981
2,06 0,98030 2,56 0,99477 3,06 0,99889 3,56 0,99981
2,07 0,98077 2,57 0,99492 3,07 0,99893 3,57 0,99982
2,08 0,98124 2,58 0,99506 3,08 0,99897 3,58 0,99983
2,09 0,98169 2,59 0,99520 3,09 0,99900 3,59 0,99983
2,10 0,98214 2,60 0,99534 3,10 0,99903 3,60 0,99984
2,11 0,98257 2,61 0,99547 3,11 0,99906 3,61 0,99985
2,12 0,98300 2,62 0,99560 3,12 0,99910 3,62 0,99985
2,13 0,98341 2,63 0,99573 3,13 0,99913 3,63 0,99986
2,14 0,98382 2,64 0,99585 3,14 0,99916 3,64 0,99986
2,15 0,98422 2,65 0,99598 3,15 0,99918 3,65 0,99987
2,16 0,98461 2,66 0,99609 3,16 0,99921 3,66 0,99987
2,17 0,98500 2,67 0,99621 3,17 0,99924 3,67 0,99988
2,18 0,98537 2,68 0,99632 3,18 0,99926 3,68 0,99988
2,19 0,98574 2,69 0,99643 3,19 0,99929 3,69 0,99989
2,20 0,98610 2,70 0,99653 3,20 0,99931 3,70 0,99989
2,21 0,98645 2,71 0,99664 3,21 0,99934 3,71 0,99990
2,22 0,98679 2,72 0,99674 3,22 0,99936 3,72 0,99990
2,23 0,98713 2,73 0,99683 3,23 0,99938 3,73 0,99990
2,24 0,98745 2,74 0,99693 3,24 0,99940 3,74 0,99991
2,25 0,98778 2,75 0,99702 3,25 0,99942 3,75 0,99991
2,26 0,98809 2,76 0,99711 3,26 0,99944 3,76 0,99992
2,27 0,98840 2,77 0,99720 3,27 0,99946 3,77 0,99992
2,28 0,98870 2,78 0,99728 3,28 0,99948 3,78 0,99992
2,29 0,98899 2,79 0,99736 3,29 0,99950 3,79 0,99992
2,30 0,98928 2,80 0,99744 3,30 0,99952 3,80 0,99993
2,31 0,98956 2,81 0,99752 3,31 0,99953 3,81 0,99993
2,32 0,98983 2,82 0,99760 3,32 0,99955 3,82 0,99993
2,33 0,99010 2,83 0,99767 3,33 0,99957 3,83 0,99994
2,34 0,99036 2,84 0,99774 3,34 0,99958 3,84 0,99994
2,35 0,99061 2,85 0,99781 3,35 0,99960 3,85 0,99994
2,36 0,99086 2,86 0,99788 3,36 0,99961 3,86 0,99994
2,37 0,99111 2,87 0,99795 3,37 0,99962 3,87 0,99995
2,38 0,99134 2,88 0,99801 3,38 0,99964 3,88 0,99995
2,39 0,99158 2,89 0,99807 3,39 0,99965 3,89 0,99995
2,40 0,99180 2,90 0,99813 3,40 0,99966 3,90 0,99995
2,41 0,99202 2,91 0,99819 3,41 0,99968 3,91 0,99995
2,42 0,99224 2,92 0,99825 3,42 0,99969 3,92 0,99996
2,43 0,99245 2,93 0,99831 3,43 0,99970 3,93 0,99996
2,44 0,99266 2,94 0,99836 3,44 0,99971 3,94 0,99996
2,45 0,99286 2,95 0,99841 3,45 0,99972 3,95 0,99996
2,46 0,99305 2,96 0,99846 3,46 0,99973 3,96 0,99996
2,47 0,99324 2,97 0,99851 3,47 0,99974 3,97 0,99996
2,48 0,99343 2,98 0,99856 3,48 0,99975 3,98 0,99997
2,49 0,99361 2,99 0,99861 3,49 0,99976 3,99 0,99997

O(—u) =1— P(u)
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Priloha A — Statistick é tabulky

Kvantily standardizovaného normalniho rozlozeni

o Uq « Uq o Uq « Uq
0,500 0,00000 | 0,850 1,03643 | 0,930 1,47579 | 0,965 1,81191
0,510 0,02507 | 0,860 1,08032 | 0,931 1,48328 | 0,966 1,82501
0,520 0,05015 | 0,870 1,12639 | 0,932 1,49085 | 0,967 1,83842
0,530 0,07527 | 0,880 1,17499 | 0,933 1,49851 | 0,968 1,85218
0,540 0,10043 | 0,890 1,22653 | 0,934 1,50626 | 0,969 1,86630
0,550 0,12566 | 0,900 1,28155 | 0,935 1,51410 | 0,970 1,88079
0,560 0,15097 | 0,901 1,28727 | 0,936 1,52204 | 0,971 1,89570
0,570 0,17637 | 0,902 1,29303 | 0,937 1,53007 | 0,972 1,91104
0,580 0,20189 | 0,903 1,29884 | 0,938 1,53820 | 0,973 1,92684
0,590 0,22754 | 0,904 1,30469 | 0,939 1,54643 | 0,974 1,94313
0,600 0,25335 | 0,905 1,31058 | 0,940 1,55477 | 0,975 1,95996
0,610 0,27932 | 0,906 1,31652 | 0,941 1,56322 | 0,976 1,97737
0,620 0,30548 | 0,907 1,32251 | 0,942 1,57179 | 0,977 1,99539
0,630 0,33185 | 0,908 1,32854 | 0,943 1,58047 | 0,978 2,01409
0,640 0,35846 | 0,909 1,33462 | 0,944 1,58927 | 0,979 2,03352
0,650 0,38532 | 0,910 1,34076 | 0,945 1,59819 | 0,980 2,05375
0,660 0,41246 | 0,911 1,34694 | 0,946 1,60725 | 0,981 2,07485
0,670 0,43991 | 0,912 1,35317 | 0,947 1,61644 | 0,982 2,09693
0,680 0,46770 | 0,913 1,35946 | 0,948 1,62576 | 0,983 2,12007
0,690 0,49585 | 0,914 1,36581 | 0,949 1,63523 | 0,984 2,14441
0,700  0,52440 | 0,915 1,37220 | 0,950 1,64485 | 0,985 2,17009
0,710 0,55338 | 0,916 1,37866 | 0,951 1,65463 | 0,986 2,19729
0,720 0,58284 | 0,917 1,38517 | 0,952 1,66456 | 0,987 2,22621
0,730 0,61281 | 0,918 1,39174 | 0,953 1,67466 | 0,988 2,25713
0,740 0,64335 | 0,919 1,39838 | 0,954 1,68494 | 0,989 2,29037
0,750  0,67449 | 0,920 1,40507 | 0,955 1,69540 | 0,990 2,32635
0,760 0,70630 | 0,921 1,41183 | 0,956 1,70604 | 0,991 2,36562
0,770 0,73885 | 0,922 1,41865 | 0,957 1,71689 | 0,992 2,40892
0,780  0,77219 | 0,923 1,42554 | 0,958 1,72793 | 0,993 2,45726
0,790 0,80642 | 0,924 1,43250 | 0,959 1,73920 | 0,994 2,51214
0,800 0,84162 | 0,925 1,43953 | 0,960 1,75069 | 0,995 2,57583
0,810 0,87790 | 0,926 1,44663 | 0,961 1,76241 | 0,996 2,65207
0,820 0,91537 | 0,927 1,45381 | 0,962 1,77438 | 0,997 2,74778
0,830 0,95417 | 0,928 1,46106 | 0,963 1,78661 | 0,998 2,87816
0,840 0,99446 | 0,929 1,46838 | 0,964 1,79912 | 0,999 3,09023
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Kvantily Pearsonova rozlozeni

«

n 0,001 0,005 0,010 0,025 0,050
0,001 0,005 0,010 0,025 0,050

1 0,000 0,000 0,000 0,001 0,004
2 0,002 0,010 0,020 0,051 0,103
3 0,024 0,072 0,115 0,216 0,352
4 0,091 0,207 0,207 0,484 0,711
5 0,210 0,412 0,554 0,831 1,145
6 0,381 0,676 0,872 1,237 1,635
7 0,598 0,989 1,239 1,690 2,167
8 0,857 1,344 1,646 2,180 2,733
9 1,152 1,735 2,088 2,700 3,325
10 1,479 2,156 2,558 3,247 3,940
11 1,834 2,603 3,053 3,816 4,575
12 2,214 3,074 3,571 4,404 5,226
13 2,617 3,565 4,107 5,009 5,802
14 3,041 4,075 4,660 5,629 6,571
15 3,483 4,601 5,229 6,262 7,261
16 3,942 5,142 5,812 6,908 7,962
17 4,416 5,607 6,408 7,564 8,672
18 4,905 6,265 7,015 8,231 9,390
19 5,407 6,844 7,633 8,907 10,117
20 5,921 7,434 8,260 9,591 10,851
21 6,447 8,034 8,807 10,283 11,591
22 6,983 8,643 9,542 10,982 12,338
23 7,529 9,260 10,196 11,689 13,001
24 8,085 9,886 10,856 12,401 13,848
25 8,649 10,520 11,524 13,120 14,611
26 9,222 11,160 12,198 13,844 15,379
27 9,803 11,808 12,879 14,573 16,151
28 10,301 12,461 13,565 15,308 16,928
29 10,986 13,121 14,256 16,047 17,708
30 11,588 13,787 14,953 16,791 18,493
35 14,688 17,192 18,509 20,569 22,465
40 17,916 20,707 22,164 24433 26,509
45 21,251 24,311 25,901 28,366 30,612
50 24,674 27,991 29,707 32,357 34,764
55 28,173 31,735 33570 36,398 38,958
60 31,738 35534 37485 40,482 43,188
65 35,362 39,383 41444 44,603 47,450
70 39,036 43,275 45442 48758 51,739
75 42,757 47,206 49475 52,942 56,054
80 46,520 51,172 53,540 57,153 60,391
85 50,320 55,170 57,634 61,380 64,749
90 54,155 59,196 61,754 65,647 69,126
95 58,022 63,250 65,898 69,925 73,520
100 | 61,918 67,328 70,065 74,222 77,929
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Priloha A — Statistick é tabulky

Kvantily Pearsonova rozlozeni

[0

n 0,950 0,975 0,990 0,995 0,999
1 3,841 5,024 6,635 7.879 10,828
2 5,991 7,378 9,210 10,597 13,816
3 7.815 9,348 11,345 12,838 16,266
4 9,488 11,143 13277 14,860 18,467
5 11,070 12,833 15,086 16,750 20,515
6 12,592 14,449 16,812 18,548 22,458
7 14,067 16,013 18475 20,278 24,322
8 15,507 17,535 20,000 21,955 26,124
9 16,919 19,023 21,666 23,580 27,877
10 18,307 20,483 23,209 25,188 29,588
11 19,675 21,920 24,725 26,757 31,264
12 21,026 23,337 26217 28300 32,909
13 22,362 24,736 27,688 29,819 34,528
14 23,685 26,119 29,141 31,319 36,123
15 24,096 27,488 30,578 32,801 37,697
16 26,296 28,845 32,000 34,267 39,252
17 27,587 30,191 33,409 35718 40,790
18 28,869 31,526 34,805 37,156 42,312
19 30,144 32,852 36,191 38582 43,820
20 31,410 34,170 37,566 39,997 45315
21 32,671 35479 38,932 41,401 46,797
22 33,024 36,781 40,289 42,796 48,268
23 35,172 38,076 41,638 44,181 49,728
24 36,415 39,364 42,980 45559 51,179
25 37,652 40,646 44,314 46,928 52,620
26 38,885 41,923 45642 48,200 54,052
27 40,113 43,195 46,963 49,645 55,476
28 41,337 44,461 48278 50,993 56,892
29 42557 45,722 49,588 52,336 58,301
30 43,773 46,979 50,892 53,672 59,703
35 49,802 53,203 57,342 60,275 66,619
40 55,758 59,342 63,691 66,766 73,402
45 61,656 65,410 69,957 73,166 80,077
50 67,505 71,420 76,154 79,490 86,661
55 73311 77,380 82,292 85,749 93,168
60 79,082 83,298 88,379 91,952 99,607
65 84,821 89,177 94,422 98,105 105,988
70 90,531 95,023 100,425 104,215 112,317
75 96,217 100,839 106,393 110,286 118,599
80 | 101,879 106,629 112,329 116,321 124,839
85 | 107,522 112,393 118,236 122,325 131,041
90 | 113,145 118,136 124,116 128,299 137,208
95 | 118,752 123,858 120,973 134,247 143,344
100 | 124,342 129,561 135,807 140,169 149,449
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Kvantily Studentova rozlozeni

n 0,900 0,950 0,975 0,990 0,995 0,999
1 30777 63138 12,7062 31,8205 63,6567  318,3088
2 1,8856  2,9200  4,3027  6,9646 99248 22,3271
3 1,6377  2,3534  3,1824 45407  5.8409 10,2145
4 1,5332  2,1318 27764  3,7469  4,6041  7,1732
5 14759  2,0150  2,5706  3,3649  4,0321  5,8934
6 1,4308  1,9432 24469  3,1427  3,7074  5,2076
7 1,4149  1,8046  2,3646  2,9980  3,4995  4,7853
8 1,3068  1,8595  2.3060  2.8965  3,3554  4,5008
9 1,3830  1,8331  2,2622 28214  3,2498  4,2968
10 1,3722 1,8125 22281  2,7638  3,1693  4,1437
11 1,3634  1,7959  2,2010  2,7181  3,1058  4,0247
12 1,3562 1,7823  2,1788  2,6810  3,0545  3,9296
13 1,3502 1,7709  2,1604  2,6503  3,0123  3,8520
14 1,3450  1,7613  2,1448  2,6245  2,9768  3,7874
15 1,3406  1,7531  2,1314  2,6025  2,9467  3,7328
16 1,338 1,7459  2,1199 25835  2,9208  3,6862
17 1,3334  1,7396  2,1098 25669  2,8982  3,6458
18 1,3304  1,7341  2,1009 25524 28784  3,6105
19 1,3277  1,7291  2,0930  2,5395  2.8609  3,5794
20 1,3253  1,7247  2,0860  2,5280  2.8453  3,5518
21 1,3232 1,7207  2,0796  2,5176  2.8314  3.,5272
22 1,3212 1,7171  2,0739  2,5083  2,8188  3,5050
23 1,3195 1,7139  2,0687 24999  2.8073  3,4850
24 1,3178  1,7109  2,0639 24922 27969  3,4668
25 1,3163  1,7081  2,0595 24851  2.7874  3.4502
26 1,3150  1,7056  2,0555  2,4786 27787  3.4350
27 1,3137  1,7033  2,0518 24727  2,7707  3,4210
28 1,3125 1,7011  2,0484 24671 27633  3,4082
29 1,3114  1,6991  2,0452 24620 27564  3,3962
30 1,3104  1,6973  2,0423 24573  2,7500  3,3852
00 1,2816  1,6449  1,9600 23263  2,5758  3,0000
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Priloha A — Statistick é tabulky

Kvantily Fischerova-Snedecorova rozlozeni pro o = 0,95

ni
na 1 2 3 4 5 6 7
1 | 161,4500 199,5000 215,7074 224,5832 230,1619 233,0860 236,7684
2 18,5128 19,0000 19,1643 19,2468 19,2064 19,3295 19,3532
3 10,1280  9,5521  9,2766  9,1172 90,0135 89406  8,8867
4 7,7086  6,9443  6,5914  6,3882  6,2561  6,1631  6,0942
5 6,6079 5,781 54095  5,1922 50503  4,9503  4,8759
6 50874 5,433 47571 4,5337  4,3874  4,2839  4,2067
7 55014 47374  4,3468  4,1203 39715  3,8660  3,7870
8 53177 44590  4,0662  3,8379  3,6875  3,5806  3,5005
9 51174 42565  3,8625  3,6331 34817  3,3738  3,2927
10 | 49646  4,1028  3,7083 34780  3,3258 32172  3,1355
11 4,8443 39823 35874  3,3567  3,2039  3,0046  3,0123
12 47472 3,8853 34903  3,2592  3,1059 29961  2,9134
13 | 46672  3,8056  3,4105  3,1791  3,0254 29153 2,832l
14 | 4,6001  3,7389  3,3439  3,1122 29582 28477  2,7642
15 45431  3,6823 32874  3,0556 29013  2,7905  2,7066
16 | 4,4940  3,6337  3,2389  3,0069  2,8524 27413  2,6572
17 | 44513 35915  3,1968 29647 28100  2,6987  2,6143
18 | 4,4139 35546  3,1599 29277 27729  2.6613  2,5767
19 | 43807 35219  3,1274  2,.8951 27401 26283  2,5435
20 | 4,3512  3,4928  3,0084 28661  2,7109  2,5990  2,5140
21 43248 34668  3,0725  2,8401  2,6848 25727  2,4876
22 43009  3,4434  3,0491 28167 26613  2,5491  2.4638
23 | 42793 34221  3,0280  2,7955  2,6400  2,5277  2,4422
24 | 42597 34028  3,0088  2,7763  2,6207  2,5082  2,4226
25 42417 3,3852 20912 27587  2,6030  2,4904  2,4047
2 | 42252 3,3690  2,9752  2,7426  2,5868 24741  2,3883
27 | 42100  3,3541  2,9604  2,7278 25719 24591  2,3732
28 | 41960  3,3404  2,9467  2.,7141 25581 24453  2,3593
29 | 4,1830  3,3277  2,9340  2.,7014 25454 24324  2,3463
30 | 41709  3,3158  2,9223  2,6806  2,5336 24205  2,3343
40 | 4,0847 32317 2,8387  2,6060 24495 23359  2,2490
60 | 4,0012  3,1504  2,7581  2,5252 23683 22541  2,1665
80 3,0604  3,1108  2,718%8 24859 23287 22142  2,1263
120 | 3,9201 30718  2,6802 24472 22809 21750  2,0868
00 3,8415  2,9957  2,6049 23719 22141 2,098  2,0096
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Kvantily Fischerova-Snedecorova rozlozeni pro o = 0,95

—_ =
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120

ny
8 9 10 11 12 13 14
238,8827 240,5433 241,8818 242,835 243,9060 244,6899 245,3640
10,3710 19,3848 19,3959 19,4050 19,4125 19,4180 19,4244
8,8452 88123 87855 87633 87446 87287  8,7149
6,0410 59988 59644 59358 59117 58011 58733
48183 47725 47351  4,7040  4,6777  4,6552  4,6358
41468 4,0990  4,0600  4,0274  3,9999 39764  3,9559
3,7257  3,6767  3,6365  3,6030  3,5747  3,5503  3,5292
34381  3,3881 33472 3,3130  3,2839  3,2500  3,2374
3,2296 3,789  3,1373  3,1025  3,0720  3,0475  3,0255
30717 3,0204 29782 29430 29130  2,8872  2.8647
2,0480  2.8962  2,8536 28179  2,7876  2,7614  2,7386
2,8486  2,7964  2,7534 27173 26866  2,6602  2,6371
2,7669  2,7144  2,6710  2,6347  2,6037 25769  2,5536
2,6087  2,6458  2,6022  2,5655  2,5342  2,5073  2,4837
2,6408 25876 25437  2,5068 24753 24481  2,4244
2,5011 25377 24935 24564 24247  2,3973  2,3733
2,5480 24943 24499 24126  2,3807  2,3531  2,3290
2,5102 24563 24117 23742 23421 23143 2,2900
24768 24227 23779 23402 23080  2,2800  2,2556
24471  2,3928  2,3479 23100 22776  2,2495  2,2250
24205  2,3660  2,3210  2,2820 22504 22222  2,1975
2,3065  2,3419  2,2967  2.2585  2,2258  2.1975  2,1727
2,3748 23201 22747 22364 22036  2,1752  2,1502
2,3551  2,3002  2,2547 22163  2,1834  2,1548  2,1298
2,3371 22821 22365  2,1979 21649 21362  2,1111
2,3205 22655  2,2197  2,1811 21479  2,1192  2,0939
2,3053 22501  2,2043  2,1655  2,1323  2,1035  2,0781
2,2013 22360  2,1900  2,1512 21179  2,0889  2,0635
2,2783 22220 21768  2,1379  2,1045  2,0755  2,0500
2,2662 22107 2,1646  2,1256  2,0921  2,0630  2,0374
2,1802 21240  2,0772  2,0376  2,0035 19738  1,0476
2,0070  2,0401  1,9926  1,9522 19174 18870  1,8602
2,0564  1,9991 1,512 19105  1,8753 18445  1,8174
2,0164 19588 19105  1,8693  1,8337 18026  1,7750
1,9384  1,8799 18307  1,78%6  1,7522  1,7202  1,6918
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Priloha A — Statistick é tabulky

Kvantily Fischerova-Snedecorova rozlozeni pro o = 0,95

ny
ng 15 16 17 18 19 20 25
1 | 245,9490 246,4639 246,9184 247,3232 247,6861 2480131 249,2601
2 10,4201 19,4333 19,4370 19,4402 19,4431 19,4458 19,4558
3 8,7020  8,6923  8,6829 86745  8,6670 86602 8,634l
4 58578 58441 58320 58211 58114 58025 57687
5 4,6188  4,6038  4,5904  4,5785 45678 45581  4,5209
6 3,0381  3,9223  3,9083  3,8057  3.8844  3,8742  3,8348
7 3,5107  3,4944 34799  3,4669 34551 34445  3,4036
8 32184  3,2016  3,1867  3,1733  3,1613  3,1503 3,108l
9 3,0061 29800 29737  2,9600 29477  2,9365  2,8932
10 2,8450  2,8276  2.8120  2,7980  2,7854 27740  2,7298
11 2,7186 2,700  2,6851  2,6709  2,6581  2,6464  2,6014
12 2,6160 25980 25828  2,5684 25554  2,5436  2,4977
13 2,5331 25140 24987 24841 = 24709 24580  2,4123
14 24630 24446 24282 24134 24000  2,3879  2,3407
15 2,4034 23849  2.3683  2.3533  2.3398  2,3275  2,2797
16 2,3522 23335  2,3167  2,3016  2,2880 22756  2,2272
17 2,3077 22888 22719 22567 22429 22304  2,1815
18 2,2686  2,2496  2,2325 22172 22033  2,1906  2,1413
19 2,2341 22149 21977  2,1823 21683  2,1555  2,1057
20 2,2033  2,1840  2,1667  2,1511  2,1370  2,1242  2,0739
21 21757  2,1563  2,1389 21232 2,1090  2,0960  2,0454
22 2,1508  2,1313 21138  2,0980  2,0837  2,0707  2,0196
23 2,1282 21086  2,0910  2,0751  2,0608  2,0476  1,9963
24 2,1077  2,0880  2,0703  2,0543  2,0399  2,0267  1,9750
25 2,0880  2,0691 20513 20353  2,0207  2,0075 19554
26 2,0716  2,0518 20339 20178  2,0032  1,9898  1,9375
27 2,0558 20358  2,0179  2,0017 19870  1,9736  1,9210
28 2,0411  2,0210  2,0030 19868 19720  1,9586  1,9057
29 2,0275  2,0073  1,9803 19730 19581  1,9446  1,8915
30 2,0148  1,9946 19765 19601 19452  1,9317  1,8782
40 1,9245  1,9037  1,8851  1,8682 18529  1,8389  1,7835
60 1,8364  1,8151  1,7959  1,7784  1,7625  1,7480  1,6902
80 1,7932  1,7716  1,7520  1,7342  1,7180  1,7032  1,6440
120 | 1,7505  1,7285  1,7085  1,6904  1,6739  1,6587  1,5980
00 1,6640  1,6435  1,6228  1,6038 1,585  1,5705  1,5061
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30 40 60 80 120 00
250,0052 251,1432 252,1957 252,7237 253,2520 254,3100
10,4624 194707 19,4791 19,4832 19,4874 19,4960
8,6166 85944 85720 85607 85494 85264
57459 57170 56877 56730 56581  5,6281
44957 44638 44314 44150 43985  4,3650
38082  3,7743  3,7398  3,7223  3,7047  3,6689
3,3758  3,3404  3,3043  3,2860  3,2674  3,2208
30794  3,0428  3,0053 2,982 29669  2,9276
28637  2,8259  2,7872 27675  2,7475  2,7067
2,6096  2,6609  2,6211  2,6008 25801  2,5379
2,5705 25309 24901 24692 24480  2,4045
24663 24259  2,3842 23628  2,3410  2,2962
2,3803  2,3392  2,2966  2,2747 22524  2,2064
2,3082 22664  2,2229 22006  2,1778  2,1307
2,2468 22043  2,1601  2,1373 21141  2,0658
2,1938 21507  2,1058  2,0826  2,0589  2,0096
21477  2,1040  2,0584  2,0348  2,0107  1,9604
2,1071  2,0629  2,0166  1,9927  1,0681  1,9168
2,0712  2,0264 19795 19552  1,9302  1,8780
2,0391  1,9938  1,9464 19217  1,8963  1,8432
2,0102 19645 19165 18915  1,8657 18117
1,9842  1,0380  1,8804  1,8641  1,8380  1,7831
1,9605  1,9139  1,8648  1,8392  1,8128  1,7570
1,9390  1,8920  1,8424  1,8164  1,7896  1,7330
1,9192  1,8718 18217  1,7955  1,7684  1,7110
1,010  1,8533  1,8027  1,7762  1,7488  1,6906
1,8842  1,8361  1,7851  1,7584  1,7306  1,6717
1,8687  1,8203  1,7689  1,7418  1,7138  1,6541
1,8543  1,8055  1,7537  1,7264  1,6981  1,6376
1,8400  1,7918  1,7396  1,7121  1,6835  1,6223
1,7444  1,6928  1,6373  1,6077 15766  1,5089
1,6491  1,5943 15343  1,5019 14673  1,3893
1,6017  1,5449 14821 14477 14107  1,3247
1,5543 14952 14200  1,3922  1,3519  1,2539
1,4591  1,3940  1,3180  1,2735  1,2214  1,0000
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Kvantily Fischerova-Snedecorova rozlozeni pro o = 0,975

ni
no 1 2 3 4 5 6 7
1 | 647,7800 799,5000 864,1630 899,5833 9218479 037,1111 948,2169
2 38,5063 39,0000 39,1655 39,2484 39,2982 39,3315 39,3552
3 17,4434 16,0441 15,4392 15,1010 14,8848 14,7347 14,6244
4 12,2179 10,6491  9,9792  9.6045  9,3645  9,1973  9,0741
5 10,0070 84336  7,7636  7.3879 7,464  6,9777  6,8531
6 88131  7.2599 65988  6,2272 59876 58198  5,6955
7 8,0727  6,5415 58898 55226 52852  5,1186  4,9949
8 75709  6,0595 54160 50526  4,8173  4,6517  4,5286
9 72093 57147 50781 47181 = 44844 43197  4,1970
10 6,367 54564  4,8256  4,4683 42361  4,0721  3,0498
11 6,7241 52559  4,6300  4,2751  4,0440  3,8807  3,7586
12 6,5538  5,0959 44742  4,1212  3,.8911  3,7283  3,6065
13 6,4143 49653  4,3472  3,9959  3,7667  3,6043  3,4827
14 6,2079 48567  4,2417  3,8919  3,6634  3,5014  3,3799
15 6,1995 47650  4,1528  3,8043  3.,5764  3,4147  3,2934
16 6,1151  4,6867  4,0768  3,7204 355021  3,3406  3,2194
17 6,020 46180 40112  3,6648 34379 32767  3,1556
18 59781  4,5597  3,9539  3,6083  3,3820  3,2209  3,0999
19 59216  4,5075  3,9034  3,5587  3,3327  3,1718  3,0509
20 58715 44613  3,8587  3,5147 32891  3,1283  3,0074
21 58266  4,4199 38188 34754 32501  3,0805  2,9686
22 57863  4,3828  3,7829  3.4401  3,2151  3,0546  2,9338
23 57498 4,3492 37505  3,4083  3,1835  3,0232  2,9023
24 57166  4,3187  3,7211  3,3794  3,1548  2,9946  2,8738
25 56864  4,2900  3,6943  3,3530  3,1287  2,9685  2,8478
26 56586 42655  3,6697  3,3280  3,1048  2,9447  2,8240
27 56331 4,2421  3,6472  3,3067  3,0828  2,9228  2.8021
28 56096  4,2205  3,6264  3,2863  3,0626  2,9027  2,7820
29 55878  4,2006  3,6072  3,2674  3,0438  2,8840  2,7633
30 55675  4,1821 35894  3,2499  3,0265  2,8667  2,7460
40 54239  4,0510 34633  3,1261 29037  2,7444  2,6238
60 52856  3,9253  3,3425  3,0077  2,7863  2,6274  2,5068
80 52184  3.8643  3,2841 29504  2,7295  2,5708  2,4502
120 | 5,1523  3,8046  3,2269  2,8943 26740 25154  2,3948
00 50239  3,6880  3,1161 27858  2,5665  2,4082  2,2875
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8 9 10 11 12 13 14
956,6562 963,2846 968,6274 973,0252 976,7080 979,8368 982,5278
39,3730 39,3869 39,3980 39,4071 39,4146 39,4210 39,4265
14,5309 14,4731 14,4189 14,3742 14,3366 14,3045 14,2768
8,0796 89047 88439  8,7935 87512 87150  8,6838
6,7572  6,6811  6,6192  6,5678  6,5245  6,4876  6,4556
55996 55234 54613 54008 53662 53290 52968
48993 48232 47611  4,7095  4,6658  4,6285  4,5961
44333 43572 42951 42434 41997 41622 4,1297
4,1020  4,0260  3,9639 39121  3.8682  3,8306  3,7980
3,8549  3,7790  3,7168  3,6649  3,6209  3,5832  3,5504
3,6638  3,5879  3,5257 34737 34296  3,3917  3,3588
35118 34358  3,3736  3,3215 32773 3,2393  3,2062
3,3880  3,3120  3,2497 3,975  3,1532  3,1150  3,0819
3,2853  3,2093  3,1469  3,0946  3,0502  3,0119  2,9786
3,1987  3,1227  3,0602  3,0078 29633  2,9249  2.8915
3,1248  3,0488 29862 29337 28390  2,8506  2,8170
30610  2,9849 20222 28696  2.8249  2,7863  2,7526
3,0053  2,9201  2,8664 28137 27689 27302  2,6964
2,0563  2,8801  2,8172  2,7645  2,7196  2,6808  2,6469
2,0128 28365  2,7737  2,7209  2,6758  2,6369  2,6030
28740 27977 2,7348  2,6819  2,6368  2,5978  2,5638
2,8392 27628  2,6998  2,6469  2,6017  2,5626  2,5285
28077 27313 2,6682  2,6152 25699  2,5308  2,4966
2,7791  2,7027  2,6396  2,5865  2,5411  2,5019  2,4677
2,7531  2,6766  2,6135  2,5603  2,5149 24756  2,4413
2,7293  2,6528  2,5896  2,5363 2,908 24515 24171
2,7074  2,6309  2,5676  2,5143 24688 24203  2,3949
2,6872  2,6106  2,5473 24940 24484 24089  2,3743
2,6686  2,5910 25286 24752 24295 23900  2,3554
2,6513 25746 25112 24577 24120  2,3724  2,3378
2,5280 24519  2,3882  2.3343 22882 22481  2,2130
24117 23344 22702 22159 21692  2,1286  2,0929
2,3549 22775 22130  2,1584 21115  2,0706  2,0346
2,2004 22217 2,570  2,1021  2,0548  2,0136  1,9773
2,1018 21136  2,0483  1,9927 1,447  1,9027  1,8656
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Kvantily Fischerova-Snedecorova rozlozeni pro o = 0,975

ni
ng 15 16 17 18 19 20 25
1 | 984,8668 986,9187 988,7331 990,3490 991,7973 993,1028 998,0808
2 39,4313 39,4354 39,4391 39,4424 39,4453 39,4479 39,4579
3 14,2527 14,2315 14,2127 14,1960 14,1810 14,1674 14,1155
4 8,6565  8,6326  8,6113 85924 85753 85599  8,5010
5 6,4277  6,4032  6,3814  6,3619  6,3444  6,3286  6,2679
6 52687 52439 52218 52021 51844 51684  5,1069
7 45678 45428  4,5206  4,5008 44829 44667  4,4045
8 41012  4,0761  4,0538  4,0338  4,0158  3,9995  3,9367
9 3,7694  3,7441  3,7216  3,7015  3,6833  3,6669  3,6035
10 35217  3,4963  3.4737 34534 34351 34185  3,3546
11 3,3299  3,3044  3,2816  3,2612 32428  3,2261  3,1616
12 3,1772  3,1515  3,1286  3,1081  3,0896  3,0728  3,0077
13 3,0527  3,0260  3,0039 29832 29646 29477 2,882l
14 2,0493 29234 29003 28795 28607  2,8437  2,7777
15 2,8621  2,8360  2.8128 27919 27730  2,7559  2,6894
16 2,7875 27614 27380  2,7170  2,6980  2,6808  2,6138
17 2,7230  2,6968  2,6733  2,6522  2,6331  2,6158  2,5484
18 2,6667 26404  2,6168  2,5956 25764  2,5590  2,4912
19 2,6171 25907 25670  2,5457 25265  2,5089  2,4408
20 2,5731  2,5465  2,5228  2,5014 24821 24645  2,3959
21 2,5338  2,5071 24833 24618 24424 24247  2,3558
22 24984 24717 24478 24262 24067  2,3800  2,3198
23 24665 24396 24157  2,3940 23745 23567  2,2871
24 24374 24105  2,3865  2,3648  2,3452 23273 2,2574
25 24110 23840  2,3599  2,3381 23184 23005  2,2303
26 2,3867  2,3597 23355 23137 2,2939 22759  2.2054
27 2,3644  2,3373 23131 22912 22713 22533  2,1826
28 2,3438 23167  2,2924 22704 22505 22324  2,1615
29 2,3248 22976  2,2732 22512 22313 22131  2,1419
30 2,3072 22799 22554 22334 22134 21952  2,1237
40 2,1819 21542  2,1293  2,1068  2,0864  2,0677 1,943
60 2,0613 20330  2,0076 19846 19636  1,9445  1,8687
80 2,0026  1,9741  1,9483 19250  1,9037  1,8843  1,8071
120 | 1,9450 19161  1,8900  1,8663  1,8447  1,8249  1,7462
00 1,8326  1,8028  1,7759  1,7515  1,7201  1,7085  1,6259
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ni
no 30 40 60 80 120 00
1 | 1001,4140 1005,5980 1009,8000 1011,0080 1014,0200 1018,3000
2 39,4646 39,4729 39,4812 39,4854 39,4806 39,4980
3 14,0805 14,0365 13,9921 13,9697 13,9473 13,9020
4 8,4613 8,4111 8,3604 8,3349 8,3092 8,2573
5 6,2269 6,1750 6,1225 6,0960 6,0693 6,0153
6 5,0652 5,0125 4,9589 41,0318 4,9044 4,8491
7 4,3624 4,3089 4,2544 4,2268 4,1989 4,1423
8 3,8940 3,8398 3,7844 3,7563 3,7279 3,6702
9 3,5604 3,5055 3,4493 3,4207 3,3918 3,3329
10 3,3110 3,2554 3,1984 3,1694 3,1399 3,0798
11 3,1176 3,0613 3,0035 2,9740 2,9441 2,8828
12 2,9633 2,9063 2,8478 2,8178 2,7874 2,7249
13 2,8372 2,7797 2,7204 2,6900 2,6590 2,5955
14 92,7324 2,6742 2,6142 2,5833 2,5519 2,4872
15 2,6437 2,5850 2,5242 2,4930 2,4611 2,3053
16 2,5678 2,5085 2,4471 2,4154 2,3831 2,3163
17 2,5020 2,4422 2,3801 2,3481 2,3153 92,2474
18 2,4445 2,3842 2,3214 2,2890 2,2558 2,1869
19 2,3937 2,3329 2,2696 2,2368 2,2032 2,1333
20 2,3486 2,2873 2,2234 2,1902 2,1562 2,0853
21 2,3082 92,2465 92,1819 2,1485 92,1141 2,0422
22 2,2718 2,2097 2,1446 2,1108 2,0760 2,0032
23 2,2389 2,1763 2,1107 2,0766 2,0415 1,9677
24 2,2090 2,1460 2,0799 2,0454 2,0099 1,9353
25 2,1816 92,1183 2,0516 2,0169 1,9811 1,9055
26 2,1565 2,0028 2,0257 1,9907 1,9545 1,8781
27 2,1334 2,0693 2,0018 1,9665 1,9299 1,8527
28 92,1121 92,0477 1,9797 1,9441 1,9072 1,8291
29 2,0923 2,0276 1,9591 1,9232 1,8861 1,8072
30 2,0739 2,0089 1,9400 1,9039 1,8664 1,7867
40 1,9429 1,8752 1,8028 1,7644 1,7242 1,6371
60 1,8152 1,7440 1,6668 1,6252 1,5810 1,4821
80 1,7523 1,6790 1,5987 1,5549 1,5079 1,3997
120 1,6899 1,6141 1,5299 1,4834 1,4327 1,3104
00 1,5660 1,4835 1,3883 1,3329 1,2684 1,0000
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Priloha B — Z akladni informace o programu STATISTICA 6

Systém ma modularni stavbu. V multilicenci pro Masarykovu univerzitu jsou k dis-
pozici moduly: Basic Statistics/Tables, Multiple Regression, ANOVA, Nonpara-
metrics, Distribution Fitting, Advanced Linear / Nonlinear Models, Multivariate
Explorartory Techniques, Industrial Statistics & Six Sigma.

Velké mnozstvi informaci o systému STATISTICA Ize najit na webové strance
spolecnosti StatSoft, ktera je jejim distributorem v Ceské republice (internetové
adresa je www.statsoft.cz). Z této stranky vede rovnéz odkaz na elektronickou
ucebnici statistiky.

STATISTICA 6 mé& nékolik typu oken:

B spreadsheet (datové okno, ma priponu sta, jeho obsah vsak lze exporto-
vat i v jinych formétech). Do datového okna lze nacitat datové soubory
nejruznéjsich typu (napf. z tabulkovych procesoru, databdzové soubory, AS-
CII soubory).

B workbook (md piiponu stw). Do workbooku ukladaji vystupy, tj. tabulky
a grafy. Sklada se ze dvou oken, v levém okné je znazornéna stromova struk-
tura vystupu, v pravém jsou samotné vystupy. V levém okné se lze pohybo-
vat mysi nebo kurzorem, mazat, presouvat, editovat apod. Vystupy mohou
slouzit jako vstupy pro dalsi analyzy a grafy.

B report (ma priponu str, 1ze ho ulozit i ve formétu rtf, txt ¢i htm). Pokud
pozadujeme, aby se vystupy ukladaly nejen do workbooku, ale i do reportu,
postupujeme takto: Tools - Options - Output Manager - zaskrtneme Also
send to Report Window - OK. Report se podobné jako workbook sklada ze
dvou oken. Do reportu muzeme vkladat vlastni text, vysvétlujici komentére,
poznamky apod. Tabulky a grafy 1ze v reportu i workbooku déle upravovat.

B okno grafa (pfipona stg, 1ze ho ulozit i jako bmp, jpg, png a wmf). Ziské se
tak, ze ve workbooku klikneme pravym tlacitkem na graf a vybereme Clone
Graph.

B programovaci okno (piipona svb). Slouzi pro zapis programu v jazyku
STATISTICA Visual Basic. Mezi jednotlivymi typy oken se prepindame po-
moci polozky Window v hlavnim menu.
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B.1.

Bodov é zpracov ani ¢etnosti

Zapiste do datového okna programu STATISTICA datovy soubor, ktery
bude obsahovat znamky z matematiky, angli¢tiny a tidaje o pohlavi dvaceti
studentu (viz ptiklad 1.10).

Navod: File — New — Number of variables 3, Number of cases 20, OK.

Znaky nazvéte X, Y, Z, vytvorte jim ndveésti (X — zndmka z matematiky, Y
— znamka z anglictiny, Z — pohlavi studenta) a popiste, co znamenaji jed-
notlivé varianty (u znaku X a Y: 1 — vyborné, 2 — velmi dobre, 3 — dobfe,
4 - neprospél, u znaku Z: 0 — zena, 1 — muz). Soubor ulozte pod ndzvem
znamky.sta.

Néavod: Kurzor nastavime na Varl — 2x klikneme mysi — Name X — Long
Name znamka z matematiky, Text label — 1 vyborné, 2 velmi dobte, 3 dobte,
4 neprospél, OK. U proménné Y lze text label okopirovat z proménné X —
v Text Labels Editor zvolime Copy from variable X.

Prepinani mezi ¢iselnymi hodnotami a jejich textovym popisem se déje po-
moci tlacitka s obrazkem stitku.

U znaku X a Y vypoctéte absolutni cetnosti, relativni ¢etnosti a relativni
kumulativni ¢etnosti. Navod: Statistics - Basic Statistics/Tables - Frequency
tables - OK - Variables X, Y, OK - Summary. Vsechny t#i tabulky se ulozi
do workbooku a listovat v nich muzeme pomoci stromové struktury v levém
okné.

Vytvorte sloupkovy diagram absolutnich éetnosti znaku X a Y.
Névod: Graphs — Histograms — Variables X, Y — OK — vypneme Normal fit
— Advanced — zaskrtneme Breaks between Columns, OK.

Vytvorte vysetovy diagram absolutnich ¢etnosti znaki X a Y.
Névod: Graphs — 2D Graphs — Pie Charts — Variables X, Y — OK — Advanced
— Pie legend Text and Percent (nebo Text and Value) — OK.

Vytvoite polygon absolutnich ¢etnosti znaku X a Y.

Néavod: ve workbooku vstoupime do tabulky rozlozeni ¢etnosti proménné X.
Pomoci Edit — Delete — Cases vymazeme fadek oznaceny Missing. Nastavime
se kurzorem na Count — Graphs — Graphs of Block Data — Line Plot:Entire
Columns. Vykresli se polygon ¢etnosti.

Vytvorte graf empirické distribuéni funkce znaku X.

Névod: Pfi tvorbé histogramu zaddme v Advanced volbu Showing Type
Cumulative, Y axis % — 2x klikneme mysi na pozadi grafu — otevie se okno
All Options — vybereme Plot: Bars — Type Rectangles. V tomto grafu jsou
vsak svislé ¢ary az k vodorovné ose. Lize pouzit i jiny typ grafu: vytvorime
novy datovy soubor, ktery bude mit dvé proménné a piipadu o dva vic nez
je pocet variant znaku X. Do 1. proménné zapiSeme do 1. fadku hodnotu o 1
mensi nez je 1. varianta znaku X, pak varianty znaku X a nakonec hodnotu
o 1 vétsi nez je posledni varianta znaku X. Do 2. proménné zapiSeme 0,
pak relativni kumulativni ¢etnosti znaku X (v procentech) a nakonec 100.
Graphs — Scatterplots —Variables V1, V2 — OK — vypneme Linear fit - OK —
2x klikneme na pozadi grafu — Plot:General — vypneme Markers, zaskrtneme
Line — Line Type: Step — OK.
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Vytvoite graf ¢etnostni funkce znaku X.

Néavod: Pfi tvorbé histogramu zaddme v Advanced Y axis % — 2x klikneme
mysi na pozadi grafu — vybereme Plot General — zaskrtneme Markers —
vybereme Plot:Bars — Type Lines.

. Z datového souboru vyberte pouze Zeny (pouze muze) a tikol 3 provedte

pro zeny (pro muze). Ndvod: Statistics - Basic Statistics/Tables - Frequency
tables - OK - Variables X, Y, OK - Select Cases - zaskrtneme Selection
Conditions - Include cases - zaskrtneme Specific, selected by Z = 0, OK.

. Nadale pracujte s celym datovym souborem. Vytvoite kontingenéni tabulku

absolutnich ¢etnosti znaku X a Y a graf simultanni ¢etnosti funkce.

Névod: Statistics — Basic Statistics/Tables — Tables and banners — OK —
Select cases — All — OK — Specify tables — List 1 X, List 2 Y, OK, Summary.
Vytvoreni grafu simultanni cetnostni funkce: Navrat do Crosstabulation
Tables Result — 3D histograms — vybereme Axis Scaling — Mode Manual
— Minimum 0 (a totéz provedeme pro Axis Y) — déle vybereme Graph Lay-
out — Type — Spikes — OK. Graf lze natacet pomoci Point of View.

Vytvoite kontingenc¢ni tabulku sloupcové a fadkové podminénych relativnich
cetnosti znaki X a Y.

Névod: Navrat do Crosstabulation Tables Result — Options — zaskrtneme ve
sloupci Compute tables volbu Percentages of column counts (resp. Percen-
tages of row counts).



B.2.

Intervalov € zpracov ani Cetnosti

Zapiste do datového okna programu STATISTICA datovy soubor, ktery
bude obsahovat idaje o mezi plasticity oceli a mezi pevnosti (viz piriklad
2.13). Proménnym X a Y vytvorte naveésti ,, mez plasticity “ a ,,mez pevnosti‘.
Soubor pak ulozte pod ndzvem ocel.sta.

Navod: viz 1. cviceni, bod 1.

Pro X a Y pouzijeme intervalové zpracovani ¢etnosti. Pro aplikaci Sturger-
sova pravidla potfebujeme znat pocet variant proménné X a Y.

Navod: Zjisténi absolutnich ¢etnosti — viz 1. cviceni, bod 3. Zjisténi poctu va-
riant: ve workbooku se nastavime kurzorem na sloupec Count — 2x klikneme
mysi — vybereme Values/Stats — ve vystupni tabulce se objevi mj. N. Pocet
variant je N—1. (X m4 50 variant, Y ma 52 variant, v obou pfipadech volime
7 tiidicich intervalu.) Déle musime zjistit minimum a maximum, abychom
vhodné stanovili tiidici intervaly.

Néavod: Statistics — Basic Statistics/Tables — Descriptive statistics — Varia-
bles X, Y — zaskrtneme Minimum & maximum — Summary. (Pro X je mini-
mum 33 a maximum 160, tedy vhodna volba tiidicich intervala je (30, 50),
50,70),. .., (150,170) — viz priklad 2.13, pro Y je minimum 52 a maximum
189, tedy tiidici intervaly zvolime (50, 70), 70,90, ...170,190) — viz piiklad
2.19.)

Vytvorte histogram pro X a pro Y.

Néavod: Graphs — Histograms — Variables X — vypneme Normal fit — Advan-
ced — zaskrtneme Boundaries — Specify Boundaries — 50 70 90 110 130 150
170 OK — Y Axis %. 2x klikneme na pozadi grafu a ve volbé All Options
muzeme ménit ruzné vlastnosti grafu.

Upozornéni: STATISTICA v histogramu znazoriuje relativni ¢etnost vyskou
obdélniku, nikoliv jeho plochou, coz neni v souladu s definici 2.14.

Proved'te zakédovani hodnot proménnych X a Y do pifslusnych tifdicich
intervalu.

Névod: Insert — Add Variables — 2 — After Y — OK — pfejmenujeme je na RX
a RY. Nastavime se kurzorem na RX — Data — Recode — vyplnime podminky
pro vSech 7 kategorii. (Pozor — podminky se musi psat ve tvaru X>30 and
X<=50 atd.). Pak klepneme na OK. Analogicky pro Y.

Vytvorte graf intervalové empirické distribuéni funkce pro X.

Navod: Vytvorime Frequency table pro RX. Pied 1. ptipad vlozime tédek,
kde do Category napiSseme 0 a do Cumulative Count také 0. Nastavime se
kurzorem na Cumulative Percent — Graphs — Graphs of Block Data — Custom
Graph from Block by Column — Line Plots (Variables) — OK. 2x klikneme
na pozadi grafu — Plot: General — vypneme Markers — Axis: Scaling — Mode
Manual — Minimum 1, Maximum 9 — Axis: Custom Units — Position 1, Text
30 atd az Position 9, Text 190 — OK.

Sestavte kontingenéni tabulky absolutnich ¢etnosti (relativnich ¢etnosti,
sloupcové a fadkové podminénych relativnich ¢etnosti) dvourozmérnych tii-
dicich intervalu pro (X,Y).

Navod: Viz dkol ¢. 6 ve cviceni 1, kde budeme pracovat s proménnymi RX
a RY.
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B.3. Vypo Cet Ciselnych charakteristik jednorozm  érného
a dvourozm érného souboru, regresni p fimka

1. Nagctéte soubor znamky.sta. Pro znamky z matematiky a angli¢tiny vypocteé-
te medidn, dolni a horni kvartil a kvartilovou odchylku. Vysledky porovnejte
s piikladem 3.5.
Névod: Stastistics — Basic Statistics/Tables — Descriptive Statistics — OK —
Variables X, Y, OK — zaskrtneme Median, Lower & upper quartiles, Quartile
range — Summary.

2. Nactéte soubor ocel.sta. Pro mez plasticity a mez pevnosti vypoctéte aritme-
tické prumeéry, smérodatné odchylky a rozptyly. Vysledky porovnejte s piik-
ladem 3.17.

Névod: Névod: Stastistics — Basic Statistics/Tables — Descriptive Statistics
— OK — Variables X, Y, OK — zagkrtneme Mean, Standard Deviation, Vari-
ance — Summary.

Vysvétleni: Rozptyl a smérodatnd odchylka vyjdou ve STATISTICE jinak
nez v piiklad 3.17, protoze STATISTICA ve vzorci pro vypocet rozptylu
nepouziva 1/n, ale 1/(n — 1) — bude objasnéno pozdéji v matematické sta-
tistice.

3. Nakreslete dvourozmérny teckovy diagram pro (X,Y).
Névod: Graphs — Scatterplots — Variables X,Y — OK — vypneme Linear fit
- OK.

4. Vypoctéte kovarianci a koeficient korelace meze plasticity a meze pevnosti.
Vysledky porovnejte s piikladem 3.17.
Névod: Statistics — Multiple Regression — Variables Independent X, Depen-
dent Y — OK — OK — Residuals/assumption-prediction — Descriptive statis-
tics — Covariances. Pro ziskani korelacniho koeficientu zvolime Correlation
misto Covariances.
Vysvétleni: Kovariance vyjde ve STATISTICE jinak nez v piikladu 3.17,
protoze ve STATISTICE se ve vzorci pro vypocet kovariance nepouziva 1/n,
ale 1/(n — 1) — bude objasnéno pozdéji.

5. Urcete koeficienty regresni primky meze pevnosti na mez plasticity a sta-
novte index determinace. Urcete regresni odhad meze pevnosti, je-li mez
plasticity 110. Nakreslete regresni pfimku do dvourozmérného teckového di-
agramu.

Néavod: V tabulce Multiple Regression zvolime Variables Independent X,
Dependent Y — OK — Summary:Regression results. Ve vystupni tabulce na-
jdeme koeficient by ve sloupci B na radku oznaceném Intercept, koeficient by
ve sloupci B na fadku oznaceném X, index determinace pod oznacenim R2.
Pro vypocet predikované hodnoty zvolime Residuals/assumption/prediction
Predict dependent variable X:110 — OK. Ve vystupni tabulce je hledand hod-
nota oznacena jako Predictd.

Nakresleni regresni primky: Navrat do Multiple Regression — Residuals / as-
sumption / prediction — Perform residuals analysis — Scatterplots — Bivariate
correlation — X, Y — OK. Jiny zpusob: Do dvourozmérného teckového dia-
gramu nakreslime regresni ptimku tak, ze v tabulce 2D Scatterplots zvolime
Fit Linear, OK.
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B.4. Vypo Cty pravd épodobnosti s vyuzitim distribu  ¢ni
funkce binomick ého rozlozeni

Ozna¢me X nahodnou veli¢inu. Jeji distribuéni funkci zavedeme vztahem ®(x) =
P(X < x). Pokud ndhodna veli¢ina X nabyvé pouze kone¢né nebo spocetné mnoha
hodnot, lze pomoci ®(x) vyjadrit nésledujici pravdépodobnosti:

a) PX=z)=P(X<z)-PX<z-1)=®(z)— d(x—1);

b) PIX>z)=1-P(X<z)=1-PX<z-1)=1—-®(z—1);

C) P(I‘l <X< .%'2) = P(.%'l —1< X< 1‘2) = ‘I’(.%'Q) — (I)(I'l — 1).

STATISTICA poskytuje hodnoty distribu¢nich funkci mnoha rozlozeni. Omezime
se na binomické rozlozeni (funkce IBinom(x, p, n), kde = ... pocet uspéchu, p
.. pravdépodobnost tspéchu v jednom pokusu, n ... celkovy pocet pokusi).

Vzorovy piiklad na binomické rozloZeni: Pojistovna zjistila, ze 12% po-
jistnych udélosti je zpusobeno vloupanim. Jaké je pravdépodobnost, Ze mezi 30
nahodné vybranymi pojistnymi udalostmi bude zptusobeno vloupanim a) nejvyse
6, b) aspon 6, ¢) pravé 6, d) od dvou do péti?

Reseni:

X ...pocet pojistnych udélosti zpusobenych vloupanim , n = 30, p = 0,12.
ad a) P(X <6) =®(6) = 0,9393,

ad b) P(X >6)=1—-—P(X <5)=1-®(5) =0,1431,

ad ¢) P(X =6) = ®(6) — ®(5) = 0,0825,

ad d) P(2 < X <5)=®(5) — ®(1) = 0,7469.

Postup ve STATISTICE: Otevieme novy datovy soubor se ¢tyfmi proménnymi
a o jednom piipadu.

Reseni:

Do Long Name 1. proménné napiseme =IBinom(6;0,12;30).

Do Long Name 2. proménné napiSseme =1-IBinom(5;0,12;30).

Do Long Name 3. proménné napiSeme =IBinom(6;0,12;30)-IBinom(5;0,12;30).

Do Long Name 4. proménné napiSseme =IBinom(5;0,12;30)-IBinom(1;0,12;30).
(Do Lange Name proménné vstoupime tak, ze v datovém okné 2x klikneme mysi
na nazev proménné.)

Kresleni grafti distribuéni funkce a pravdépodobnostni funkce bino-
mického rozlozeni

Vzorovy priklad: Nakreslete graf distribuéni funkce a pravdépodobnostni funkce
nahodné veliciny X ~ Bi(12;0,3).

Postup ve STATISTICE: Vytvoiime novy datovy soubor o 3 proménnych a 13
pripadech. Prvni proménnou nazveme X a ulozime do ni hodnoty 0, 1,..., 12 (do
Long Name napiseme =v0—1). Druhou proménnou nazveme DF a ulozime do nf
hodnoty distribuéni funkce (do Long Name napiseme piikaz =IBinom(x;0,3;12)).
Tteti proménnou nazveme PF a ulozime do ni hodnoty pravdépodobnostni funkce
(do Long Name napiSeme piikaz =Binom(x;0,3;12)).

Graf distribuéni funkce: Graphs — Scatterplots — Variables X, DF — OK — vy-
pneme Linear fit — OK — 2x klikneme na pozadi grafu — Plot: General — zaskrtneme
Line — Line Type: Step — OK.
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Graf pravdépodobnostni funkce: Graphs — Scatterplots — Variables X, PF —
OK — vypneme Linear fit — OK.

Podle tohoto navodu nakreslete grafy distribu¢nich a pravdépodobnostnich funkei
binomického rozlozeni pro ruznd n a p, napi. n = 5, p = 0,5 (resp. 0,75) apod.
Sledujte vliv parametru na vzhled grafu.
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B.5. Grafy hustot a distribu ¢nich funkci, vypo cet kvan-

STATISTICA umi kreslit grafy hustot a distribuénich funkei mnoha spojitych
rozlozeni a pocitat kvantily téchto rozlozeni. Slouzi k tomu Probability Calculator
v menu Statistics. Zaméfime se na rozlozeni uvedend definici 8.6.

. Rovnomérné spojité rozlozeni Rs(0,1)

Statistics — Probability Calculator — Distributions — Beta — shape 1 — napiSe-
me 1, shape 2 — napiSeme 1. STATISTICA vykresli graf hustoty a distribuéni
funkce. Hodnotu a-kvantilu zjistime tak, ze do okénka oznaceného p napi-
Seme dané « a po kliknuti na Compute se v okénku Beta objevi hodnota
tohoto kvantilu.

. Ezponencidlni rozlozeni Ex(\)

Ve volbé Distributions vybereme Exponential a do okénka lambda napiSeme
patficnou hodnotu. Hodnotu a-kvantilu zjistime tak, ze do okénka oznace-
ného p napiSeme dané « a po kliknuti na Compute se v okénku exp objevi
hodnota tohoto kvantilu.

. Normdlni rozlozeni N (u,c?)

Ve volbé Distributions vybereme Z (Normal), do okénka mean napiSeme
hodnotu p a do okénka st. dev. napiSeme hodnotu . Hodnotu a-kvantilu
zjistime tak, ze do okénka oznaceného p napiseme dané a a po kliknuti na
Compute se v okénku X objevi hodnota tohoto kvantilu.

. Pearsonovo rozloZeni chi-kvadrdt s n stupni volnosti x2(n)

Ve volbé Distributions vybereme Chi 2 a do okénka df napiSeme patiicny
pocet stupnu volnosti. Hodnotu a-kvantilu zjistime tak, ze do okénka ozna-
¢eného p napiSeme dané « a po kliknuti na Compute se v okénku Chi 2
objevi hodnota tohoto kvantilu.

. Studentovo rozloZeni s n stupni volnosti t(n) Ve volbé Distributions vybe-
reme t (Student) a do okénka df napiSeme patficny pocet stupnu volnosti.
Hodnotu a-kvantilu zjistime tak, ze do okénka oznaceného p napiSeme dané
a a po kliknuti na Compute se v okénku t objevi hodnota tohoto kvantilu.

. Fisherovo-Snedecorovo rozloZeni s ni a na stupni volnosti F(ny,ng)

Ve volbé Distributions vybereme F (Fisher) a do okének dfl a df2 napiseme
pocet stupnu volnosti Citatele a jmenovatele. Hodnotu a-kvantilu zjistime
tak, ze do okénka oznaceného p napiseme dané « a po kliknuti na Compute
se v okénku F objevi hodnota tohoto kvantilu.
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B.6. Intervaly spolehlivosti pro parametry norm alniho
rozlozeni

1. Interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu, kdyz nezndme rozptyl: pro tuto
situaci umi STATISTICA vypocitat meze intervalu spolehlivosti sama.

Piiklad: Pti kontrole péti balickt cukru o deklarované hmotnosti 1000 g byly
zjistény tyto odchylky: —3, 2, —2, 0, 1. Odchylky povazujeme za realizace
nahodného vybéru rozsahu 5 z rozlozeni N (u,0?). Sestrojte 90% interval
spolehlivosti pro .

Néavod: Vytvoiime novy datovy soubor o jedné proménné a péti pripadech.
Zapiseme do néj uvedené odchylky. Statistics — Basic Statistics/Tables —
Descriptive statistics — OK — Advanced - Variables v1, OK, zaskrtnéte Conf.
limits for mean — Interval 90%, Summary.

2. Ve vsech ostatnich piipadech postupujeme podle vzorct uvedenych ve vétach
12.9 a 12.13. Uvedme postup pro situaci, kdy hleddme interval spolehli-
vosti pro rozdil stfednich hodnot dvou nezavislych norméalné rozlozenych
nidhodnych vybért, kdyz nezndme rozptyly, ale vime, Ze jsou shodné.
Priklad: Na jisté velké americké univerzité bylo v r. 1969 ndhodné vybrano
5 profesorek a nezavisle na tom 5 profesoru a byl zjistén jejich roéni pfijem
v tisicich dolarti. Zeny: 9 12 8 10 16, muzi: 16 19 12 11 22. Piedpokladame, ze
uvedené hodnoty jsou realizace dvou nezavislych nahodnych vybéru, prvni
z rozlozeni N(u1,0?), druhy z rozlozeni N(uz,0?). Sestrojte 95% interval
spolehlivosti pro rozdil strednich hodnot.

Navod: Vytvoiime novy datovy soubor o ¢tyfech proménnych (Plat, Sex,
HorniMez, DolniMez) a 10 piipadech. Do proménné Plat napiseme piijmy
zen, pak pi{jmy muzia. Do proménné Sex napiSeme 5x jednicku a 5x dvojku
(1=zena, 2=muz). Pomoci Descriptive statistics zjistime pruméry a rozptyly
platu zen a muzu. (Vybér Zen ¢i muzu: viz cviceni 1, tikol 5.).
Vysledky: my = 11, s? = 10, ny = 5, ma = 16, s53 = 21,5, ny = 5. Do Long
Name proménné DolniMez napiSeme vzorec pro dolni mez (viz véta 12.13
(b):
=11-16-sqrt((4*104+4%*21,5)/8)*sqrt(1/54+1/5)*VStudent(0,975;8)
Do proménné DolniMez se 10x ulozi hodnota —10,79. Do Long Name pro-
ménné HorniMez napiSeme vzorec pro horni mez (viz véta 12.13 (b)):
=11-16+sqrt((4*10+4*21,5) /8)*sqrt(1/5+1/5)*VStudent(0,975;8)
Do proménné HorniMez se 10x ulozi hodnota 0,79. Znamena to, ze s prav-
dépodobnosti asponi 0,95 lezi rozdil stfednich hodnot platu Zen a muzu v in-
tervalu (—10,79;0,79). Tento vysledek vSak nemd prakticky vyznam, protoze
rozsahy obou vybéru byly piili§ malé.

Piiklad: Vyfeste pomoci STATISTIKY priklad 12.16.

Néavod: Vytvorime novy datovy soubor o tfech proménnych (Leva, Prava, Rozdil)
a Sesti pripadech. Do prvnich dvou proménnych zapiSeme zjisténé hodnoty. Do
LongName proménné Rozdil napiSeme =Leva - Prava a nyni postupujeme stejné
jako v ikolu 1.
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B.7. Testov ani hypot €z o parametrech norm alniho rozlo-
Zeni

Jednovybérovy t-test

Priklad: Pii kontrole balicitho automatu, ktery mé plnit cukrem balicky o hmot-
nosti 1000 g, byly pfi presném prevazeni péti balicku zjistény tyto odchylky (v gra-
mech) od pozadované hodnoty: 3, —2, 2, 0, 1. Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte
hypotézu, ze automat nemé systematickou odchylku od pozadované hodnoty.
Navod pro provedeni t-testu: Vytvoite soubor o jedné proménné X a péti
piipadech. Do X zapiste namérené hodnoty. V menu Basic Statistics/Tables vy-
berte volbu t-test, single sample, OK, Variables X, zaskrtnéte Test all means agains
0, Summary. Ve vystupni tabulce najdete hodnotu testového kritéria a p-hodnotu.
Pokud p-hodnota nabude hodnoty < «, pak se nulovou hypotézu zamita na hladiné
vyznamnosti c.

Dvouvybérovy t-test

Priiklad: Na jisté velké americké univerzité bylo v r. 1969 ndhodné vybréano 5
profesort a nezavisle na tom 5 profesorek a byl zjistén jejich roéni ptijem v tisicich
dolaru.

Zeny: | 9 | 12| 8 | 10 | 16
Muzi: || 16 | 19 | 12 | 11 | 22

Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze stredni hodnota prijmu zen je
stejnd jako stfedni hodnota prijmu muzu.

Navod: Vytvoite soubor o dvou proménnych (Plat a Sex) a 10 pripadech. Do
proménné Plat napiSte piijmy zen a muzu a do proménné Sex dejte 5X jednicku a
5x dvojku. V menu Basic Statistics/Tables vyberte volbu t-test, independent, by
groups, OK, Variables — Grouping Sex, Dependent Plat, OK, Summary T-tests. Ve
vystupni tabulce se nejprve podivejte na p-hodnotu pro test homogenity rozptylu.
Je-li vétsi nez zvolend hladinu vyznamnosti, zjistéte hodnotu testového kritéria a p-
hodnotu pro test shody strednich hodnot. V opa¢ném piipadé zaskrtnéte v Options
volbu t-test with separate variance estimates.

Parovy t-test
Priklad: Na hladiné vyznamnosti 0,05 rozhodnéte, zda se u osobniho vozu urcité

......

rychle. Bylo vybrano Sest novych vozu a po urcité dobé bylo zjisténo, o kolik mm
se sjely jejich levé a pravé predni pneumatiky.

¢islo automobilu 1 2 3 4 5 6
prava pneumatika || 1,8 [ 1,0 | 2,2 | 09 | 1,5 | 1,6
leva pneumatika 1511112011 ]14]14

Navod: Vytvoite soubor o dvou proménnych (Leva a Prava) a Sesti ptripadech.
V menu Basic Statistics/Tables vyberte volbu t-test, dependent samples, OK, Va-
riables Leva, Prava — Summary.
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Zaver

Ucebni text, ktery jste pravée docetli, byl uréen k prvnimu seznameni s matematickou
disciplinou nazyvanou statistika. Autorskym zamérem bylo ukézat vam, ze statistika ve
své popisné formé dokaze pomoci nékolika vystiznych charakteristik zptehlednit informace
obsazené ve velkych datovych souborech, zatimco ve své induktivni formé zalozené na
poctu pravdépodobnosti slouzi predevsim jako nastroj rozhodovani v situacich ovlivnénych
nahodou, kdy na zakladé znalosti ndhodného vybéru z urcitého rozlozeni pravdépodobnosti
usuzuje na vlastnosti tohoto rozlozeni.

V soucasnosti je statistika velice rozvinuta a dulezitd véda, kterd se neustdle dopliuje a
rozsituje o nové poznatky. Z tohoto duvodu muze byt tento ucebni text jen znacné omezenym
uvodem, ktery vsak ma dostatecnou oporu v obecnych statistickych principech. V seznamu
literatury samoziejmé najdete knihy, které vam poslouzi pii prohlubovani a rozsitrovani vasich
statistickych znalosti, bez nichz se dnes neobejde zadny absolvent ekonomicky zamérené
vysoké skoly. Od ekonoma se totiz ocekava, ze bude rozhodovat nejenom na zakladé svych
zkuSenosti, ale predevsim na zékladé matematickych a statistickych analyz. Proto musi byt

VVVVVV

aby jim mohl zadavat ukoly a spravné interpretovat vysledky téchto analyz.

Jak jste jiz zjistili, pouziti statistického programového systému STATISTICA osvobozuje
uzivatele od namahavych tkonu, jako je vyhledavani v datech, jejich tfidéni, sumarizace a
grafické znazornéni. Dbejte vSak na to, aby data byla do pocitace vkladana peclivé a vzdy
byla podrobena kontrole. Napft. je uzitecné pro kazdou proménnou vypocitat minimum, ma-
ximum, median, kvartilovou odchylku, vykreslit sloupkovy diagram, dvourozmérny teckovy
diagram apod. Pti zpracovani dat rozhodné pouzivejte jen ty metody, kterym dobie rozumite
a jejichz vysledky umite interpretovat. Systém STATISTICA obsahuje velké mnozstvi metod,
jejichz neadekvatni aplikace muze vést k zavadéjicim ¢i dokonce chybnym zavérum.

Po tspésném zvladnuti predmétu ,,Statistika“ se pfed vami oteviraji znacné moznosti, jak
efektivné ziskavat informace obsazené v datech a vyuzivat je ve své kazdodenni préci.



