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4.1 Permutacni matice

DEFINICE 1
Matice P se nayva permut&ni matice je-li mozno P

Ziskat z jednotkog maticel stejreho typu postupngu
vymeénouradkil.

Vymeénu:-tého aj-téhofadku dané matice muzeme
provest tak, ze tuto matici vynasobime zl@kamentarni
permutacni maticP;;, je mozno kazdou permutali
matici P zapsat ve tvaru

P =P - Pl =P - Pyj.
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4.1 Permutacni matice

PRIKLAD 1
1 0 0 Trs 0 0 1 s 0 1 07
I=]0 1 O — 10 1 0y — |00 1]|=P
0 0 1 |y 1 0 0 | 1 0 0

takze P mizeme zapsat ve tvaru
P = P12P13I — P12P13-

LEMMA 1 Pro libovolnou permutni maticiP plai P~ = P'
DUKAZ: Zfejmé platiP;; = P.. Pak zP;;' = P;; plyne

PPT — Pikjk : Z1]1 (P@kjk " 'P’iljl )T — Pikjk R PT ) PT

1171 111 1kJk
—_ . . — _1 e o o _1 . . e o o . .
sz]k P%131P21]1 o P%kjk — Pikjk Piljl P%L?l PZka:
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4.1 Permutacni matice

Elementarni permutai maticeP;; mizeme také pouzit k vy@ame
i-teho aj-téhosloupce K tomu st&i nasobit maticP,; zprava

PRIKLAD 2 Nagfiklad vyrasobme-li matici A = [a;;] fadu 2
matid P, zprava, dostaneme

AP, = [CLM a12] [0

g1 A922 1

[= [ o] = ast).

a2 A21

O =

K odvozeni obecného pravidla pro permutaci sloupcti mi&zem
pouzit transponovani.
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4.2 Trojuhelnikové matice

DEFINICE 2

Ctvercova maticel (U) se nagvadolni (horni) trojuhelrikova mat-
ice, jestlize ma nad (pod) diagaxdou sechny prvky nulog. Pro
prvky [;; dare doln trojuhelrikove maticel tedy plat /;; = 0 pro
i < j, zatmco pro prvkyu,; dare horn trojuhelrikove maticeU
plat u;; = 0 proz > j.

LEMMA 2 SolCin dvou trophelnkovych matic stejgho typu je
trojuhelrikova matice éha typu.

DUKAZ: Jsou-li napiklad L = [I;;] aM = [m;;] dvé dolni trojahelnikové matice
ai < j, pak

ILM;; = liimaj+- - -+linwmp; = lin-04+---+1;-0+0-m; j41+- - -+0-myy, =0,
takzeLM je také dolni trojuhelnikova matice.
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4.2 Trojuhelnikové matice

VETA 1
Necht L = [l;;] je Ctvercow dolri trojuhelrikova matice
s nenuloymi diagoralnimi prvky. PakL je regubrri aL~! je dolri
trojuhelrikova matice.

DUKAZ: Je-liL dolni trojuhelnikova matice s nenulovymi prvky na diagenal
pak existuji matice elementarnich operagi= G, ; (a;) Si, < jp, pripadre
T, = Mz-p(l;p%p) tak, Ze pro maticil = T}, - - - T plati

T[L|T] = [1B].
Porovnanim levycltasti gislusSnych matic dostaneniel. = I. Odtud tedy plati
L = T, odkud dle definice inverzni matice}el' = I aT = L~ JelikoZ
vSechny maticd’; jsou dolni trojuhelnikové, je také matice

L'=T=T;---T

dolni trojuhelnikova matice.
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4.3 Trojuhelnikovy (LU) rozklad

VETA 2
Necht A je regubrri Ctvercosa matice. Pak existuje

dolni trojuhelrikova maticel, horn trojuhelrikova mat-
ice U a permutani maticeP tak, ze

AP = LU.

MaticeL, U jsou reguarn.

DUKAZz: Necht A = [a;;] je Ctvercova maticéadun.

Z regularnosti maticé plyne, ze existuje, tak, zea;, # 0.
TakZeA = AP;;, mav levém hornim rohu nenulovy prvek
ai; = Q14 -
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4.3 Trojuhelnikovy (LU) rozklad

DUKAZ: Pokratovani
Prvni krok Gpravy matice\, ktery zname z Gaussovy eliminace,

muzeme zapsat ve tvaru

L1AP17:1 — Ala
kde Cay a an | [ap ai, |
11 %2 e o o %TL 11 }-2 « o o %n
0 a3 ... ap, 0 a3 ... ay,
A1 = : : ] . — . :
1 1 1 1
_ 0 an2 a’nn N L O an2 s a’nn .
a _ _ _ _
L1 — G1n(—an1/a11) T G12(—az1/a11)

je dolni trojuhelnikova matice, nebot je vyjdha jako sotin
dolnich trojuhelnikovych matic.
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4.3 Trojuhelnikovy (LU) rozklad

DUKAZ: Pokracovani
Matice A je Zrtejmeé sowtinem regularnich matic, takze fe, take
regularni a existuje, > 2 tak, Zea3;, # 0. MaticeA; = AP, ma
tedy nenulovy prveki,, a stejny prvni sloupec jako maticy, .
Opakovanim tohoto postupu dosahneme toho, ze

kde

n—1
aqq

0

LAP = U,

n—1
A9

n—1
99
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4.3 Trojuhelnikovy (LU) rozklad

DUKAZ : Pokracovani
P je zZiejmeé permutani matice d, je dolni trojuhelnikova matice,
nebot’ kazda matic&,; je solcinem dolnich trojuhelnikovych matic

Gy(—a’;'/ait) si < j. Prenasobime-li rovnicLAP = U zleva
mat|C|L — L%, dostaneme

AP =LU.

MaticelL je regularni dolni trOJuheInlkova matice, nebot’ je invarz
k dolni trojuhelnikové maticL. Jeliko? | jsou matice\, P, L
regularni, je také matictl = LAP regularni ]

Vyjadreni matice ve tvaru s@nu AP = LU se nazyvd .U rozklad
podle pa&ate€nich pismen anglickych sldvower (dolni) aUpper
(horni).MaticelL, U a P nejsou urceny jednoznacné
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4.4 Vypocet LU rozkladu

Dle dukazu pedchozi ety Ize LU rozklad matice A nalézt
nasledove:

1. Uprava[A|l| — [U[L]
m Nesmime ficitat nasobkyadkt s vySSim indexem k
radkiim s indexem nizsim.
m Nesmime vymnovatradky
m Pokud to je nutné, mtzeme vymit sloupce a tyto vygny

budeme zaznamenavat stejnymi upravami jednotkove
matice t.j.I — P, kdeP je hledana permutai matice.

2. Vypottemel = L~! Gpravou[L|T] — [I|L].
K této Uprae ot nesmime pouzit elementaradkove
operace popsane v 1.
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4.4 Vypocet LU rozkladu

PRIkLAD 3 Uprava[A|l

AlT] =

—>

~ [V

Sledowan vymeén s

-0
—1

2
S3
[ 2
0
0

I —

—1 2|1
2 —11]0
—1 010

«—> 81
—1 0|1
3 —2|1
—1 210
oupa:

1 0

0 1

0 0

S3 <=

1

0
1

0

0-

[ 2

’3—|—I'2

— O O

O = O

-1 0
2 —1
-1 2
2 —1

0 3

0 O
=P

OO =

OO

O = O

— O O

—_

DO DN O

'2—|—T1I—>

W o O
|
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4.4 Vypocet LU rozkladu

PRIKLAD 3 Pokratovani

L —

0
0

o O

Wl

1 0 0°
0
L

O =

0
0

~1 gpravou[L|T] ~ [I|

1
—I'1 O
0
)

0 |3

1

L ]3
|
0 3
0 0O

L|:

DO DO O
Lo O O

o O =
o = O

0-
—2
4

Primym vypoctem si mizeme o¥it, Ze plat AP = LU.
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4.4 Vypocet LU rozkladu

Uvedeny postup vypru LU rozkladu je spiSe vhodny proamwi
vypocet. Pro paitacové nalezeni LU rozkladu bychom vyuzili
nasledujicich poznatkd.

Pfedpokladejme, Ze provadime Gpraji|T] — [U|L] a mame
upravenads — 1 sloupcu. Pak

- k=1 ] _ -
o ak "1 ... 0 0 ..0°
kl N . . .
_ A k Ly, ap = |0 1 0 ...0
Ak_l CLZ—& I — 0 7Lk 0 .. _lk:—|—1,k1 .0
i afz,_kl | I 0 ] _O —kao 1_
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4.4 Vypocet LU rozkladu

Pon — 1 Gpravach obdrzim®& = LA, kdeL =L,_; ---L;. Pro

hledanou maticL ovSem plati

~

L=L'=L" .

~

Pak se da snadno dokazat, ze
1 ... 0 0...07

0 ...lesigl...0

0 ... lx0...1

U1
lkt11

lnl

0 0 07
1 0 ...0
---lk—|—1,k 1 ...0
. ln,k ln,k—l—l---l _

Pripadné vynény sloupct se budou épzaznamenavat docimz

obdrzime permutani maticiP.
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4.4 Vypocet LU rozkladu

S pouzitim vySe uvedenych poznatkii mizeme navrhnoutitiges
pro @imé nalezeni LU rozkladu matice

Algoritmus
U=A, L=I
for k=1ton —1do
fori=kKk+1tondo
li,k — Uzk/ukk
Wi kn — Wi kin — lz’,kuk,k:n
end for
end for
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4.5ReSeni soustav pomoci LU rozkladu

Prenasobime-IAP = LU zprava maticP = P', dostaneme
vyjadreniA ve tvaru
A =LUP

s permuténi maticiP
Misto soustavyAx = b pak budemdesit soustavu

L(U(Px)) =b

tak, ze postupd vyresime
1. Lz = b tzv. dogednou substituci

2. Uy = z tzv. zpetnou substituci

3. Px = y permutaci slozekeseni.
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4.5ReSeni soustav pomoci LU rozkladu

PRIKLAD 4 Vyuzijte LU rozkladu z pikladu 3 kieSeri soustavy:

—To + 2%3 = 1
—r1 +  2x2 — r3 = 1
2%1 — i) = 1
RESEN: Nejprvefesime soustaviLz = b, tedy
21 = 1
—%Zl -+ %22 = 1
— %2’2 -+ %23 E— 1
odkudz; =1, 250 = 3, z3 = 6. Potom vyeSime soustavily = z, tedy
21 — Yo = 1
3y2 — 2y3 = 3
dys = 6

Odtudy; = 2,y2 = 2,y3 = 2.

Konecné uimex reSennm Px = y nebo zx = Py, takze

3 _
r1 = §,£IZQ = 2,333 = 3.

N
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4.6 Pouziti LU rozkladu

m LU rozklad je zakladnim prostdkem praeseni
soustav linearnich rovnic
m VVypocetni naragnost jefadowe stejna jako u
. . . l 3
Gaussovy eliminace, t sn
m LU rozklad je velmi efektivni nastroj proeseni
soustav s vice pravymi stranami (pro rizné praveé

strany stai pouzefesit dogednou a zptnou
substitucl)

m LU rozkladu je mozné vyuzit i k nalezeni inverzni
matice nebot -
A=LUP=A"'=PU 'L

m LU rozklad je taktéz velmi dulezity teoreticky
n é.StrOJ 4. Trojuhelrikovy rozklad — p. 20/20
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