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4. Výpǒcet LU rozkladu
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4. Trojúhelńıkový rozklad – p. 2/20



4.1 Permutǎcní matice

DEFINICE 1
Matice P se naźyvá permutǎcńı matice, je-li možno P
źıskat z jednotkov́e maticeI stejńeho typu postupnou
výměnouřádk̊u.

Výměnui-tého aj-téhořádku dané matice můžeme
provést tak, že tuto matici vynásobíme zlevaelementární
permutační maticíPij, je možno každou permutační
maticiP zapsat ve tvaru

P = Pikjk
· · ·Pi1j1I = Pikjk

· · ·Pi1j1.
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4.1 Permutǎcní matice

PŘÍKLAD 1

I =

[
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]
r3

r1

7→

[
0 0 1
0 1 0
1 0 0

]
r2

r1 7→

[
0 1 0
0 0 1
1 0 0

]
= P,

takžeP můžeme zapsat ve tvaru
P = P12P13I = P12P13.

L EMMA 1 Pro libovolnou permutǎcńı matici P plat́ı P−1 = P⊤

DŮKAZ : Zřejmě platíPij = P⊤

ij . Pak zP−1

ij = Pij plyne

PP⊤ = Pikjk
· · ·Pi1j1(Pikjk

· · ·Pi1j1)
⊤ = Pikjk

· · ·Pi1j1P
⊤

i1j1
· · ·P⊤

ikjk

= Pikjk
· · ·Pi1j1Pi1j1 · · ·Pikjk

= P−1

ikjk
· · ·P−1

i1j1
Pi1j1 · · ·Pikjk

= I
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4.1 Permutǎcní matice

Elementární permutační maticePij můžeme také použít k vým̌eňe

i-tého aj-téhosloupce. K tomu stǎcí násobit maticíPij zprava.

PŘÍKLAD 2 Nap̌rı́klad vyńasob́ıme-li maticiA = [aij] řádu 2

matićı P12 zprava, dostaneme

AP12 =

[
a11 a12

a21 a22

] [
0 1
1 0

]
=

[
a12 a11

a22 a21

]
=

[
sA

2 , sA

1

]
.

K odvození obecného pravidla pro permutaci sloupců můžeme

použít transponování.
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4.2 Trojúhelníkové matice

DEFINICE 2
Čtvercov́a maticeL (U) se naźyvádolńı (horńı) trojúhelńıkov́a mat-

ice, jestliže ḿa nad (pod) diagońalou v̌sechny prvky nulov́e. Pro

prvky lij dańe dolńı trojúhelńıkové maticeL tedy plat́ı lij = 0 pro

i < j, zat́ımco pro prvkyuij dańe horńı trojúhelńıkové maticeU
plat́ı uij = 0 pro i > j.

L EMMA 2 Soǔcin dvou troj́uhelńıkových matic stejńeho typu je

trojúhelńıková matice t́ehǒz typu.

DŮKAZ : Jsou-li nap̌ríkladL = [lij ] aM = [mij ] dvě dolní trojúhelníkové matice

a i < j, pak

[LM]ij = li1m1j +· · ·+linmnj = li1 ·0+· · ·+lii ·0+0·mi i+1+· · ·+0·min = 0,

takžeLM je také dolní trojúhelníková matice.
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4.2 Trojúhelníkové matice

V ĚTA 1
Necht’ L = [lij] je čtvercov́a dolńı trojúhelńıková matice

s nenulov́ymi diagońalńımi prvky. PakL je reguĺarńı aL−1 je dolńı

trojúhelńıková matice.

DŮKAZ : Je-liL dolní trojúhelníková matice s nenulovými prvky na diagonále,

pak existují matice elementárních operacíTp = Gipjp
(αp) s ip < jp, p̌rípadňe

Tp = Mip
(l−1

ipip
) tak, že pro maticiT = Tk · · ·T1 platí

T
[
L|I

]
=

[
I|B

]
.

Porovnáním levýcȟcástí p̌ríslušných matic dostanemeTL = I. Odtud tedy platí

L = T−1, odkud dle definice inverzní matice jeLT = I aT = L−1. Jelikož

všechny maticeTi jsou dolní trojúhelníkové, je také matice

L−1 = T = Tk · · ·T1

dolní trojúhelníková matice.
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4.3 Trojúhelníkový (LU) rozklad

V ĚTA 2
Necht’ A je reguĺarńı čtvercov́a matice. Pak existuje
dolńı trojúhelńıková maticeL , horńı trojúhelńıková mat-
iceU a permutǎcńı maticeP tak, že

AP = LU.

MaticeL , U jsou reguĺarńı.

DŮKAZ : Necht’A = [aij] je čtvercová maticěrádun.

Z regulárnosti maticeA plyne, že existujei1 tak, žea1i1 6= 0.

TakžeĀ = AP1i1 má v levém horním rohu nenulový prvek

ā11 = a1i1 .
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4.3 Trojúhelníkový (LU) rozklad

DŮKAZ : Pokračování

První krok úpravy maticēA, který známe z Gaussovy eliminace,

můžeme zapsat ve tvaru
L1AP1i1 = A1,

kde

A1 =




ā11 ā12 . . . ā1n

0 a1
22 . . . a1

2n
...

...
...

...
0 a1

n2 . . . a1
nn


 =




a1
11 a1

12 . . . a1
1n

0 a1
22 . . . a1

2n
...

...
...

...
0 a1

n2 . . . a1
nn




a
L1 = G1n(−ān1/ā11) · · ·G12(−ā21/ā11)

je dolní trojúhelníková matice, nebot’ je vyjádřena jako soǔcin

dolních trojúhelníkových matic.
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4.3 Trojúhelníkový (LU) rozklad

DŮKAZ : Pokračování

MaticeA1 je žrejmě soǔcinem regulárních matic, takže jeA1 také

regulární a existujei2 ≥ 2 tak, žea1
2i2

6= 0. MaticeĀ1 = A1P2i2 má

tedy nenulový prvek̄a22 a stejný první sloupec jako maticeA1.

Opakováním tohoto postupu dosáhneme toho, že

L̃AP = U,

kde

U =




an−1

11 an−1

12 . . . an−1

1n

0 an−1

22 . . . an−1

2n
...

...
...

...
0 0 . . . an−1

nn


 = An−1

a
P = P1i1 · · ·Pn−1 in−1

, L̃ = Ln−1 · · ·L1.
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4.3 Trojúhelníkový (LU) rozklad

DŮKAZ : Pokračování

P je žrejmě permutǎcní matice ãL je dolní trojúhelníková matice,

nebot’ každá maticeLi je soǔcinem dolních trojúhelníkových matic

Gij(−āi−1

ji /āi−1

ii ) s i < j. P̌renásobíme-li rovnicĩLAP = U zleva

maticíL = L̃−1, dostaneme
AP = LU.

MaticeL je regulární dolní trojúhelníková matice, nebot’ je inverzní

k dolní trojúhelníkové maticĩL. Jelikož jsou maticeA,P, L̃

regulární, je také maticeU = L̃AP regulární.¤

Vyjádření matice ve tvaru součinuAP = LU se nazýváLU rozklad

podle pǒcátěcních písmen anglických slovLower (dolní) aUpper

(horní).MaticeL , U a P nejsou určeny jednoznačně.
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4.4 Výpǒcet LU rozkladu

Dle důkazu p̌redchozí v̌ety lze LU rozklad matice A nalézt

následovňe:

1. Úprava
[
A|I

]
7→

[
U|L̃

]

Nesmíme p̌ričítat násobky̌rádků s vyšším indexem k

řádkům s indexem nižším.

Nesmíme vym̌eňovatřádky

Pokud to je nutné, můžeme vyměnit sloupce a tyto vým̌eny

budeme zaznamenávat stejnými úpravami jednotkové

matice t.j.I 7→ P, kdeP je hledaná permutační matice.

2. VypǒctemeL = L̃−1 úpravou
[
L̃|I

]
7→

[
I|L

]
.

K této úprav̌e op̌et nesmíme použít elementárnířádkové

operace popsané v 1.
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4.4 Výpǒcet LU rozkladu

PŘÍKLAD 3 Úprava
[
A|I

]
7→

[
U|L̃

]
:

[
A|I

]
=

[
0 −1 2 1 0 0

−1 2 −1 0 1 0
2 −1 0 0 0 1

]

s3 ←→ s1

7→

[
2 −1 0 1 0 0

−1 2 −1 0 1 0
0 −1 2 0 0 1

]
·2 + r1 7→

7→

[
2 −1 0 1 0 0
0 3 −2 1 2 0
0 −1 2 0 0 1

]

·3 + r2

7→

[
2 −1 0 1 0 0
0 3 −2 1 2 0
0 0 4 1 2 3

]
=

=
[
U|L̃

]

Sledov́ańı výměn sloupc̊u:

I =

[
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]

s3 ↔ s1

7→

[
0 0 1
0 1 0
1 0 0

]
= P
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4.4 Výpǒcet LU rozkladu

PŘÍKLAD 3 Pokrǎcov́ańı

VýpočetL = L̃−1 úpravou
[
L̃|I

]
7→

[
I|L

]
:

[
L̃|I

]
=

[
1 0 0 1 0 0
1 2 0 0 1 0
1 2 3 0 0 1

]
−r1

−r1

7→

[
1 0 0 1 0 0
0 2 0 −1 1 0
0 2 3 −1 0 1

]

−r2

7→

7→




1 0 0 1 0 0
0 2 0 −1 1 0
0 0 3 0 −1 1


1

2
1

3

7→




1 0 0 1 0 0
0 1 0 −1

2

1

2
0

0 0 1 0 −1

3

1

3


 =

=
[
I|L

]

L =




1 0 0
−1

2

1

2
0

0 −1

3

1

3


 , U =

[
2 −1 0
0 3 −2
0 0 4

]
, P =

[
0 0 1
0 1 0
1 0 0

]
.

P̌rı́mým výpočtem si m̊užeme ov̌ěrit, že plat́ı AP = LU.
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4.4 Výpǒcet LU rozkladu

Uvedený postup výpǒctu LU rozkladu je spíše vhodný pro ruční

výpočet. Pro pǒcítǎcové nalezení LU rozkladu bychom využili

následujících poznatků.

P̌redpokládejme, že provádíme úpravu
[
A|I

]
7→

[
U|L̃

]
a máme

upravenok − 1 sloupců. Pak

Ak−1 =




ak−1

1,k
...

ak−1

k,k

ak−1

k+1,k
...

ak−1

n,k




L̃k→




ak
1,k
...

ak
k,k

0
...
0




, L̃k =




1 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 . . . 1 0 . . . 0
0 . . .−lk+1,k1 . . . 0
...

...
...

...
...

0 . . . −ln,k 0 . . . 1




kdeli,k = ak−1

i,k /ak−1

k,k , i = k + 1, . . . , n.
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4.4 Výpǒcet LU rozkladu

Pon − 1 úpravách obdržímeU = L̃A, kdeL̃ = L̃n−1 · · · L̃1. Pro

hledanou maticiL ovšem platí

L = L̃−1 = L̃−1

1 · · · L̃−1

n−1.

Pak se dá snadno dokázat, že

L̃−1

k =




1 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 . . . 1 0 . . . 0
0 . . . lk+1,k1 . . . 0
...

...
...

...
...

0 . . . ln,k 0 . . . 1




a L =




1 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

lk,1 . . . 1 0 . . . 0
lk+1,1 . . . lk+1,k 1 . . . 0

...
...

...
...

...
ln1 . . . ln,k ln,k+1. . . 1




P̌rípadné vým̌eny sloupců se budou opět zaznamenávat doI čímž

obdržíme permutǎcní maticiP.
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4.4 Výpǒcet LU rozkladu

S použitím výše uvedených poznatků můžeme navrhnout algoritmus

pro p̌rímé nalezení LU rozkladu maticeA:

Algoritmus
U = A, L = I
for k = 1 to n − 1 do

for i = k + 1 to n do
li,k = ui,k/uk,k

ui,k:n = ui,k:n − li,kuk,k:n

end for
end for
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4.5Řešení soustav pomocí LU rozkladu

P̌renásobíme-liAP = LU zprava maticí̃P = P⊤, dostaneme

vyjáďreníA ve tvaru

A = LUP̃

s permutǎcní maticíP̃.

Místo soustavyAx = b pak budeměrešit soustavu

L
(
U

(
P̃x

))
= b

tak, že postupňe vy̌rešíme

1. Lz = b tzv. dop̌rednou substitucí

2. Uy = z tzv. zp̌etnou substitucí

3. P̃x = y permutací složeǩrešení.
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4.5Řešení soustav pomocí LU rozkladu

PŘÍKLAD 4 Využijte LU rozkladu z p̌rı́kladu 3 křěseńı soustavy:

−x2 + 2x3 = 1
−x1 + 2x2 − x3 = 1
2x1 − x2 = 1

ŘEŠEŃI : Nejprveřěśıme soustavuLz = b, tedy

z1 = 1
− 1

2
z1 + 1

2
z2 = 1

− 1

3
z2 + 1

3
z3 = 1

odkudz1 = 1, z2 = 3, z3 = 6. Potom vy̌rěśıme soustavuUy = z, tedy

2y1 − y2 = 1
3y2 − 2y3 = 3

4y3 = 6

Odtudy1 = 3

2
, y2 = 2, y3 = 3

2
.

Koněcně uřćımex řěseńım P̃x = y nebo zx = Py, taǩze

x1 = 3

2
,x2 = 2,x3 = 3

2
.
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4.6 Použití LU rozkladu

LU rozklad je základním prostředkem prǒrešení
soustav lineárních rovnic

Výpočetní nárǒcnost jěrádov̌e stejná jako u
Gaussovy eliminace, tj.≈ 1

3n
3

LU rozklad je velmi efektivní nástroj prǒrešení
soustav s více pravými stranami (pro různé pravé
strany stǎcí pouzěrešit dop̌rednou a zp̌etnou
substituci)

LU rozkladu je možné využít i k nalezení inverzní
matice nebot’

A = LUP̃ ⇒ A−1 = PU−1L−1

LU rozklad je taktéž velmi důležitý teoretický
nástroj 4. Trojúhelńıkový rozklad – p. 20/20
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