Kapitola: 2 VEKTOROVE PROSTORY

V této kapitole se seznamite s pojmem vektorového prostoru a jeho vlastnostmi. Dalsi-
mi stézejnimi pojmy kapitoly jsou linearni zavislost a nezavislost vektorti, baze a dimenze
vektorového prostoru, které jsou zakladem teorie o feSeni soustav linedrnich rovnic i jednotli-
vych metod feSeni soustav linedrnich rovnic (viz kapitola 5). Na rozdil od nasledujicich kapi-
tol, kde se vice ,,pocita“, ma tato spiSe teoreticky charakter, i kdyz i zde se objevi fada piikla-

da.

Modul: 2.1 Pojem vektorového prostoru

Cilem tohoto modulu je
- seznamit se s pojmem vektorového prostoru,

- uvédomit si zejména obecnost a §ifi tohoto pojmu.

Ucebni jednotka: | 2.1.1 Pojem vektorového prostoru

Priklad 3.

Uvazujme mnozinu vSech bodd roviny spolu s pravouhlou soufadnou soustavou. Vime, ze
kazdy bod a roviny je jednoznaéné urcen svymi soufadnicemi a;, a,. Zaved’'me operaci s¢itani
bodi a= (al,az), b = (bl,bz) vztahem a+b = (a1 +b,,a, +b2) a operaci nasobeni bodu a
realnym Cislem » vztahem ra = (ral,ra2 ) Oveéime platnost axioml A1-A8 z definice vekto-
rového prostoru:

Al: a+b= (a1>b2)+(b1ab2): (al tb,,a, +b2): (bl tay,b, +a2): (blabz)"'(alaaz) =b+a.

A2: a+(b+c):(al,a2)+(bl +¢,,b, +cz):(a1 +b, +c,a, tb, +cz):
:(al +b,,a, +b2)+(clacz):(a+b)+c'

A3: Probodo = (0,0)plati(a+0)=(q, +0,a, +0)=a.

A4: Kbodu a =(a,,a,) existuje bod —a = (- a,,~a, ) s vlastnosti
at(-a)= (a1 —-a,,a, —az): (0,0) =o.

A5:1a=1(a,,a,)=(a,,a,)=a.

A6 :Pro realna cisla r,s plati

13




r(sa) = r(sa1 ,saz) = (rsal,rsaz) = rs(al,az) =rsa.
A7T: Pro redlna ¢isla r,s plati
(r+s)a=[(r+5)a,,(r +5)a,| = (ra, +sa,,ra, +sa,) = (ra,,ra, )+ (sa,,sa,) = ra + sa.
A8: Pro realna ¢islo r plati

r(a+b):r(a1 +b,,a, +b2):[r(a1 +b1),r(a2 +b2)]=(ra1 +rby,ra, +Vb2):
=(ra1,ra2)+(rbl,rb2)=ra+rb.

Vzhledem k malému rozsahu modulu 2.1 je test SAA spojen s testem SAA uvedenym za mo-

dulem 2.2.

Modul: 2.2 Aritmeticky vektorovy prostor

Cilem tohoto modulu je
- pochopit pojem aritmetického vektorového prostoru,

- zopakovat si zdkladni poCetni operace s aritmetickymi vektory.

Ucebni jednotka: | 2.2.1 Aritmeticky vektorovy prostor

Priklad 4.

Jsou dany aritmetické vektory a = (3,—1,5),b = (5,—1,6),c = (4,—2,0).

a) Vektor b dominuje vektor a, nebot’ plati b, >a,,b, =a,,b, >a,, jetedyb = a. Mezi vek-
tory aac neni zadny vztah dominovéni, nebot ¢, >a,alec, <a, (03 < a3). Vektor
b pak ostie dominuje vektor ¢, nebot’ plati b, > ¢, proi=1,2,3.

b) Pro zadané vektory a,b,c je tieba vypocitat souradnice vektoru 4a —3b + ¢. Postupujeme
takto:

4a-3b+c =4(3,-1,5)-3(5,-1,6) +(4,-2,0) = (12,-4,20) + (- 15,3,~18) + (4,-2,0) =
=(12-15+4,-4+3-2,20-18+0) = (1,-3,2).

Uloha 3.
Jsou dany aritmetické vektory a = (4,-2,3,-1),b = (5,0,4,-2),¢ = (1,-1,3,-3),d = (5,-2,4,0).
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Zapiste vSechny platné vztahy dominovani mezi témito ¢tyimi vektory.

Reseni: d=a,b>c.

Uloha 4.

Pro aritmetické vektory a = (— 1,7,4), b = (6,0,3), c= (— 1,4,—3) urcete:
a) opacné vektory —a,—b,—c,

b) vektor 3b—a+c.

Reseni:

a) —a=(,-7,-4),-b=(-6,0,-3),—¢=(1,-4,3),

b) 3b-a+c=(18-32).

TEST 2

A. Teoreticka cCast
Rozhodnéte, zda nasledujici tvrzeni jsou pravdiva ¢i nepravdiva.

1. Vektor —ase nazyva opacny k vektorua.

2. Ve vektorovém prostoru je zavedena operace nasobeni vektord.

3. Mnozina vSech pfirozenych Cisel s obvyklou operaci s¢itani a s operaci redlného nasobku
tvoti vektorovy prostor.

4. Mnozina vSech celych ¢isel s obvyklou operaci s¢itani a s operaci realného nasobku tvori
vektorovy prostor.

5. Mnozina vSech realnych cisel s obvyklou operaci s¢itani a s operaci redlného nasobku
tvoti vektorovy prostor.

Kazdy vektor a dominuje nulovy vektor o.

Aritmeticky vektorovy prostor je vzdy vektorovym prostorem.

Pro aritmetické vektory a,b vzdy platia+b =b +a.

A e

Pro aritmetické vektory a,b vZdyplatia—b=b-a.

10. Pro realné ¢islo r a aritmeticky vektor a vzdy platira = ar .

B. Prakticka Cast
1. Pro vektory a =(4,7,-2,5),b = (3,6,-1,0) urcete
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a) vektor a—b;

b) opacny vektor k vektoru a—b;

c) vektor 3a—4b.

2. K vektorim a = (3,1,5),b = (4,2,5) urcete
a) vektor ¢svlastnostic <a,c<b;

b) vektor ds vlastnostia <d,b <d;

c) vektor esvlastnostia<e,e<b.

Spravné odpovédi

A.1.ano; 2.ne; 3.ne; 4.ne; S5.ano; 6.ne; 7.ano; &.ano; 9.ne; 10. ano.
B. 1.a)a-b=(L1-15); b) b—a=(-1,-11,-5);, c)3a—4b=(0,-3,-2,15).
3. a)napft. (0,0,0); b) napt. (5,3,6); ¢) neexistuje.

Modul: 2.3 Podprostor vektorového prostoru

Cilem tohoto modulu je
- sezndmit se s pojmem podprostoru vektorového prostoru,

- pochopit pojem linearni kombinace vektort.

Ucebni jednotka: | 2.3.1 Pojem podprostoru vektorového prosto-
ru

Priklad S.
Ve vektorovém prostoru V, (viz ptiklad 4 a modul 2.2) uvaZzujme mnoZinu vSech vektort tva-
rua= (a1 ,0) a oznacme ji W,. Pro libovolné dva vektory
a,b O W, patii vektora +b = (,,0) + (b,,0) = (a, +5,,0)
opét do mnoziny W,, tedy tato mnozina je uzaviena vzhledem k operaci s¢itani vektord. Pro

libovolné realné Cislo r a vektor a L1 W, patii podobné vektor ra = r(al ,O) = (ml ,O) do mnozi-
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ny W, je uzaviena vzhledem k operaci realného nasobku. Mnozina W, je tedy podprostorem

vektorového prostoru V.

Ucebni jednotka: | 2.3.2 Linearni kombinace vektori

Priklad 6.
Linearnim obalem dvojice vektori (1,0), (0,1) je cely vektorovy prostor ¥, , nebot’ kazdy vek-
tor a = (al,az)DV2 je mozno psat ve tvaru a = c11(1,0)+a2 (0,1). Vektory (1,0), (0,1) jsou

mnozinou generatorti vektorového prostoru V.

Uloha 5.
Najdéte koeficienty linearni kombinace z = ¢,x + ¢,y pro vektory x = (5,3), y = (4,1),
z=(12).
Reseni: ¢ =1 c,=-1.
TEST 3

A. Teoreticka Cast

Rozhodnéte, zda nasledujici tvrzeni jsou pravdiva ¢i nepravdiva.

1. Podprostor vektorového prostoru je uzaviend mnozina vzhledem k operaci s¢itani
vektord.

2. Podprostor vektorového prostoru je uzaviend mnozina vzhledem k operaci nasobeni

vektort.

Trivialni vektorovy prostor je prazdna mnozina.

Neexistuje zadny vektorovy prostor majici kone¢ny pocet prvki.

Line4rni kombinace dvou vektori je opét vektor.

Kazdy netrividlni vektorovy prostor je svym podprostorem.

Kazdy netrividlni vektorovy prostor ma mnozinu generatora.

Kazdy netrividlni vektorovy prostor ma vice mnozin generatort.

o ®» N kW

Vektory (1,0), (0,1) jsou generatory V.
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10. Linearni obal [al,...,a k] neni podprostor vektorového prostoru.

B. Prakticka Cast

1. Pro vektory a je linearni kombinaci vektori b, ¢ .

a) a=(4,2)b=(13),c=(2,4)

b) a=(4,2),b=(13).c=(26)

2. Vektory a,b,ctvofi mnozinu generatori vektorového prostoru V. Rozhodnéte, které
z uvedenych skupin vektori tvoii opét mnozinu generatort V.

a) b,c,a;

b) 3a,4b,—c;

c) ab+c;

d) a,b,a+b;

e) a,b,b+c;

f) 3a.4b,c3a+4b+c.

Spravné odpovédi

A. 1.ano; 2.ne; 3.ne; 4.ne; 5.ano; 6.ano; 7.ano; &.ano; 9.ano; 10. ne.

B. 1.a)je; 1.b)neni; 2.a)tvofi; b)tvofi; c)netvoii; d)netvoii; e)tvori; f) tvorfi.

Modul: 2.4 Linearni zavislost a nezavislost vektoru

Cilem tohoto modulu je
- pochopit podstatu pojmii linearni zavislosti a nezavislosti vektort,

- naucit se rozliSovat, ktera skupina vektort je linearné zavisla a ktera linearn¢ nezavisla.

Ucebni jednotka: | 2.4.1 Linearni zavislost a nezavislost vektorii
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Priklad 7.
Maéme rozhodnout, zda vektory a = (3,—7), b = (— 1,6) jsou linearn€ nezavislé. Poznamenejme,

ze se v podstaté jednd o stejnou ulohu jako v predchozim modulu, kdy jsme se tazali, zda da-
ny vektor je linearni kombinaci jinych vektort. Podle definice linedrni zavislosti chceme nyni

zjistit, zda vektor o je netrivialni linearni kombinaci vektort a,b, tedy zda rovnice
o=ca+tcb

miize byt splnéna 1 jinym zplisobem neZ ¢, =0 = ¢, . Rovnici (0,0) =c, (3,—7) +c, (— 1,6)

pievedeme na soustavu rovnic

3¢, —¢,=0
-Tc, +6¢c, =0.

Pouzijeme-li libovolnou ze stfedoSkolskych metod feSeni soustav rovnic, zjistime, ze jediné

feSeni této soustavy je ¢, =0,c, =0. Vektory a,b jsou tedy linedrné nezavislé.

Uloha 6.
Rozhodnéte, zda vektory a = (3,—1,6), b= (— 1,—3,3), c= (4,2,3).

Reseni: Jsou linearné zavislé, nebot plati a—b—-c =o.

Modul: 2.5 Baze a dimenze vektorového prostoru

Cilem tohoto modulu je
- pochopit vyznam a smysl pojmi baze a dimenze vektorového prostoru,

- uveédomit si souvislosti s pojmy probranymi diive v této kapitole.

Ucebni jednotka: | 2.5.1 Baze vektorového prostoru

Priklad 8.

Pfi urCovani toho, zda dana skupina vektorii néjakého vektorového prostoru je bazi tohoto
prostoru, fesime vlastné dvé protichtidné otazky. Jednak zjistujeme, zda tato skupina vektort
je mnozinou generatort vektorového prostoru, tj. zda je téchto vektort ,,dostate¢né mnoho* a

jednak zkoumame, zda tyto vektory jsou linearné nezavislé, tj. zda jich neni ,,pfili§ mnoho*.
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Tak napt. vektory a = (1,0,0), b= (0,1,0) netvoii bazi vektorového prostoru V;, protoze zadny
vektor ¢, jehoz soufadnice c; # 0 neni témito vektory generovan. Stejné¢ tak netvofi bazi V,
vektory a = (1,0,0), b =(0,1,0), ¢ =(0,0,1), d =(3,5,7). Jsou totiz linearn& zavislé, nebot’ plati

3a+5b+7c=d. Ani vektory a=(3,-1,6), b=(-1,-3,3), ¢ =(4,2,3) netvoii bazi. Z ulohy

2.5 vime, Ze jsou linearné zavislé.

Uloha 7.
a) Rozhodnéte, zda vektory a = (2,0), b= (0,3) tvoti bazi V.
b) Je to jedind baze V,?

Reseni:  a) Tvofi. b)Ne, bazi V, je jakakoliv dvojice linearné nezavislych vektort.

Ucebni jednotka: | 2.5.2 Dimenze vektorového prostoru

Priklad 9.

Navazeme-li na uvahy vedené v piiklad¢ 2.7, miizeme nyni konstatovat, ze dva vektory ne-

mohou tvofit nikdy bazi vektorového prostoru V;, stejné tak jako Ctyfi vektory nejsou nikdy

bazi V,. Bazi ve V, miize tvofit pouze skupina tii vektort, musi v§ak byt linearné nezavisla.

TEST 4

A. Teoreticka Cast
Rozhodnéte o pravdivosti ¢i nepravdivosti nasledujicich tvrzeni.

1. Je-li jeden ze skupiny vektori linearni kombinaci jinych, jsou tyto vektory linearné neza-

vislé.
2. Je-li nulovy vektor linearni kombinaci skupiny vektord, jsou tyto vektory linedrné zavislé.
3. Skupina vektort obsahujici nulovy vektor je linearné zavisla.
4. Vektory a,—a jsou linearn¢ zavislé.
5. Jediny nenulovy vektor je linearn€ nezavisly.

6. Mnozina generatort vektorového prostoru je vzdy jeho bazi.

7. Kazdy vektor baze je linearni kombinaci ostatnich vektort baze.
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8. Nektery vektor baze je linedrni kombinaci ostatnich vektort baze.
9. Dimenze vektorového prostoru je roven poctu prvkil baze.

10. Dimenze trividlniho vektorového prostoru je rovna 1.

B. Prakticka Cast

1. Rozhodnéte, zda jsou vektory a = (— 1,4), b= (2,8) linedrné€ nezavislé.

2. Rozhodnéte, zda vektory a = (0,0,1), b= (0,1,0), c= (1,0,0) jsou linearné nezavislé.

3. Urcete cislo k tak, aby vektory a = (7,4,3), b= (3,1,—2), c= (1,2,k) byly linearn¢ zavislé.

Spravné odpovédi

A. 1.ne; 2.ne; 3.ano; 4.ano; 5.ano; 6.ne; 7.ne; 8.ne; 9.ano; 10. ne.

B. 1.Nejsou; 2.Jsou; 3.k=7.

CVICENI 1

1. Zapiste vSechny platné vztahy dominovani mezi vektory
a=(85-12), b=(7,5-24), ¢ =(7,4,-2,1), d =(6,4,-2,3).
2. Pro vektory a,b,c¢,d z piedchozi tlohy vypoctéte vektory

v=3a-b+2¢,
w=a+2b-3c—d,
z =2(a—b)+3(d—c).

3. Rozhodnéte, zda vektor a = (2,—1,4) je linearni kombinaci vektori b = (1,0,3), c= (— 1,4,2).
4. Urcete koeficienty c,,c, linedrni kombinace
Z=cXx+*cy,je-li x= (— 4,1), y= (1,3),2 = (— 3,2).
5. Rozhodnéte, zda vektory x = (— 3,1) ay= (4,—1) tvofi mnoZinu generatord vektorového
prostoru V.
6. Jsou vektory a = (3,8,0), b= (— 4,2,7), c= (5,1,5) linearné nezavislé?
7. Urcete cislo k tak, aby vektory a = (7,—1 1,9), b= (— 14,k,—18) byly linearné zavislé.
8. Zvektori a= (—1,2), b= (— 4,2), d= (2,—1) vyberte vSechny dvojice linearné nezavis-

lych vektori.
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9. Tvorti vektory a = (1,0,3), b= (3,1,0), c= (0,3,1) bazi vektorového prostoru ¥, ?

10. Jaka je dimenze vektorového prostoru generovaného vektory a = (3,—1,4), b = (6,—2,—8) ?

DODATKY KE KAPITOLE 2
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