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Cviceni €. 10
Biline&rni formy. Matice bilinearni formy. Kvadraké formy. Matice kvadratické formy.

Bilinearni formy

Definice:
ZobrazeniB:V xV - R, kdeV je realny vektorovy prostor se nazyva bilineaarifa,
jestlize

1 COu,v,wOV : B(u +v,w) = B(u,w) + B(v,w)

2. Oa OROu,vOV : B(au,v) = aB(u,Vv)

3. COu,v,wV : B(u,v+w) = B(u,v) + B(u,w)

4. Oa OROu,vOV : B(au,v) = aB(u,Vv)
Biline&rni forma, pro kterou plaB8(u,v) = B(v,u),0u,vOV , se nazyva symetricka a
bilinearni forma pro niz platB(u,v) = -B(v,u),0u,vV se nazyva antisymetricka.

Priklad:

Rozhodute, zda-li zobrazenB: R*xR® — R definované pedpisem
B(X,Y) =X, Y1 = XY, + 3%, Yy +2X,Y,=2X, Y5 = 2X5Y, +5X;Y;

je bilinearni forma.

ReSent:

1. Ou,v,wOR®: B(u +v,w) = B(u,w) + B(v,w)

Zvolme u =[u,,u,,u,],v=[v,,V,,V;],w=[w,,w,,w,]. Pak

B(u+v,W) = (u; + V)W, = (U, + V)W, +3(U, +V,)W, +2(U, +V,)W,=2(U, +V,)W; =

= 2(Uy +V5)W, +5(Uy +V5)Ws = UW, + VWG U W, VW, o+ 3UW + 3V, W+ 2U,W, +
+2V,W, — 2U,W; — 2V,W, — 2U,W, — 2V,W, + SU,W,; + Sv,w, = u,w, —u,w, +3u,w, + 2u,w, —
— 2U,W, — 2U,W, +SU,W, +V,W, —V,W, +3V,W, + 2V, W, — 2V,W, — 2V, W, + SV,W, =

= B(u,w) + B(v,w)

2. Do OROu,vOR®: B(au,v) = aB(u,v).

B(au,v) = (au,)v, = (au,)v, +3(au,)v, +2(au,)v,~2(au,)Vv, - 2(au,)V, +5(au,)v, =

= au,v, —auyv, +3au,v, + 2au.,V, — 2au,V, — 2aU,V, + 5au,v, = a(u,v, —u,v, +3u,v, +
+2U,V, — 2U,V, — 2U,V, +5u,v,) = aB(u,V)

3. Ou,v,wOR®: B(u,v+w) = B(u,v) + B(u,w).

B(u,v+w) =u, (v + W) —uy (V, +W,) +3u, (v + W) +2u, (v, +W,) = 2u, (V5 + W) =

= 2u,(V, +W,) +5u, (v, +W;) = uv, +u,w, —u,Vv, —uWw, +3u,v, +3u,w, +2u,v, +
+2U,W, — 2U,V, — 2U,W, — 2U,V, — 2U,W, + 5U,V,; + Su,W, = UV, — WUV, +3U,V, +2U,V, —
—2U,V, — 2uU,V, +5U,v, +UuW, —u,w, +3u,W, +2u,W, —2u,W, — 2U,W, + SU,W, =

= B(u,w) + B(v,w).

4. 0o OROu,vOR®: B(u,av) = aB(u,v).
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B(u,av) = u,(av;) —u,(av,) +3u,(av;) +2u,(av,) - 2u,(av,) — 2us(av,) +5u,(av;) =
= auv, —auyv, +3au,v, + 2au,V, — 2au,V, — 2au,V, + 5au,v, = a(u,v, —u,v, + 3u,v, +
+2U,V, — 2U,V, — 2U,V, +5u,v,) = aB(u,v).

Z1.,2.,3.a4. tedy vyplyva, Ze zobrazBné bilinearni forma.

Priklad:

Rozhodste, zda-li zobrazenB: P, x P, - R definované fedpisem
B(p.q) = p(0)q@), Up,qU P,

je bilinearni forma.

Reseni

1. Op,q,r OP,:B(p+q,r) =B(p,r) +B(q,r) .

B(p+q,r)=(p+a)(O)r @ =(p0) +aq@)r @) = pO)r @ +a@)r @) = B(p,r)+B(q,r)
2. UaUROp,qUPR,; :B(ap,q) = aB(p,q).

B(ap,q) = (ap)(0)a@® = ap(0)g@) = aB(p,q)

3. Op,q,r OR:B(p,q+r)=B(p,q) +B(p,r).

B(p.q+r) = pO)(a+r)d) = pO)(a@) +r @) = p@a® + pO)r @) = B(p,q) + B(p,r)
4. DaUOROp,qUPR, : B(p,aq) =aB(p,q).

B(p,aq) = p(0)(aa)(D) = p(0)aq(D) = ap(0)q@) = aB(p,q)

ZobrazenB je tedy bilineéarni formas

Poznamka
Kazda bilinearni form® nadV se da napsat jako st B(u,v) = Bg(u,v) + B,(u,v), kde

B (u,v) =1(B(u,v) + B(v,u)) je symetricka bilinearni forma, ktera se nazywastyickacast
formy B a kdeB, (u,v) = (B(u,v) - B(v,u)) je antisymetricka bilinearni forma, ktera se
nazyva antisymetrick&st formyB.

Priklad:
Rozhodute, zda-li bilinearni formaB : R*xR® — R definované fedpisem

B(X, Y) =X Y; =X Y, +3X,Y; +2X,Y,72X, Y5 = 2X;Y, +5X%;Y,
je symetrick&i antisymetricka, fipadré nalezite jeji symetrickou a antisymetrick@ast.

Reseni:

B(Y,X) = YiX; = V1 X, +3Y, X +2Y,X,=2Y, X3 = 2Y3X, +5YsX; =

=X Y; 3% Y, =X ¥ +2X,Y, = 2%, Y5 —2X3Y, +5X;Y;.

Odtud je patrné, z8(x,y) # B(y,x ani B(x,y) # —B(y, x),0x, y O R®. Bilinearni forma tedy

neni ani symetricka ani antisymetricka.
Nyni uime jeji symetrickou a antisymetrickoast.

Bs(x,y) = %(B(X' y) +B(y, X)) = %(X1y1 =X Y, ¥3%Y; +2X,Y,72X, Y5 ~ 2%y, 9%y, +
X Y1 T3XY, XY T 2X,Y, —2X, Y5 T 2XY, +5X3y3) =

= %(2X1y1 +2XY, +2X%,Y, T 4%, Y,~4X,Y; 4%, +1OX3y3) =

=X Y1 XY, FXoY H2X,Y,72%, Y5 — 2X3Y, +9X3Ys.
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BA(XI y) = %(B(X' y) = B(y, X)) = %(lel =X Y, 13X,Y; +2%,Y,72X, Y, — 2XY, 9%, ~
=51 =3, XY, ~ 2, +2X, Y5 +2XY, 5% Y,) =

= %(_ 4%y, +4x, yl) ==2%Y, + 2%,Y;.

Snadno se da ¢fit, Zze opravdu platB(u,v) = Bs(u,v) + B, (u,v .) .

Priklad:
Rozhodgte, zda-li bilinearni form& definovana n&, predpisem

B(p.q) = pMa@®. Up,qO R,
je symetrick&i antisymetricka, fipadré nalezite jeji symetrickou a antisymetrick@ast.

Redeni:

B(g, p) =a@®p@® = p@a@ = B(p,a), Up,qUPR,.

Odotud je patrné, ze bilinearni forma B je symetiiektudiB;(x,y) = pg Da
B,(X y) =0. .

Matice bilinearni formy

Definice:
Neclt’ E =(e,,...,6,) je baze vektorového prostowaB je bilinearni forma nad timto

vektorovém prostoru. Matici bilinearni forrynazyvame matidB] . = (B(q ,ej)).

Véta:
Neclt B je bilinearni forma n& a necki [B]. je matice této formy vzhledem k bazi E. Pro

libovolné vektoryu,vOV plati B(u,v) =[u]£[B]c[V]e .

Priklad:
Je dana bilinearni forma B g predpisemB(p,q) = p(0)g@), Up,q P,. Pomoci matice

bilinearni formy nalez#te obrazB(p,q )kde p(x) = x+1,q(x) = x> +x- 1.

Reseni

Pro snadné nalezeni $adnic vektoi si pro tuto ulohu zvolime ba® = (p,, p,, p; )
P, (X) =1, p,(X) = X, ps(X) = x*. Ur¢ime sotadnice vektat p, g

1 -1
[ple =|1}[dlp=| 1
0 1

neba p=1p, +1p, +0p;, q(x) = -1p, +1p, +1p;.
Nyni sestavime matici bilinearni formy vzhledemézif.
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B(p,, p.) = p,(0)p, @) =1[1=1
B(p., p,) = p,O)p, (D =11=1
B(p,, ps) = p(0)p, (1) =101° =1
B(p,,p,) = p,O)p, ) =011=0
B(p,,p,) = p,O)p,(H=001=0
B(p,, ps) = p,(0)p; () =00° =0
B(ps, p,) = ps0)p, @) =0*@1=0
B(Ps, P,) = P (0)p, () =0°1=0
B(ps, ;) = p;(0)p, () =0°10%* =0

111
[B], =|0 0 0
0 0O
1 1 1(-1 1
B(p,a) =[ pIL[BI.[V], = [110]0 0 0| 1 |=[110] 0|=1. .
0 0 0|1 0

Kvadratické formy

Definice:
Necht’ B je bilinearni forma n&. Kvadratickou formou fislusnou bilinearni for&nB
rozumime zobrazerQ, :V - R definované pedpisemQ; (x) = B(x, x), OxOV.

Priklad:
Nalezréte kvadratickou formuiiisludnou k bilinearni fortnB: R*xR® . R definované
predpisem

B(X,Y) = X1Y1 = XY, 3%, Y, +2X,Y,72X, Y5 ~ 2X;Y, + 5% Y -

Reseni:

Qg (X) = B(X, X) = XX = X, X, +3X%,% + 2%, X, =2X, X5 = 2% X, + 5% X3 =
= X7+ 2X X, + 2XZ — 4X, X, +5X;.

Kvadraticka forma fislusna k bilinearni forehB ma tedy tvar

Qg (X) = X7 +2X,X, + 2X2 —4X,X, +5X;. ¢

Véta:
Neclt’ Qg je kvadraticka forma n¥ prislusna gjaké bilinearni formi B. Pak symetrickéast
této bilinearni formyB ma tvar

Bs(% ¥) = 4(Qa (X + y) = Qs (X) — Qg (¥)).

Priklad:
Urcete, zda-li zobrazer®: R* - R, definované fedpisemQ(x) = 4x> — 4x X, +3X; je
kvadraticka forma.
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Reseni
Abychom mohli rozhodnout zda® je kvadratickd forma musime néje nalézt k ni
piislusnou bilineérni formu, tj. takovou bilinearoiiuB, Ze Q(X) = B(x,x ). K tomu

vyuzijeme pedchozi vty:

Bs(x.y) = 1(Q(x+¥) - Q(x) - Q(Y)) =

= 2(a0x + )2 =40 + )% + ¥,) +3(%, + ¥,)? = 4 + Ax,x, —3xE —4y? + 4y,y, —3y2) =
= 1(ax2 +8x,y, +4y2 — AxX, ~4X,Y, — XY, — 4Y,y, + 3 +6X,Y, +3Y7 -

— 42+ Ax,x, — 3 —AY2 +4y,y, ~3y2) = (8K Y, — AXY, — 4K, +6X,Y,) =

=4y, —2XY, = 2%,Y; +3X,Y,.
Dle definice bilinearni formy se da snadno ukazet,
Bs (X, Y) =4x Yy, —2XY, —2X,Y, +3X,Y, je symetricka bilinearni forma pro niz

Bs (X, X) = 4x7 —4x,X, +3%; = Q(X).
ZobrazeniQ je tudiz kvadratickou formou. .

Matice kvadratické formy

Definice:

Nech’ E je baze vektorového prostoviinecht B je bilinearni forma n& aQ nech’ je k ni
piislusna kvadraticka forma. Pak matici kvadratickénfy Q vzhledem k bazt nazyvame
matici symetrick&asti formyB vzhledem k bazk, t.j. [Q]. =[Bsg]:-

Véta:
Necht Q je kvadraticka forma nd a necli [Q]. je matice této formy vzhledem k bazi E. Pro
libovolny vektoru OV plati Q(u) = [u]£[Q]¢[u]s -

Priklad:
Nalezréte matici kvadratické form@) z predchoziho fikladu vzhledem ke standardni bazi.
Pomoci této matice &ete Q(x), x = [1,2].

Reseni
Pro nalezeni matice kvadratické formy musime zyréesrickoucast bilinearni formy k niz
kvadraticka forma prislusi. Tutotast jsme vsak jiz nalezli ipdchozim fgikladé a ma tvar
Bs(X, y) =4x Y, —2X Y, —2X, Y, +3X,Y,.
Dale gipomeneme, Ze standardni b&s (s|,s, tvori sloupcové vektory jednotkové matice.
Matice symetrick&asti bilinearni formy fislusné ke&Q ma tedy slozky:
Bs(s!,s) =40M0-20M0M-2[0Q+3M0M0M=4
Bs(s,S)) =4MAM-2M0MN-2[0M0M+3M0MMA=-2=B(s},s)
Bs(s),S;) =4MMOM-2MMA-2MAM+311=3
Matice kvadratické formy ma tedy tvar
4 =2
=[Bsls = :
[Qls =[Bs]s {_2 3}
Pro ugeni obrazu kvadratické formy gebujeme znat sdadnice vzoru vzhledem ke
standardni bazi. To je ovSem trivialni néla] = x.



Cviceni z linearni algebry 51 Vit Vondrak

-2 0
Q) =[E[Qlslul; = [12]{_42 3 M - [lzlu -°

Vskutku Q(x) = 4x2 —4x,x, +3x2 = 4[1? -4[[R+3[2% =8 .

Priklad:
Nalezréte matici kvadratické form@) z predchoziho fikladu vzhledem k béazi

E=(e.e) e =[1],e = [1-1].

ReSeni
Jak jiz bylo uvedeno vipdchozim fikladk, musime sestavit matici symetrické bilinearni
formy

Bs (X, Y) =4x Y, —2X Y, —2X, Y, +3X,Y,.
B.(e,e)=4[1[1-2[1[1-2[1[1+3[1[1=3
Bs(e,e,) =400-200-1)-200+30MK-1) =1=Bg(e,,€)
Bs(e,,e,)=400-200-) -20-)A+30-) (-1 =11
Matice kvadratické formy vzhledem k bazi E mé tedyr

3
[Q)e =[B]. =L 111]



