Ciselné posloupnosti a fady

Def. Funkce, jejiz defini¢ni obor je mnoZzina ptirozenych ¢isel N, nebo jeji podmnozina, se

nazyva posloupnost.

Podle defini¢niho oboru rozliSujeme konecénou a nekonecnou posloupnost.
Jednotlivé hodnoty funkce, ktera je posloupnosti, nazyvame c¢leny posloupnosti.

Funk¢ni hodnotu posloupnosti v bodé neN nazyvame n-ty ¢len posloupnosti, a ozn. a,.

Poslopnost budeme oznagovat takto: (a, ):O:no

Pt (n + (— 1)" )::1 (tj. posloupnost: 0, 3,2, 5,4,7,6, ...)

Zadani posloupnosti:
e vzorcem pro n-ty ¢len
pt. a,=5n+1, n>1, (Sn+1)7,
e rekurentné
pt. ai=-3, a,+/=2a,+1
e vyctem prvkl (nejednoznacné)

pt. 1, 4,9, 16,25, ...

Pt. Je déna posloupnost a; = 0, a,+; = 2 — a,.. Vyjadrete tuto poslounost vzorcem pro n-ty
Elen. resen: 1+ (=1)" ), ]
Pt. Je dana posloupnost a; = 1, a,+; = 2a,. Vyjadrete tuto posloupnost vzorcem pro n-ty ¢len.

[Fesent: (2" )]

Pt. Je dana posloupnost (log 3" );; . Vyjadrete ji rekurentng.

[FeSeni: a, =log3,a,,,=a, +log3]
Pt. Je dana posloupnost . Vyjadtete ji rekurentng.
n(n + 1) -
[FeSeni: a, =—,a,,, =a, - & ]
2 n+2



Specialni posloupnosti:

aritmeticka posloupnost

Def. Posloupnost se nazyva aritmetickd, pravé kdyz existuje takové realné ¢islo d, ze pro
kazdé ptirozené Cislo n plati: a,,, =a, +d .

Cislo d se nazyva diference.
Pr. a1=3, d=-2. (j. posloupnost: 3, 1, -1, -3, -5, -7, ...)

V aritmetické posloupnosti s diferenci d plati:
e n-ty Clen je dan vztahem a,=a;+(n—1)-d

e mezi libovolnymi dvéma ¢leny a, a asje vztaha, = a;,+(r—s)-d

v ’ v o .. n
e soucet s, prvnich n ¢leni posloupnosti je s, = 5 (a, +a,)

Pt. Vypocitejte soucet vSech trojcifernych Cisel, ktera jsou dé€litelnd jedendcti.

Reseni: 110+ 121+ 132+ ... + 990
jde o aritmetickou posloupnost s d =11
ur¢ime pocet trojcifernych ¢isel délitelnych 11
a,=990=a;+(n-1)d
n=381
soucet 81 Cisel je tedy = 81/2 - (110 + 990) = 44550

oeometricka posloupnost

Def. Posloupnost se nazyva geometrickd, pravé kdyz existuje realné Cislo g tak, Ze pro kazdé
ptirozené ¢islo n plati: a,,, =a,-q.

Cislo g se nazyva kvocient.

Pt. a;=1, g=1/2. (tj. posloupnost: 1,
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V geometrické posloupnosti s kvocientem ¢ plati:

;v . , ]
e -ty ¢len je dan vztahem a,=a;-¢q"

e mezi libovolnymi dvéma ¢leny a, a ayje vztah a, = a;- ¢

3 e . 1-¢"
e souclet s, prvnich n ¢lent posloupnosti je s, =a, - " , q#1,

—-q

s,=n-a;, q=1I.

Pt. Na pocatku roku 1995 Zzilo ve mésté 23600 obyvatel. Kolik obyvatel 1ze ve mésté ocekavat

na poc¢atku roku 2020, jestlize ro¢ni ptirtstek se odhaduje na 1,8 % ?

Reseni: po¢. 1995 ...... 23600
poc. 1996 ...... 23600 + 0,018-23600 = 23600-1,018
poc. 1997 ...... 23600-(1,018)2
poc. 1998 ...... 23600-(1,018)3
jde o geometrickou posloupnost s ¢ = 1,018

pocatkem roku 2020 to bude = 23600- (1,018)25 = 36864 lidi

Def. Je dana posloupnost (a,).—1". Vyraz, ktery obsahuje ¢leny této posloupnosti ay, as, ..., ax,
... ama tvar
ata + ...+ta,+ ..

9

se nazyva nekonecnd iada. Cleny posloupnosti jsou téz ¢leny nekonecné rady.
o0

Nekonecnou fadu budeme zapisovat takto Zan :
n=1

Timto symbolem oznacujeme nejen ¢iselnou fadu, ale také jeji soucet (pokud ovSem existuje).

Posloupnost, jejiz n-ty ¢len je roven souctu prvnich n ¢lenti nekonecné fady nazyvame

v r v r v, 0 00
posloupnost astecnych souctit a ozn. (sn)

n=l"
S, =4q
s, =4q, +a2

Sy =a,+a,+a,

s,=a,+a,+-+a,



Soucet s nekonecné rady miizeme vyjadrit jako limitu posloupnosti ¢asteénych souctt.
Jestlize je seR, fikame, Ze fada konverguje.
Jestlize je s = +oo nebo s = -o0, fikdme, Ze fada diverguje.

Jestlize soucet s neexistuje, fikame, fada osciluje.

Specialni fady:

e aritmeticka fada Za +(n-1)-d, a,deR

n=1

e geometrickd fada ) a-¢"", a,geR

n=1

o0

e harmonicka fada Z—
n=l1 n

Pt. Odhadnéte 5.-ty a n-ty Clen fady, znate-li prvni 4 Cleny. Zapiste fadu pomoci sumy a

uréete n-ty castecny soucet s,. Zdivodnéte konvergenci nebo divergenci fady a existuje-li

urcete jeji soucet s.

1)4+§ E+£
5 25 125
SR B
7 49 343
3) -1+1-1+1----

1 1 1 6
4) —+—+—+—
36 30 25 125

Navod: Vsimnéte si, Ze jde ve vSech ptipadech o geometrickou fadu.

6 n+l 0 n+l n 4 n—l1
e NI T e

[Feseni: 1) a;=—,a, = —, s
5 4°"n -1 -1°"n
5 A 3 5




Pt. Urcete n-ty Castecny soucet s, a existuje-li, urCete také soucet s dané tady.

o0 1 o0

n
),,Z::‘n-(nﬂ)’ )2(3;1 2) Gn+1)’ 3),12::‘1nn+1’

Navod: U prvnich dvou tad vyuzijte rozklad na parcidlni zlomky a u tfeti vlastnosti logaritmu.

(11 1 : 1 1 1 1
reseni: 1) s = — | =1- ,s=1; 2) s = 3 3 =—|1= ,
- ) 5, Z(k k+ lj n+1 ) S, ;(3/(—2 3k+1j 3( 3n+1}

s=1;3) s,=) In——=In——,5=-00]
o k+1 n+l

Naéboj: Urcete n-ty castecny soucet s, a existuje-li, urCete také soucet s dané rady.

&[0 2Y" 1
,Z‘[z”(?] +n-(n+1)-(n+2)]

Reseni: Dana tfada je tvofena dvémi geom. fadami a jednou nespecialni fadou. Pro zjisténi s, u

geom. fad vyuzijeme vyse uvedeny vzorec pro soucet n ¢leni geom. posloupnosti a u treti

fady nam pomuze rozlozeni na parcialni zlomky jejiho n-tého ¢lenu.

1
Tedy: 1) g, =7 s, = a soucet s, =1.

L
"2 -

1-(-2)
2) q, =—§, s, =—§-(—23) a soucet s, =
5y 1 1 3
3) s, =z ———+ — a soucet §; =—
~\n n+l n+2 "4 2(n+1) 2(n+2)
17

Hledany soucet s dané fady je s =s, +5, + 5, = 20




Vzorec pro n-ty ¢len

Otazka zni: ,Jak najit vzorec pro n-ty Clen posloupnosti, mame-li ji zadanou
rekurentnim vztahem a nejde o Zaddnou z vySe uvedenych specidlnich posloupnosti?“
Je nékolik moznosti, jak se vzorce dopatrat. Jednou z nich je vypsat par prvnich ¢lend zadané
posloupnosti a na vzorec se snazit pfijit bez vypoctd, jen tak z hlavy. Tuto moznost mizeme
vyuzit, pokud se nejednd o piili§ "slozitou" posloupnost. My si ukazeme zplsob, ktery
muizeme vyuzit témét vzdy a pii kterém vyuzijeme zékladnich znalosti z teorie diferencnich

rovnic.

Pt. Mé&jme posloupnost zadanou rekurentné a; = 2, a, = 7, a,+2 = 7Ta,+; — 10a,. UrCete tuto

posloupnost vzorcem pro n-ty ¢len.

Reseni: Prvni ¢leny této posloupnosti jsou 2, 7, 29, 133, 641, ...
Jak tedy obecné¢ vyjadrit n-ty ¢len?

Hledejme vzorec ve tvaru a, =z ".
Dosazenim do rekurentniho vztahu obdrzime nésledujici rovnici.

Zn2—1Z 91 +10z2,=0
Po vytknuti 20 (2 =72+ 10)=0
Kdyby z = 0, muselo by jit o posloupnost s nulovymi ¢leny, coZ neni nas ptipad. Proto z # 0
a tedy z musi byt kofenem kvadrat. troj¢lenu (tzv. charakteristického polynomu) v zavorce.
Odtud tedy z=2,z=35.
Hledany vzorec bude linedrni kombinaci vyrazi 2" a 5%, tj. ve tvaru a, = C; 2" + C, 5", kde C,
a C; jsou redlné konstanty. Jejich hodnoty ziskame dofeSenim soustavy dvou rovnic o dvou

neznamych C; a C,, které¢ sestavime z podminek kladenych na prvni dva ¢leny zadané

posloupnosti
2=C2'+C,5",  7=C2°+C, 5
i uw . 1 1
a obdrzime feSeni C1=5, szg.

Vzorec pro n-ty €len je tedy a, = %2“ + %5“ po upravé @, =21+ 5L

Ukazme si jesté jeden piiklad. V ném uvedeme strategii, jak postupovat, jestlize z

bude vicenasobnym kofenem kvadratického troj¢lenu.



Pt. Necht je posloupnost zadéna rekurentné a; = 2, a, = 3, a,+2» = 2a,+; — a,. UrCete tuto
posloupnost vzorcem pro n-ty Clen.

Reseni: Opét hledejme vzorec ve tvaru a, =z ".

Charakteristicky polynom je tentokrat z* —2z + 1 =0.

Resenim tohoto polynomu je jeden dvojnasobny kofen z;, = 1.

Hledany vzorec bude linedrni kombinaci vyrazii 1" a nl". Vyrazy, ze kterych vytvarime lin.
kombinaci musi byt nezavyslé, coZ zaru¢ime vynasobenim jednoho z vyrazii 1" vyrazem n
a pfitom zachovame spravné feseni.

Vzorec bude tedy ve tvaru a, = C; 1" + C, nl ", kde vzhledem k hodnotdm prvnich dvou
¢lent posloupnosti jsou pak Ci=1, C,=1.

Jedna se tedy o posloupnost, kde n-ty €len je a,=1+n.

Pf. Stejnym postupem mizeme zjistit 1 vzorec pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti, jejiz

rekurentni zadanije a; =1, a2 =1, a,=a,; + a,..

J5 1+J§]" ﬁ[l—ﬁ}"]

[Reseni: a =—( i
2

"5 5 2

Problém nastane, kdyz v rekurentnim vztahu je zahrnut navic vyraz proménné n. Na

dalsim priklad¢ si ukazeme, jak se s timto problémem vyporadat.

Pt. Je dana posloupnost a; = 5, a,+; = 2a, + 2"n. Urlete tuto posloupnost vzorcem pro n-ty
¢len.

Reseni: Postup uréeni n-tého &lenu nyni rozdélime na dvé &asti. Hledany vzorec pak bude
vyjadfen jako soucet feSeni z téchto dvou ¢asti.

1. Vyraz proménné n poloZime roven 0. Tim obdrZime zadani, které jiz umime vyftesit vySe
uvedenym postupem.

Tedy a; = 5, a,+; = 2a, . Charakteristicky polynom je z — 2 = 0. Kofenem polynomu je 2.
Prvni ¢ast hledaného vzorce je a_n = C,2", kde C; je realna konstanta. Jeji hodnotu zjistime
v uplném zavéru feSeni z podminky na prvni ¢len posloupnosti.

2. Druhou cast feSeni budeme hledat v analogickém tvaru, jako je vyraz proménné n, ktery
jsme v prvni ¢asti polozili roven 0 a jez miizeme upravit obecné do tvaru p” - Py(n), kde peR

a Py(n) polynomy s-t¢ho stupné proménné n. Takze druhd cast feSeni bude mit tvar

i =n"- p"- Qyn), kde r je hodnota nasobnosti kofene p charakteristického polynomu



a Qy(n) polynomy s-t¢ho stupné¢ proménné n s neurcitymi koeficienty. Tyto koeficienty

ziskdme dosazenim Z do rekurentniho zadani a naslednym vypoctem.

V naSem piipadé je vyraz proménné n ve tvaru 2'n (tj. p = 2, Py(n) = n, tedy s = 1).
Podivame-li se na charakteristicky polynom, zjistime, Ze p je jeho kofenem a to
jednonasobnym, proto » = 1. Polynom Qq(n) musi byt také polynomem prvniho stupné, a tedy

Qs(n)=An+B,kde A, B € R.

Tvar druhé &asti feseni je @, =n'- 2"+ (An + B) = 2"- (An* + Bn).

Dosazenim do zadani dostavame 2" A®n+1)* + B(n+1)) =2-2"- (An* + Bn) + 2™,
po upravach 4An+ (2A +2B) =n.
Porovnanim koeficient polynomil na pravé a levé stran€ obdrzime A = i ,B= —%.

o= a1
Druha ¢ast hledaného vzorce je a, =2 2 (n* - n).

. — = |
Vzorec pro n-ty ¢len je a,= a,+ a,=Ci2" +2 2 (n* - n), kde C;€R.
y . 5

Protoze a; =5 je CIZE .
Jedna se tedy o posloupnost, kde n-ty ¢len je @, = 52"+ 2" (n* —n).

2 n’+2
Néboj: Stanovte soucet fady z 7

n=1
Reseni: Nejprve uréime s, tj. posloupnost ¢asteénych soudtd.

= n’ 42 n*+2

=aitaxtazt...ta,+..,kde a, = .

RozepiSeme-li danou fadu je Z 7

n=1

Protoze s,=a1taytas+...ta, a syv;=a1+ataz+...+a,+ a1,

2 n
vidime, Ze Sp+; - Sy = Ap+1 = M, tedy Sp+7-Sp= (%} (%nz +§n+1j as;=1,cozje

rekurentn¢é zadané posloupnost a k najiti vzorce pro n-ty ¢len miZzeme vyuzit postup uvedeny

v predchozim pfikladé. Obdrzime fteSeni s, = —%(%) (n2 +n +4)+ 2. Soucet ftady

vypocteme jako limitu této posloupnosti a tedy s = 2.



