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Resené priklady
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1.2.1

1.2.2

MnozZiny

Urcete viechny podmnoziny mnoziny M= {3, —4, 5} .
Mnozina M ma tyto podmnoziny:
Prazdna mnozina &
Podmnoziny o jednom prvku { 3} , { —4} , { 5 }
Podmnoziny o dvou prvcich {3, —4} , {3, 5} , {—4, 5}
f=Mm

Mnozina M obsahuje 8 podmnozin véetné prazdné mnoziny a dané mnoziny.

Podmnoziny o tiech prvcich {3, —4,5

Urcete prinik AM B mnozin A, B, kde A je mnozina vSech prvocisel, B mnoZina vSech

sudych Ccisel .

A={2,3,57,11,..}, B={2,4,6,8,10,..} ANB= {2}

Jsou dany mnoziny A={1,3,5,7}, B={4,5,6,7,8}, C={2,5,6,7,8,9}. Urcete
a)ANB, BNC
b) ANBAC
¢)AUB, BUC
dAUBUC

Hledané mnoziny jsou :

a) ANB={5,7}, BN C={5,6,7,8}

b) ANBNC={57}

¢ AUB ={1,3,45,78},BUC={2,4,5,6,7,8,9}
d AUBUC={1345,6,78.9

Jsou dény intervaly A=(-4,3) , B=<-2,2> ,C=(1,5>.

Urcete:
a) AUB ¢c) BUC e) ANB g) BNC
b) AUC d AUB UC ) ANC h) ANB NC

Hledané mnoziny jsou :

a) AUB =(-4,3) ) BUC = <-2,5> ¢) ANB = <272>
b) AUC =(-4,5> d AUB UC= (45> 0 ANnC =(1,3)
g) BNC =(1,2> h) AnB NnC=(1,2>

Jsou dény intervaly A=(-0,2),B=(1,3) ,C=( -1,1) U (2, o).
Urcete:

a) (AUB) NC

b) (CUB) NA

¢) ANB NC

d) AUB UC

Vysledné intervaly jsou:

a) (AUB)NC =( -1,1) U (2,3)
b) (CUB) NA=( -1,2)

c) ANB NnC = {1}

d AUB UC = (-0, o)



2. Matematicka logika

2.1.1  Rozhodnéte, které z nasledujicich slovnich spojeni je vyrok . Pokud se jedna o vyrok, uréete
jeho pravdivost:
a) Cislo x je nezaporné.
b) Cislo 5 je zaporné.
¢) Kazdy obdélnik je rovnobéznik.
d) Trojuhelnik ABC je pravouhly.
e) 3:0 je0

Regeni :

a) neni vyrok, protoze o x nic nevime

b) je vyrok a to nepravdivy

¢) je vyrok ato pravdivy

d) neni vyrok, protoze o trojuhelniku ABC nic nevime
e) neni vyrok, protoZze déleni nulou neni definovano

2.1.2  Utvofte negaci vyroku:
a) dnes je svatek
b) vSichni zijici lidé jsou mensi nez 280 cm
c) x>1,je-li x redlné cislo

Reseni:
a) dnes neni svatek
b) existuje zijici ¢lovek, ktery ma 280 cm nebo vice
¢) x<1,je-li x redlné ¢islo

2.1.3  Utvoite disjunkci Vv dvou vyrokd p, q auréete pravdivost sloZzeného vyroku, je-li
p = Ccislo 12 je nasobkem cisla 2,
q = cislo 12 je nasobkem ¢isla 5,

Reseni :
p Vv q = (Cislo 12 je nasobkem ¢isla 2) v (Cislo 12 je nasobkem cisla 5)=
= (islo 12 je nasobkem Cisla 2 nebo 5

SloZeny vyrok je pravdivy piesto, ze vyrok q je nepravdivy.

2.1.4  Urcete konjunkci A dvou vyroku p, q, je-li
p = realné Cislo x je mensinez 2,
q = realné ¢islo x je veétsi nebo rovno Cislu -1,

Reseni :
PAg=(x<2)A(x>-1)=(-12)



2.1.5 Dosadte vyroky p=+4=-2, q=3+4=7  douvadéné vyrokové formule

a) pP=q
b) = p=g
c) q =7p
d —g=>-p
a) jeli V4 = 2, pak 3+4=7 virok pravdivy
. b) jeli /4 % -2, pak 3+4=7 virok pravdivy
Reseni :
) jeli 3+4=7, pak V4 = -2, virok nepravdivy
d) jeli 3+4 %7, pak /4 = -2, virok pravdivy

2.1.6  Urcete pravdivostni hodnotu slozeného vyroku ((23=6)v (3.4=16)) A (1< 2)

p=023=6), ¢g=3B4=16), pvg=(23=6)v(3.4=10)),
v=(23=6)v(34=10)A(1<2)
Pravdivostni tabulka pak ma tvar:
p g pvgqg Vv
1 0 1 1

Z uvedené tabulky plyne, ze sloZeny vyrok je pravdivy.

2.1.7 Urcete pravdivostni hodnotu slozeného vyroku

(pr=>q9) < (pve <= —(pr—q)

=9 Cpv oges—(p A —9q

1 1 1 1 O 1 1 1) 1f1 1 101
1 0 0 1 01 0 0 1fO0O 1 110
0 1 1 1 1 01 1) 1f1 0 0O01
0 1 0 1 1 01 01 11 0 O0OT1O0



3.1.1

3.2.1

322

Realna a komplexni ¢isla

Urcete supremum, infimum, maximum a minimum mnoziny M

a) M= (-5,-2)

by M=(0,1) U (23)

) M=(-1, o)

a) supM=-2, infM=-5, max M neexistuje (oteviend mnozina), min M =-5

b) supM=3, infM=0,maxM=3 minM =0

c) sup M neexistuje, inf M =-1 , max M neexistuje (oteviena mnoZina), min M neexistuje

Zapiste pomoci nerovnic s absolutni hodnotou okoli daného ¢isla o daném poloméru:

a)
b)

c)

okoli ¢isla 6 o poloméru 2
okoli ¢isla -3 o poloméru 1
okoli ¢isla 1.5 o poloméru 0.5

ReSenim jsou nerovnice:

a)
b)
©)

(6-2,6+2) = (4,8) = {xe R;|x—6|<2}
(-3-1,:3+1)=(-4,-2) = {xe R; |x+3|<1}
(1.5-0.52,1.5+0.5)=(1,2) = {xe R;|x—1.5/<0.5}

Pomoci binomické véty feste (2 — V3 )

2-3) = (3}.23.(—\/5)0 + @.2“.(—\/5 ) + @j.z“.(—ﬁ)z + @.233.(—\/5 )

—1.8.1-343+323-1.13/3=8-123+18-3/3=26-153

Vypoétste (2 +3i)° + (1 —2i)

Q2+3) +(1-20)=2+3).2+3)+(1-2))=22+23i+23i+3.3° +1-2i =
=4+6i+6i—9+1-2i=-4+10i

Vypoctéte

2-3i 2-3i 5-2i (2-3).(5-2i) 10—15i—4i+6i

2-3;
5+ 2i

542 5+2i 5-2i (5+2i).(5-2i) 25+10i—10i—4i®

10-19i-6 _4-19i 4 19

25+4 29 29 29



323

33.1

332

Vypodtéte |2 — 3i|

2-3i =2 +3* =449 =413

L .. 3
Reste binomickou rovnici x” —1=10

X -1=0
_14++/1—
(x3_1):(x—1):x2 +x+1 X 4+x+1=0 xlyzz%:_%
R
-+
0+x*—1
- x
-+
0+x-1
x — 1
-+
0
1. 1 .
X =1L x =_E+l\/37a Xy =X =_5+l\/3_
Zkouska :

(x-l).(x+é—i\/3_).(x+%—i\/37)=(x—1).(x2+x+1):x3—l

Reste rovnici z° +1=0.

Budeme hledat feseni rovnice pfevedenim na problematiku nalezeni kotenti komplexniho
Cisla z=-1.

Z2+1=0 — 22=-1 - z=3-1
¢islo z=-1 prevedeme na goniometricky tvar

—l=cosz+isinx pak
+ 2k + 2k
-1 =cos”5—”+ism¥ pro k=0,1,2,3,4.

Dostaneme tedy pét kofent: :
z, =€0s36" +isin36" ,
z, =cos108’ +isin108" ,
z, =coszm+isinz ,
z, = c0s252° +isin252° ,

z, =c0s324° +isin324° .



4. Vektory a matice

4.1.1 Sectéte vektory a =[1,4,-2], b =[3,-2,2]
atb =[14,-2]+[3,-2,2]=[1+3,4-2,-2+2]=[4,2,0]
4.1.2 Odectéte vektory a =[1,4,-2], b =[3,-2,2]

a-b =[14,-2]-[3,-2,2] =[1-3,4+2,-2-2] =[-2,6,—4]
b-a=[3,-2,2]-[L4,-2]=[3-1,-2-4,2+2] =[2,-6,4]
Plati tedy: a-b=-(b-a)

413 Urcete vektor v =2a, je-li a=[2,—5,1,9,—7]
V= 2[2,—5,1,9,—7] = [4.— 10,2,18,—14]
4.1.4 Urcete vektor v = -3a-0b , je-li a=[3,2,-1] b=[0,3,9]

v =-3a-0b =3[3,2,-1] -0[0,3,9] =[-9,6,3]

4.2.1 Jsou dany ¢tvercové matice A,B,C
30 -1 -3 2 1
A=|2 5 1 B={6 5 4 C=|2
7 -2 0 0O 2 -4 0

a) vypoctéte A+B

3 0 -1 -3 2 1 0 2 O
AtB=|2 5 1|+ 6 5 4 |=|8 10 5
7 -2 0 0 2 4 7 0 4

b) vypoctéte B-A
-3 2 1 3 0 -1 -6 2

B-A={6 5 4| -2 5 1|=4
0 2 4 7 -2 0 =7

~ O
|
AW

c) vypoctéte 2.C

1 2 1 2 4 2
2C=2.(2 2 1|=|4 4 2
0 -1 0 0 -2 0

d) vypoctéte A-3B+2C
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e) vypoltéte (A+B)-(B-A)-2A

(0 2 o] [-6 2 2 30 -1] [0 2 0
5/-14 0 31[-2/2 5 1|=8 10 5 |+
17 0 4] |-7 4 -4 7 =2 0 7 0 -4

-2

6

(A+B)-(B - A)-2A=|8 10

Vypoctéte A+E je-li

422
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Vypoctéte A+B , je-li
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43.1 Vypocététe soucin matic A . B a B . A, jestlize
3 5 7 Lo
A:[ - } , B=|-3 4
-2 9 4
5 7
3 5710 3.14(=5).(-3)+7.5 3.0+(=5).4+7.7
- d4(=5).(-3)+7. 0+(=5).4+7.
A .B= -3 4= (=3).( ) =
_—2 9 4 5 7 (-2).1+49.(-3)+4.5 (-2).0+9.4+4.7
53 29
-9 64
1 0 3 5 7 1.34+0.(-2) 1.(-5)+0.9 1.7+0.4
B.A=|-3 4 [ ) 9 4}2 (-3).3+4.(-2) (3).(-5+4.9 (3).7+4.4|=
5 7 5.3+7.(-2) 5.(-5)+7.9 5.7+7.4
3 =5 7
=|-17 51 -5
1 38 63
432 Presvédceme se, ze plati A. E=E . A=A je-li E jednotkova matice stejného fadu jako matice
A,
3 -7
kterd je tvaru A=
3 711 0] [3.14+(-7).0 3.0+0.5] [3 -7
A.E: . = = :A
4 5 _0 1 41+5.0 4.0+5.1 4 5
1 0|3 -7 1.3+0.4 1.(-7)+0.5 3 -7
EA: . = = :A
0 1((4 5 0.3+1.4 0.(-7)+1.5 4 5
433

Vypocététe soucin matic A . B a B . A, jestlize
1 -2 5 6
A= B=
4 3 7 -8
1 2]|5 6 -9 22
A.B= . =
{-4 3} |:7 -8} { 1 —48}
S 6|1 -2 -19 8
B.A= . =
7 81|14 3 39 -38

10



434 Vypoctéte soucin matic A . B a B . A, jestlize

2
A=[5 2 3] =|-1
4
2
AB=[5 2 -3].|-1|=[4]
4
2 10 4 -6
B.A=|-1|[5 2 3]=|-5 =2 3
4 20 8 -12
435 Vypodtste sousin A° , A’ | je-li

3 4]
A=
{_2 1_
, 3 4|[3 4 1 16
A* = A A= . =
2 12 1] |-8 -7
\ 3 4113 4][3 4] 1 16][3 4] [-29 20
A’ =A,A.A= . . =A’ A= . =
2 1|2 1]]=2 1 -8 -7(1-2 1] |-10 -39

1 2 3 I 11
43.6 Vypoététe soutin matic AB,kde A=|0 1 2|, B=|0 1 1
0 0 1 0 01

1 2 31 11 |1 35

AB=|0 1 2[/0 1 1j=10 1 3

0 0 1jj0 0 1 |0 0 1

11

11



44.1

442

443

Vypoctéte hodnost h(A) matice A, je-li
2 4 6 -8 0

A=3 7 -2 -1 5
10 22 8 -18 10

2 4 6 -8 0 |/(2) |1 2 3 40 1.7
A=3 7 -2 -1 5 ~13 7 =2 -1 5(+(1.7).(-3)~
10 22 8 -18 10(/(2) |5 11 4 -9 5 (+(1.7).(-5)
1 2 3 -4 0
1 23 -4 0
~10 1 —11 11 5 ~ — h(A)=2
0 1 -11 11 5
0 1 —11 11 5|vynech.
Vypoététe hodnost h(A) matice A, je-li
I -1
3
A=
3 2
-1 1
I -1 1.7 I -1
2 3| -2.(0.7) 0 5 I -
A= ~ ~ —  h(A)=2
3 2 |-(1.7+27) 0 O |vynech. |0 5
-1 1 +1.7 0 O |vynech.
Rozhodnéte, pro které ¢islo a mé matice A hodnost h(A)=3
2 0 1
A= 1 2 1
0 3 a
2 0 1|(->37 1 2 1] 17 I 2 1| Lr 1 2 1
A=1 2 1|->17~|0 3 a| 27 ~|0 3 a| 27 ~|0 3 a
0 3 a|>27 [22 0 1[+2.(/ [0 4 3|22/ |0 0 3-3
9

h(A)=3 jen pro 3—§a #0 , tedypro a=# 2

12

12
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5. Determinanty

5.1.1  Vypoctéte hodnotu determinantu ~ det A=

4
-6

3
det A=
5

46‘ = (3).(=6) — (4).(5) = —18—20 = -38

a
5.1.2  Vypoé&téte hodnotu determinantu  det A=

e g
a
det A= =a.g—c.e
e g
2431 1+1
5.1.3  Vypoététe hodnotu determinantu  det A=
1-i 2-3i
2431 1+1 ) ) ] ]
det A= =2+30).2-3)-1+).0-)=4+9) - A+ =11
1-i 2-3i
0
5.14 Vypoététe hodnotu determinantu  det E= ‘
1 0
det E= =1.1-00=1
0 1
sinx  cosx
5.1.5 Vypoététe hodnotu determinantu ~ det C= ]
—COSX SInx
sinx cosx ) ) . 5
detC= . |=sinx.sinx — cosx.(—cosx)=sin" x + cos” x =1
—COSX SInx
2 -3 4
5.2.1 Vypoctéte hodnotu determinantu -7 6 5 pomoci Sarrusova pravidla
8 -9 10

= +2.6.10 +(=3).5.8 + 4.(=7).(=9) — 4.6.8 — 2.5.(=9) — (=3).(=7).10 = +120 — 120 + 252 =192 + 90 — 210 =
=60

13



a b c
522 Vypoctéte hodnotu determinantu b ¢ a pomoci Sarrusova pravidla
c a b
a b c
b ¢ al=ach+bac+cha-ccc—bbb—ccc=3abc—c -b -a’
c a b

.COS X sinx O

5.2.3 Vypoctéte hodnotu determinantu  det J(r,x,z)=|-rsinx rcosx 0
0 0 1

.cosx sinx 0
det J(r,x,z)=|-rsinx rcosx Of=cosx.(rcosx).l+sinx.0.0+ (—rsinx).0.0—

0 0 1
—0.(rcos x).0 — cos x.0.0 — sin x.(—7.sin x).1 = 7.cos’ x + 0+ 0—0— 0 + r.sin” x =

=r.(cos’ x+sin’ x)=r.1=r

5.2.4  Presvéddete se, Ze determinant matice A a transponované matice AT maji stejnou hodnotu,

1 2 3
kdyz matice A=|-6 5 4].
7 0 8
1 2 3 1 -6 7
Pévodni matice A=| -6 5 4| , transponovani matice A'=-2 5 0
7 0 8 3
1 2 3
det A=|-6 5 4/=40-56-105-96=-217
7 0 8
1 -6 7
detA" =|-2 5 0/=40-56-105-96=-217
3 4 8

14

14
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3 2 0 5

I 2 -1 4

5.3.1  Vypoctéte hodnotu determinantu 4.fadu det D= 76 0
-8 0 8 9

pomoci Laplaceovy véty o rozvoji determinantu a to podle 3.fadku

3 2 0 5
2 0 5 3.0 5
detp=| % 4:2.(—1)3“.2 1 A+ =D -1 4+
2 -7 6 0
0 8 9 -8 8 9
8 0 8 9
3 25
F6.(=1YP |1 2 4|=2.(-18+80—64)+7.(-27 + 40— 40 — 96) +
8 0 9

+6.(54—-64+80-18)=-4-861+312=-553

5.3.2  Presvédcete se, ze rizné rozvoje daji stejnou hodnotu determinantu. Rozviite determinant 4.fadu

2 1 0 -1

2 -1 1

40 | podle 1.fadku a podle 1.sloupce

0 2 -1 -4
21 0 -1
) L1 3 -1 1 3 2 1 3 2 -1
40 1 ) :2.(—1)”1. 0 1 21 + 1.(—1)“2.4 1 21 + 0 + (—1).(—1)“4.4 0
0 2 | -4 2 -1 -4 0 -1 -4 0 2

=2.(444+0-6-2-0)— (-8+0-12-0+4+16) +(0+0+8—-0-4—-4)=0-0+0=

21 0 -1
-1 1 3 1 0 -1 1 0 -1

2 -1 3 1+1 241 341

i 0 2:2.(—1)*.0 1 2[+2.D"J0 1 2[+4¢D)"]-1 1 3|+0=
2 -1 -4 2 -1 -4 2 -1 -4

0O 2 -1 -4

:2.(4+4+0—6—2—O)—2.(—4+0+0+2+2—0)+4(—4+0—1+2+3—0):0+0+0:

15
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2 1
1 -1+
0o 2

[\

3

N =

N N

)(2.7)

533 Rozvojem dle fadku samych nul se presvédcete, ze hodnota determinantu A, jehoz fadek (sloupec)
obsahuje samé nuly ma nulovou hodnotu.
1 2 2
0 0 0 O
det A=
1 0 -1
-1 0 1
2 2
2 2 1 1 2 1 1
0 00 0 241 242 243
detA=| 0 [SOCDTHE 0 S 012 0 Sl 012
01 2 -1 1 2 -1
-1 01 2
1 2 2
+0.(-D*[2 1 0/==0+0-0+0=0
-1 0 1
3 2 1
5.4.1  Upravou na trojuhelnikovy tvar vypoététe hodnotu determinantudet D=2 1 0
1 0 -1
L2l >3 2 1
3 2 1 3 3| LF 3 32 . 3 3
detD=2 1 0|=3]2 1 0|-2(07=3/0 —— -Z=30 1 2
1 0 -1 0 —1j-1.(1.7) 2 4 _% i
3 3
L2l
1 303 1
=3.(—). I 2[=3.(-—-).1.1.0=0
( 3) ; ( 3)

Zkouska pomoci Sarrusova pravidla :

3 2
2 1
1 0

1

0[=3.1.(-1) +2.0.1+1.2.0 - 1.1.1 = 3.0.0 - 2.2.(-1)=—3-1+4=0

-1

16



542  Upravou na trojuhelnikovy tvar vypoététe hodnotu determinantu
3 13 17 4
6 28 33 8
10 40 54 13
8 37 46 11
3 13 17 4 1.7 3 13 17 4 1.7
6 28 33 8 -2/ 10 2 -1 0f 27
10 40 54 13.3+(—5).(2.f)_3.5'0 -20 -3 -1 +10.(2.7) -
8 37 46 11 5-4.(37) 0 25 14 3(4+537)
3 13 17 4] 17 3 13 17 4 1.7
1 o2 -1 0] 2 1|02 -1 0 2F
35470 0 -13 -1 37 35470 0 -13 -1 37
0 0 41 7(+3.37) 0 0 2 413+2.(37)
3 13 17
102 -1 0| 32(-13)50
3541370 0 -13 -1  3.54.3
0 0 0 50
5.4.3  Presvédcete se, ze hodnota determinantu A a determinantu transponované matice k matici A je
stejna.
a c 5
det A=b =a.(-a)—-cb=—-a" —cb
T_|3 2
det A" = =a.(-a)—-bc=-a —cb
c —a
54.4 Presvédcete se, ze vyména dvou po sobé€ jdoucich radkt zpisobi zménu znaménka.

1 -2 3

detd=-2 1 2/=1-12-12-9-4-4=-40
3 2 1

Vymeéna prvych dvou radku:
-2 1 2

detdA=1 -2 3=4+9+4+12+12-1=40
3 2 1

17
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Reseni soustav linedrnich rovnic

Reste soustavu linedrnich rovnic A.X=B pomoci Gaussovy eliminaéni metody

2x—-3y+4z=8
3x+5y— z=10
Tx— y+7z=15
-3 418 1.7 2 -3 4| 8 1.7 2 -3 4| 8

5 —1]10|+(-15.07) ~|0 9,5 -7| -2 2/ ~|0 95 -7| =2
1 7 15)+(=3,5.0.5) (0 9,5 =7| -13)+(-1).2/#) |0 0o o0 ]-11

ProtoZe matice soustavy ma hodnost h(A)=2 a rozsifena matice soustavy ma hodnost h(A | B)=3,

nema soustava A.X=B dle Frobeniovy véty feseni

6.1.2

Reste soustavu linearnich rovnic A.X=B pomoci Gaussovy elimina¢ni metody

x+2y-3z=5
3x-4y+5z=6

1 2 3|5\ 15 1 2 3|5
3 -4 5 16)+(=3)..5) |0 -10 14 |-9

Matice soustavy i roz$ifend matice soustavy maji hodnost h (A)=h (A | B)=2,
pocet proménnych n=3. Podle véty Frobeniovy je n-h (A) =1 proménna volitelna.

Zvolme tedy z = t. Pak ze soustavy plyne
1 1
z=t =—(14¢+9 x=—(+16)
10! ) S(1+16)

kde t je libovolné realné cCislo.

18
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6.1.3  Reste soustavu linearnich rovnic A.X=B pomoci Gaussovy eliminaéni metody

5x-9y+5z=1
x=2y+ z=0
2x+3y+3z=2
5 -9 51 1 -2 1/ 0) 17 1 -2 0) L7
I 2 1101l7~|5 -9 5 1 —5.(1.1’)~(0 1 1 |-5.(1.7)~
2 3 3|2 2 3 312)=2(7) (0 7 2 )-2.(1.7)
1 -2 0} 17 1 -2 1] 0) L7
~1 0 1 0 1 27 ~1 0 1 0]1 2.7

0 7 1 2)-7.27) (0 0 1]|-5)-7.(2.7)
zpétny chod :

z=-=5 y=1 x=0-z+2y=54+2=7 , kdyz dosadime vypoctené hodnoty ya z .

6.14  Reste soustavu linearnich rovnic A.X=0 pomoci Gaussovy eliminaéni metody

X, +2x,+ 3x,=0
4x, +7x, + 5x;, =0
x, +6x, +10x; =0

X+ x,— 4x,=0

3 1A (1 2 3) 1F
5040/ |0 -1 —7| 27
0=/ |0 4 7|+w40H
-4 ) —(1.7) 0 -1 -7 )(vynech)
12 3) 17 (1 23
alo 1 7 | 27 ~l0 1 7
0 0 —21)=21) (0 0 1

h (A)=h (A | B)=n=3 , soustava m4 trivialni feSeni X =x,=x,=0

1 2 3) ILF
1 -7 (=) ~
0 4 7 )+(4).275)

—_— = N =
— N N3N

19
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6.1.5  Reste soustavu linearnich rovnic A.X=B pomoci Gaussovy eliminaéni metody
X +2x,+ 3x; =1
2x, +4x, + 6x;,=2
2x,—6x,+ x;=3

1 2 3|1 1 2 311 1 2 1
2462D0000D011_1
2 -6 1(3) (0 -10 =511 2110
h(A)=2, h(A/B)=2,n=3, tedy jednu proménnou volime jako parametr
X, =t
1 1
X, =——t——
2 10
x1=1—2.(—lt—i)—3.t=2—2t
2 10 10
6.2.1 Pomoci Cramerova pravidla feSte soustavu linearnich rovnic
x+ y+3z=7
x=3y+2z=5
x+ y+ z=3
1 1 3
det(A)=|1 -3 2|=-3+3+2+9-2-1=28, det(A) # 0, tedy soustava ma pravé jedno
1 1 1
T det(A 8
t
det(A)=|5 3 2|=—21+15+46+27-14-5-8  x=IUA) 8,
det(A) 8
3 1 1
1 7 3
det(Ay) 0
det(A )=l 5 2/=5+9+14-15-6-7=0 y= =—=0
det(A) 8
1 3 1
b det(A 16
t
det(A,)=|l -3 5/=-9+7+5+21-5-3=16 ZIMI—ZZ
L1 oa det(A) 8

20
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7. Polynomy a jejich podil

21

7.1.1 Rozlozte polynom 2x” + 3x + 1 na sougin kofenovych &initelg.

2x° +3x+1=2x" +2x+x+1=2x(x + 1)+ (x +1) = (x + 1)(2x + 1)

nebo

2x° +3x+1=0 — X, =

2x7 +3x+1=2.(x +%).(x +1)=QRx+1)(x+1)

3+9-8 —3+1

2.2

X =——=,x,=-1

2

7.1.2 Rozlozte polynom x> —3x —2 nasoudin kotenovych Ciniteld.

X =3x-2=x —4x+x-2=x(x" - +x-2=x(x-2).(x+2)+x -2 =

=(x=2)(x* +2x+1) =(x=2).(x+1)

7.1.3 Rozlozte polynom x” + 7x + 12 na soudin kofenovych &initelfi.

X+ Tx+12=(x+3).(x+4)

7.1.4 Rozlozte polynom x° —7x” 4+ 14x — 8 na soucin kofenovych &initel.

X =Tx" +14x-8=x" —8—-Tx(x=2)=(x=2)(x* +2x+4) - Tx(x-2) =
=(x=2)(xX* +2x+4-7x)=(x-2)(x* =5x+4) = (x =2)(x = 1)(x — 4)

7.1.5 Rozlozte polynom x° —3x” + 4 na sougin kofenovych &initeld.

X -3 +4=x -2 - X +4=xX"(x-2)-(x’ -4 =(x-2)(x* —x—-2) =

= (x=2)(x+1)

7.2.1 Uzitim Hornerova schematu rozlozte na soucin kofenovych Ciniteltl
x4+ 2x* —9x’ —4x” +30x-36

1 2 -9 -4 30 -36
1 1 3 -6 -10 20 -16
-1 1 1 -10 6 24 -60
2 1 4 -1 -6 18 0
2 1 6 11 16 50
-2 1 2 -5 4 10
3 1 7 20 54 180
-3 1 1 -4 6 0
-3 1 -2 2 0

x4+ 2x* —9x —4x? +30x-36=(x-2)(x* +4x’ —x> —6x+18) =
=(x=2)(x+3)(x’ +x* —4x+6) =
=(x=2)(x+3)’(x* —2x+2)

21
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7.2.2 Uzitim Hornerova schematu rozlozte na sou¢in kotenovych ¢initeld
x® —6x° +11x* —2x° —12x% + 8x

1 -6 11 2 -12 8 0
0 1 -6 11 2 -12 8 0
1 1 -5 6 4 -8 0
1 1 4 2 6 2
a1 |1 -6 2 -8 0
-1 1 7 19 27
2 1 -4 4 0
2 1 -2 0
2 1 0

x® —6x° +11x* —=2x° —12x% +8x = x(x = )(x + )(x = 2)’

7.3.1 Rozlozte racionalni lomenou funkei f(x) = S S— na parcidlni zlomky
(x+D2x+1)
al = A B e+
(x+D2x+1) x+1 2x+1
X =ARx+1)+ B(x+1)
X =x(2A+B)+(4+B) " 2A+B=1 , A+B=0
tedy A=1, B=-1
X 1 -1

= +
(x+D2x+1) x+1 2x+1

X —6x>+11x-=5

7.3.2  RozloZte raciondlni lomenou funkci f(x) = =2 " na parcialni zlomky
x—
Po6x’+1lx-5 A4 B C D
Al 4x = + ~+ -+ - /(x-2)*
(x=2) x=2 (x-2) ((x-2) ((x-2)

X —6x" +11x-5=A(x-2) +B(x-2) +C(x—2)+ D
X —6x” +11x—5=A(x’ —6x> +12x-8)+ B(x* —4x+4)+ C(x—2)+ D
vyfeSenim soustavy pro A, B,C,D  dostaneme
A=1, B=0, C=-1, D=1
X —6x +11x—-5 1 -1 1
= + + :
(x-2)* x-2 (x=-2) (x-=2)

22



y o . 8x—31 _
7.3.3  Rozlozte racionalni lomenou funkei f'(x) = —————na parcialni zlomky
x"-9x+14
8x—31 A
= [(x=T)(x-2)

x2—9x+14_x—7 x=2
8x—-31 =A(x-2)+B(x-7)

uzijeme dosazovaci metodu

x=2 — 16-31=B(2-7) — B=3

x=17 - 56-31=A4(7T-2) — A4=5
8x—31 5 3

2 - +

x*=-9x+14 x-7 x-2

1
7.3.4  Rozlozte racionalni lomenou funkci f(x) = o0 na parcialni zlomky
+X

1 1 A Bx+C
1+x° - (x+D(x> =x+1) :)chl—Fx2 —x+1

1 =AX* —x+D)+Bx+C)(x+1)

1 =x"(A+B)+x(-4+B+C)+(4+C)

[.(1+x%)

A+ B =0
1 1

-A+B+C=0 - A=—, B=—, C=—
3 3

A +C=1

1 _l 1 _l x—2

1+x° 3x+1 3x2—x+1
X +x—1

7.3.5  Rozlozte racionalni lomenou funkei f(x) = na parcialni zlomky

(x* +2)’
X +x— 1 Ax+B Cx+D

+ [
(x*+2)*  xX*+2  (x*+2)
X +x—1=(Ax+B)(x* +2)+Cx+D
X 4+x-1=x(A)+x*(B)+x(24A+C)+ (2B + D)

+2)°

A =1
B =0

24 +C =1 - C=-1, D=-1
2B +D=-1

x3+x—1_ X x+1

(227 X +2 (R +2)

23
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Geometrické vektory

V trojthelniku ABCje AB=a , BC=b , S jestied strany BC, T t&7it8 trojuhelnika .
Pomoci vektorﬁg a B urcete vektory ﬁ? , /?S , /?F .
2~ 2 -

AC=AB +BC=a+ b, YR~ . AT==AS= =Za+-b
2 3 3 3

- e -
Urcete projekci vektoru a na piimku p, je-lidano ¢ = — ‘a‘ =2.
4

—

a, :‘a‘.cosw , proto a, :2.005%:2.%=\/§ .

Jaké musi byt &islo x , aby dané dva vektory a=xi +5; , b=3i—j bylykolinearni.

Musi platit a=k.b — S5j=—k.j > k=-5. Tedyje x=k.3=(-5).3=-15.

Vysetiete, zda dané tfi vektory a= &k , b=i—-j—k , ¢=i—-j+k jsoukomplanarni.
JestliZe ano, naleznéte vztah mezi nimi.

Pro zavislost musi platit m.ZZ + ni) + p.g =0 , tedy musime fesit soustavu tii linearnich rovnic :
0m+1ln+1.p=0

0m—-1n—-1.p=0

Ilm—-1n+1.p=0

Z prvnich dvou rovnic plyne p =-1 an =1 , dosazenim do tfeti rovnice je m = 2.

Dané tii vektory jsou komplanarni .

Vynésobte skalarné vektory @ =(3i—2j) b= (i+4)).

ab=0Gi-2))(i+4j)=3.1+(=2)4=-5

Vynasobte skalarné vektory @ = 2i+3j + J2k , b=-2i+2 j+ Y4k .

b =(2i+3j+02k)(=2i+2j+V4k)=2.(-2)+32+2f4=-4+6+2=4

24



8.3.3 Urcete Ghel vektort a =3i+2j , b=i+5j.

a=3i+2j , b=i+5j

COW:‘W;‘: B1+2sf 13 131
alp| V3+2rAPest V13426 1332 V2

ted _Z

Y‘/’—4

83.4 Zjistéte, zda vektory @ =2i—5j+k b=3i+ 2j+4k jsouna sebe kolmé.

a=2i-5j+k , b=3i+2j+4k
@B p3e5)2+14 0

cosQ =

Tedy vektory jsou na sebe kolmé.

8.4.1 Urcete vektorovy soucin vektort @ =2i —3j+k b=—i+ 2j—4k .

axb=Qi-3j+k)x(—i+2j—4k)=

i j k
=12 =3 1|=12i—j+4k-3k—2i+8j=10i+7j+k
-1 2 -4

842  Vypoitite ‘Ef x b

a urCete geometricky vyznam vypoctené hodnoty, je-li

a=2i+3j ,b=3j+2k

dxb=2i+3j)x(3j+2k)=

i ok

2 3 0/=6i+0+6k—0—-0—4;=6i—4;+06k
03 2
\axg\:\/62+(—4)2+62=\/§=2\/ﬁ

Geometricky vyznam je obsah rovnobéznika z uvedenych vektori.

25
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8.5.1  Vypoctéte hodnotu smiSeného soucinu [555 ] , jsou-li vektory dany

d=i-3j+k ,b=2i+j-3k,c=i+2j+k

b,|= I -3=1+9+4-1+6+6=25

nebo
q ¢ ol (1 2 1

=la, a, ay=1 -3 1|=6+4+1+6+6-1=25
b b, b| 2 1 -3

852 Zjistéte, zda zadané vektory jsou komplanarni

d=i-2j+k ,b=3i+j-2k ,c=Ti+14j-13k

I 2 1

[555}:(ax5)-5=3 1 —2|=-13+28+42-7+28-78=0
7 14 13

Tedy zadané vektrory jsou komplanarni.

853 Vypoctéte objem rovnobéznosténu ABCDEFGH , jsou-li dany vrcholy

A[3,0,4], B[-1,-1,7], C[0,-2,-3] , E[6,5,4].
Objem je dan jako smiSeny souéin tii vektord EEZE
AB =(—4,-1,3) , AC =(-3,-2,-7), AE =(3, 5, 0)
-4 -1 3

-3 -2 -7|=0+21-45+18-140-0=-146

3 5 0

8.5.4 Vypoctéte objem ctyisténu ABCD, jsou-li dany body A[1,2,3], B[-1,0,0], C[0,-2,0], D[0,0,-3].

Objem &tyisténu ABCD je déan jako E[AB AC AD ]‘

2 -2 -3

=Ll a8—6-6+12+12+12)=
o2 g °

===

‘%[EEE}‘ =|-4/=4

—4
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9. Analyticka geometrie v prostoru
9.1.1 Napiste rovnici roviny, ktera je uréena body A[1,-2,3], B[-4,5,6], C[7,8,-9].

1) Jeden zpusob feseni:
Normalovy vektor n je kolmy k vektorim AB =(r—r;) =c¢=(-5,7,3)
a AC =(r3—ry) b=(6,10,-12),

i j ok
Tedyn=bxc=|6 10 —12|=1141i+42j+92 k=(114,42,92).
=5 7 3

Rovnice hledané roviny je (r —r;).n=0, tedy (x-1,y+2,2-3). (114,42,92)=0.
Tedy rovnice je tvaru 57x+21y+46z -153=0.

2) Druhy zptsob feseni:
V kartézské soustaveé souradnic ma rovnice hledané roviny tvar

x—1 y+2 z-3

-5 7 3 |=-84(x-1)-50(z-3)+18(y+2)—

6 10 -12
—42(z-3)-30(x—1)—60(y+2)=—-114x-42y-92z+306=0

57Tx+21y+46z—-153=0
Tedy rovnice jetvaru 57x+21y+46z -153=0.

9.1.2 Urcete rovnici roviny, kterd prochazi body M[3,4,5 ] a N[-6,7,2] a je kolma
k roviné 2x- 3y +4z —5=0.

Vektor Nz normély hledané roviny je kolmy k vektoru MN =(r2—r1)=(-9,3,-3)
a k normalovému vektoru Ny (2,-3,4) dané roviny, a proto je Nz = (I>—Iy) X Ny,
Rovnice hledané roviny je pak (r- Iy ). Ny =0 respektive (r-rz). ny =0.

ik
m=-9 3 -3[=3i+30j+21k=(3,3021)
2 -3 4

(r' rl) = (X'3aY'4,Z‘5) D (r' r2) = (X+6>y_752_2)

pak rovnice je tvaru  3(x-3)+30(y-4)+21(z-5)=0,
nebo 3(x+6)+30(y-7)+21(z-2)=0 .

Po Gpravéch dévaji obé rovnice tyz vysledek X + 10y + 7z —78 =0 .

9.2.1 Napi$me obecnou rovnici roviny , ktera je urena parametrickymi rovnicemi

x=3-2u+3v,
y=1+ u- 2v,
z=34u+v.

Z danych tfi rovnic vyloué¢ime nejprve parametr u . Dostaneme
x+2y=5-v,

z+4y=T7-Tv.
Vylouéenim parametru v z téchto dvou rovnic dostaneme -7x - 10y +z =-28 ,
Po upravé je obecny tvar rovnice roviny 7x + 10y -=z—28 =0 .

27
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Napiste parametrické rovnice roviny uréené tfemi body A[3,-4,5], B[-5,7,3], C[2,4,-5] .

Plati E=s(-8,1l,-2), A_C:t(—l,8,-10) . Tedy parametrické rovnice jsou
x=3-8u -v,

y=-4 +11lu+8v,
z=5-2u -10v.

Uréeme vzdalenost bodu T[3,6,1] od roviny x + 10y +7z—78=0.

Ze vzorce o vzdalenosti plyne

3+10.6+7.1-78] 8 46
V= = =
Ja+100+49 V150 15

Uréete thel rovin x +y+z+1=0 a x-5y-4z+3=0 .

Jde o ostry uhel, ktery sviraji normaly obou rovin. Vypoéteme jej pomoci skalarniho souc¢inu
téchto normalovych vektord ny(1,1,1) a ny(1,-5,-4).

|n,.m, | _|1—5—4|_ 8

|nl|.|n2| B \/gx/ﬁ - V126

Napiste rovnici ptimky dané dvéma body M[2,9,3] a N[5,3,11].

cosQ =

Smérovy vektor piimky MN =$(5-2,3-9,11-3)=8(3,-6,8). Parametrické rovnice pfimky jsou

x=2+3t,
y=9-6t,
z=3+8t.
nebo x= 5+3t,
y=3-6t,
z=11+8t.

Vyloucenim parametru dostaneme kanonicky tvar rovnice piimky

x-2 y-9 z-3 x-5 y-3 z-ll

nebo
3 -6 8 3 -6 8
Ptimku mizeme také urcit jako prisecnici dvou rovin. Rovnice dostaneme vyloucenim
parametru t z parametrickych rovnic, takze dané pfimka je dana vzdy dvojici rovnic :
2x+y=13 , 4y +3z=45

nebo

2x+y=13 , 8x—-3z=7
nebo

4y +3z=45, 8x-3z=7 .

Napiste rovnici piimky , ktera je rovnobézna s pfimkou p , ur¢enou body A[2,1,3], B[7,3,1]
a prochazi bodem C[-3,5,9].

Smérovy vektor dané piimky je AB = s(7-2,3-1,1-3)=s(5,2,-2) .
x+3 y-5 z-9

2 -2
Nebo jako prusecnice dvou rovin  2x—5y+31=0 a 2x+5z-39=0

Kanonické rovnice maji tvar

>
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e ) . x y+1 z-=-3
9.5.1 Vypoctéte vzdalenost bodu M[3,-5,-4] od ptimky — = = .
7 6 2

Bodem M prolozime rovinu kolmou k zadané ptimce. Obecna rovnice roviny je tvaru
7(x-3) + 6(y+5) + 2(z+4) =0 ,Gpravou 7x+ 6y +2z+17=0.

Piimku vyjadfime jako prisecnici dvou rovin ve tvaru

6x-Ty=7 a 2x-T7z=-21

Resime tedy soustavu i rovnic o tfech nezndmych
7x+ 6y +2z =-17
6x — 7y = 7
2x —7z=-21 , kterd ma pravé jedno feseni
119 191 233 . .

P[-— , —— , —1, cozje prusecik piimky s rovinou.
89 89 &9
Vzdalenost bodu M od zadané ptimky je vzdalenosti bodii M a P

119 , 191 , 233 , 6297
v=MP= [(——=-3) +(—+5) +(—+4) =..=,]— .
89 89 89 89

952 Zjistéte vzajemnou polohu pfimky p:  x=¢+1, y=-2r-1,z=3¢+2

aroviny p:x—-y—-z=0

Dosazenim z rovnice piimky do rovnice roviny dostaneme

t+1—(2t-1)—(3t+2)=0

2t=0 > t=0 — tedy piimka p lezi v roviné p

9.53 Urcéete thel ptimky p: x=¢+1, y=¢+2,z=3, ktery svira s rovinou
p:2x+4y+4z-3=0.

Normalovy vektor roviny je: n =(2,4,4) , smérovy vektor pfimky je : s =(1,1,0) .
Tedy thel ¢, ktery svira pfimka s rovinou ziskame z rovnice

_ 7.5 2.1+ 4.1+ 4.0 6
sing = = = =

5] Vi@ P00 642

1
V2
n
odkud plyne ¢ =—.
4

9.5.4 Vypoététe ostry tihel dvou rovin
p:x+y+zx/_:3 , r:x—y+zx/—=—2

Ostry tihel dvou rovin je ostry thel jejich normal , tedy plati

‘ﬁp.ﬁT ‘1.1—1.14—\/5.\/5‘ 2 7 1
cosp=r————= - _Z__
i, | . JE 4T 442 P 1y 442 Java 4 2
_z
773
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10. Funkce jedné proménné

10.1.1 Urcete sudost, lichost a periodi¢nost funkei :
a)  f(x) =6.sin 2x
1
b f(x) =—x
2
0 f()=2""

Zadané funkce maji tyto vlastnosti :

a) f(=x) =6.sin2(-x) =-6.sin 2x =- f(x) —  lich4 funkce
f(x+4r) = 6.sin 2(xt+47x )= 6.sin2x = f(x) —  periodicka funkce

b f(—x) = %.(—x)3 =%.(—l)3.(x)3 _ —%.(x)3 — _f(x) —> licha funkce

polynom neni periodicka funkce

0) f(=x)=20"" =270 % £(x) — nen lich4 funkce

f(=x)=20" =27 2 £(x) —> neni ani suda funkce
exponencialni funkce neni periodicka funkce

10.2.1 Urcete defini¢ni obor funkce f(x)=In(x—1)
4
5]

¥ o2

=34

-4

Zadana funkce je posunuty pfirozeny logaritmus o jedni¢ku doprava. Pro argument této
funkce

plati nerovnice (x—1)>0 — x>1 — xe(L,0)
Tedy D(f)={xell ;x>1}
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, . 2-
10.2.2 Urcete defini¢ni obor funkce f'(x)=arcsin

157

1

05

059

14

-1.54

Slozena cyklometricka funkce ma za argument polynom 1.stupné.
Tento argument je tedy uren nerovnici

2—x

-1< <l —5>-4<2-x<4 —»> —-6<—x<2

-2<x<6 — xe(-2,6)

Defini¢ni obor D(f) ={xell ; -2<x<6}

10.2.3 Urcete defini¢ni obor funkce f(x) = Jx.Inx

f(x)= Jx.Inx je soucin dvou funkei f, = Jx, kterdma D(f,) =<0.0) ,
a f, =lnx , kterama D(f,) = (0,00).

D(f)=D(f,) " D(f,) , tedy D(f)= < 0.0) M (0,50) = (0,00)
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11. Limita a spojitost

2n+1

3n

lima, = lim 22— im 2% 4 lim 2= = Zfim1+ Lim L = 24 0= 2
n—o0 n—o  3p n-»w 3y noo 3p 3 n—ow 3 oo p 3 3

11.1.1 Vypoctéte limitu posloupnosti {an} ,jestlize a, =

B n—-n+2
11.1.2 Vypoctéte limitu posloupnosti {an} , jestlize & = n+1

. . ont—-n+2
lima, =lim ————
n—o0 n—o n +1

= (v citateli je polynom

nizsiho stupné nez ve jmenovateli, proto limita)=0

11.2.1 Vypostste limitu  lim(x* — x +1)
x—2

lim(x* —x+1) = limx* —limx +lim1 = (limx)* — lim x + lim1 =
x—2 x—2 x—2 x—2 x—2 x—2 x—2

=22 2+1=4-2+1=3

nebo pitmo dosazenim do polynomu  =2° =2 +1=4-2+1=3

. . X
11.2.2 Vypoctéte limitu hn}(x —1).(sin T)
X—>

. L TX, . .. TX .
!Cll’)l’zl(x —1).(sin T) = £1_r)121(x — 1).£1f)r21(s1n T) =(2- 1).sm5 =1

11.2.3 Vypoctéte limitu
X —3x+2

lim 3

2
=Ly —x" —=x+1

3 _ _ 2 _ 2 _
lim 3x 23x+2 :lim(x D(x -|Z-x 2):lim(x —lz-x 2):
=yt —x"=x+1 =1 (x=D(x" -1 =l (x7=1)
:lim(x—l)(x+2):hm(x+2):g
=l (x=D)(x+1) =1 (x+1) 2
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11.2.4

11.2.5

11.3.1

11.3.2

11.4.1

L . COsSx—sinx
Vypoététe limitu ~ lim ——
x_,% cos2x

. _—cosx+sinx . —(cosx-—sinx) .. —(cos x —sin x)
lim———— =1im > ——=1i - - =
I Cos 2x % C08” X —sin"x T (cos x —sin x)(cos x + sin x)

) -1
= lim

-1 1
H% (cos x +sin x) B £+£ __ﬁ
2 2

. . sinx o . sin5x
Pomoci vztahu lim—— =1 vypodtéte limitu lim
=0 x x>0 X
. sin5x . sin5x . sin5x
lim =5.lim =< protoze lim =1y=5.1=5
x>0 x x>0 Sy =0 S5x

Vypoctéte jednostrannou limitu pomoci substituce x=a-t (resp.x=a+t)

e

a) lim ——

x—2- x — 2

. |x - 2|

b) lim ——

o2+ x =12

Vypocet:

a) hmmzlimw_hmﬂ:_1im£:_1im1:_1

x-2- x =2 t—0 (2 — t) -2 - (-0 —¢ 10 ¢ t—0

i P @022 W

b) o2+ x =2 t—0 (2 + t) -2 >0 ¢ >0 ¢ t—0

Vypoététe jednostrannou limitu  lim (3x — 5)
x—3—

lim (3x - 5) = im(3(3 1)~ 5) = lim(4 — ) = lim 4 = 4
x—3— t— t— t—

. . 2x-1
Vypoététe nevlastni limitu lim ———
2 In(x —1)

lim—— =lim—=—"2" = lim—— =
= In(x—1) =0 In((2—1)—1) =0 In(1—¢)
2x-1 _ . 2Q+0-1 _ . 3+

lim ——= =lim———— =+
=2 n(x—1) =0In((2+1)—1) =0 In(1+7)

2x-1 _ o 22-0-1 . 3t
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2x -1

11.4.2 Vypodtéte nevlastni limitu lim >
=30 x

20-1_ . 26-0-1_,. 5-2t_

3 1m 3 m T =
x-3-9Q — x t—>09_(3_t) >0 6f —t

. 2x-1 .. 2@3+-1 . 5+2¢t . 5+2¢
lim ~ = lim =lim————=-lim =—
=3-9—x? 09— 3+1) 06t -1 06t +1
lim
11.5.1 Vypo&téte limitu funkce v nevlastnim bods *~* x +1
1 1
. X . t . t . 1
lim =lim = lim =lim—=1
x—+0 x 4] t~>01+1 -0 1+¢ =0 ] +¢
t t
. 2x7+3
lim—=

11.5.2 Vypoététe limitu v nevlastnim bodé “~” +/3x"* —1

1
2043 02t 2P 2430 o

Iim——— = = =
X—>0 /3x4 -1 :xz x—>0 \/3—)674 ) 1 \/3_0 \/g
3 —111'1'174
X—>0 x

1
lim(1+ l)x =e resp. lin’(}(l +x)* =e
x X—>

X—>00

1153 Vypoctéte pomoci vztahti

limitu v nevlastnim bod¢ ~ lim(1 +
X—>00

3%
x)

lim(1+2)" = lim(1 + =) = (lim(1 +1)7)’ = ¢’
X—>0 X Z—500 3z Z—>00 z

" ) .e =1 .a -1 . . e -1
11.5.4 Vypoététe pomoci vztahti  lim =1 resp. lim =Ina limitu lim
x—0 X x—0 X x—0 X
2x 2x z
et -1 et =1 e —1
lim =2lim =2.lim =2.1=2
x—0 X x—0 2x z—0 z
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2
(x=1)*

11.6.1  Zjistéte, kde je nespojita funkce f(x) =

2
(x=1’

x—-1=0 —> x=1, alejedefinovana v levém i pravém okoli tohoto bodu.

fx)=

Je racionalni funkce, ktera neni definovand v nulovém bod¢ jmenovatele

Tedy funkce v bodé x=1 neni spojita.

11.6.2  Zjistéte, kde je spojita funkce f(x)=sin(2x + )

. T
f(x)=sin(2x+ ) je goniometricka funkce sinx posunutd 0 — se zdkladni periodou 7.
2

Je definovana pro vSechna realna Cisla. Jde tedy o funkci spojitou v R.
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12. Derivace funkce

12.1.1  Vypoctéte 1.derivaci funkce  f(x) = 6.sin X
f'(x)=6.cosx

12.1.2 Vypoététe 1.derivaci funkce  f(x) = ¢' —2.Inx
r X 2
fx)y=e ——
X

12.13  Vypottéte 1.derivaci funkce  f(x) =5x" —4x> +8x* —7x—6

f'(x)= (Sx4 —4x° +8x* = Tx— 6)'= (5x4)'—(4x3 )'+(8x2 ) —(7x)"—(6)'=
=54x" 43> +82x-7-0=20x" —12x* +16x—7

12.1.4 Vypoctéte 1.derivaci funkee  f(x) = \/;.(x3 —Jx+ 1)

1 1 1 7 1

F)=Wx (@ —Vx+1) =2 —x2x2 +x2)=(x2 —x+x2)'=

5 -1
:Zx2 —lJrlx2 :szx/;—lJrL
2 2 2 2/x

12.1.5  Vypoctéte 1.derivaci funkce  f(x) =10" —5log, x

f(x)=(10"-5log, x)' =(10")" —5.(log, x)" = 10x.ln10—5.l.L
x In2

12.2.1 Vypottéte 1.derivaci funkce  f(x) = (x* —3x+3).(x* +2x 1)

L) =((F =3x+3).(x" +2x =)= (" =3x+3)".(x + 2x =D+ (x* =3x+3).(x + 2x-1)'=
=(2x=3).(x> +2x =D+ (x* =3x+3).2x+2)=2x" = 3x" +4x> —6x—2x+3+2x —6x" +
+6x+2x" —6x+6=4x" —3x* —8x+9

12.2.2 Vypoététe 1.derivaci funkce  f(x) = sinx.cosx

f'(x) =(sinx.cos x)" = (sin x)".cos x + sin x.(cos x)" = cos x.cos x + sin x.(—sin x) =

= cos’ x —sin® x = cos2x
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12.2.3 Vypodtéte 1.derivaci funkce  f(x) =xA/1— x> +arcsinx

f(x) = (xAl1=x* +arcsinx) = (xA1—x>) + (arcsinx)’ = (x)' A1 -x" +

+x.(v1=x%)"+ (arcsinx)’ =+1-x" + x. 2% + L _
21— 12
2 2 2
N X N 1 :(1 x7) x+1:
\/l—x2 \/l—x2 1-x°
2
:Mzz 1=x2

NIES

2x
1—x*

(2 Y @) (-x)-@2x).(-x)
f(X)_(l—xzj = (1—x*)? -
C2.(1-x)—2x(-2x) _2(1+x%)
S R 2]

X

e

12.3.1 Vypoctéte 1.derivaci funkce  f(x) =

12.3.2. Vypoctéte 1.derivaci funkce — f(x) =—
Sin x

!
, e’ (e").sinx—e".(sinx)” e'.sinx—e"cosx

sin x (sinx) sin® x

_ e .(sinx—cosx)

sin’ x

l1-Inx

12.3.3 Vypocététe 1.derivaci funkce f(x) =
I+Inx

1 1
l—lnxj’ _(I-Inx)'(d+Inx)-(1-Inx).(d+Inx)" (—;).(l+lnx)—(l—lnx)_(;) _
(1 +1In x)2 (1 +1n x)2

S @)= (1 +Inx
1 2

(=) (1+Inx)+(1-Inx)) — 2

= X — X

(1+Inx)? C(+mlhx)}  x(+Inx)

. X
12.4.1 Vypoctéte 1.derivaci slozené funkce f(x) =sm§

f.(l) :lcosz

, . X, X X,
x)=(sin—)" = cos—.(=) = cos
S (x)=( 2) 2(2) S (5)=7c0s7
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o P-5
12.4.2 Vypoctéte 1.derivaci slozené funkce f(x) =arccos
2 ' 2 '
f'(x) =| arccos 2x =5 =— ! . 2x =5 =

3 2 -s) L3

3

B -3 ix B —4x

J9-(2x* =57 3 J9—(2x* —5)

12.4.3 Vypoctéte 1.derivaci slozené funkce f(x) =

I+x
=@ y= @) ey =

12.4.4 Vypoctéte 1.derivaci slozené funkce f(x) =arctan(5x —3)

(5x-3) 5 5

"(x) = (arctan(5x — 3))' = = -
) =( ( ) 1+(5x-3)" 1+25x* =30x+9 25x* —30x+10

12.4.5 Vypodététe 1.derivaci slozené funkce f'(x) =x2*

) = () = (@YY = (2¥I0) (2x) " Inx + 2x(In x)") =

() (2 x+ 224 = (). (210 x + 2) = 2.6 25) (Inx + 1)
X

12.5.1 Vypo&téte 2.derivaci slozené funkce f(x) =sin2x

f'(x) =(sin2x)’=2cos x
f7(x)=(2cosx) =-2sinx

. . ex _e—x
12.5.2  Vypoctéte 2.derivaci slozené funkce f(x) = 2
’
e —e” e +e”
S = =
4 4

., _e’“+e’x’_e"—e’x
roe( )
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12.5.3  Vypoctéte derivaci slozené funkce f(x) = —
2x
J(x)=——
l1-x

10 [fxz j _2(-x)-2w(2) 2 +2 2 +])

2 2 2
(l—xz) (l—xz) (l—xz)
12.5.4 Vypodtéte 3. derivaci slozené funkce  f(x) = 5x°

f(x)=5%

f'(x) =15x
f"(x)=30x
f"'(x)=30

12.6.1 Vypoctéte 1.a 2. derivaci funkce zadané svymi parametrickymi rovnicemi

x=2(t>+1), y=2r

x=2(t>+1), x=2t , X=2
y=2£ , y=6t . y=12t

;Y , 6t

== o Y =——=3

" YT

b Vi YXx—Xy o 12t2t-2.607 1262 3
Yy = (_) = 3 - YV = 3 = 3 A,

X X (21) 8 2t
12.6.2 Vypocététe 1.a 2. derivaci funkce zadané svymi parametrickymi rovnicemi

X =cost , y=sint

39

xX=cost , x=-sinf , X=-—cost
y=sint , y=cost , Jy=-—sint
, ) cost
V=2 o5y =20 - cot
X —sint
V. PX—XYp (—sint).(—sin¢) — (—cost).(cos?)
y”=(_.)=_—3—> y' = —— =
X X (—sint)
_sin2t+coszt_ -1
—sin’ ¢ sin’ ¢
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13. Taylorova véta a aplikace

13.1.1  Vypoétste diferencial df (x) funkce f(x)=2""?

df (x) = £(x)dx = 2%?)dx = (2° . In2)dx

1312 Vypottéte diferencidl df (x) funkee £(x) =308 v bodé x, = 17 .
df (x,) = f(x,)(x — x,) = (3ecos ™ 5 )(x_vr)(x 7) =

= %(—sin(ﬂ -7).(x=7)=0.(x—7)=0

13.1.3  Vypoétste druhy diferencial d” f(x) funkce f(x) = tanx .

9 COS)C (d)
13.2.1 Vypoététe Tayloriv rozvoj 3.stupné funkce f(x) = " ! vbodé x, =3
-Xx
@) === @ ===
—x -3
ey — V(1 — 2 Ty L P S |
F@O=ED0-0" D= Oy
N o1 2 vy 2 2 _ 1
109 =202 () = 7 FO= 5y
N A (] v () __6 _6_3
S7(x)=2.(-3).(0-x)".(-1 (1_) AE) -3 163
S TR TS T
_1 3
=—%+%(x—3)+74(x—3)2+%(x—3)3=
1 1 1 L AP
_—E+Z(x—3)—§(x—3) +16(x 3)
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13.2.2 Vypoététe Maclaurintiv rozvoj funkce f(x) = cosx

f(x)=cosx f(0)=1

f(x)=—sinx f(0)=0

f7(x)=—cosx f7(0)=-1

f7(x)=sinx 7 (0)=0

f7(x)=cosx f770)=1

cmx:ﬂm+fm%+f«mﬁ+f%®f+fwm%“h-—
1! 2! 3! 4!

=1+0—lx2 +O+Lx4 +0—....
2 24

13.3.1 Zjistéte, kde funkce £ (x) = x° —3x —1 je rostouci, klesajici, a kde nabyva svého
lokalniho minima a maxima.
f(x)=x"-3x-1
f(x)=3x"-3 —3x*-3=0
3.x* =1)=0 ->3.(x-D.(x+1)=0
stacionarni body x =1 x=-1

f(=2)=12-3=9 >0 f(0)=-3 <0 f(2)=12-3=9 >0

V intervalu (-oo,-1) funkce roste, v intervalu (-1,1) funkce kles4, v intervalu (1,00) funkce roste.

Bod x=-1 je bodem lokalniho maxima, bod x=1 bodem lokalniho minima.

13.3.2 Zjistdte, kde funkce  £'(x) = " je rostouct, klesajici, a kde nabyvé svého
lokalniho minima a maxima.

f(x)=¢" f(x)=2e" >0
f(x)>0 — lderivace je stile kladna

funkce je rostouci na celém defini¢nim oboru D(f)=R, nema zadné extrémy

2
13.3.3 Zjistéte, kde funkce  f(x) = 3 je rostouci, klesajici, a kde nabyva svého
X+

lokalniho minima a maxima.

<0 s vyjimkou bodu x=-3, kde f(x) neni definovana

2 L2
f(X)—m f(x)_—(x+3)2

Funkce je tedy po ¢astech rostouci na intervalech (-c0,-3) , (-3,0)
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13.4.1 Zjistéte inflexni body, konvexnost a konkavnost funkce f(x) = (x —1)’.

@) ==, f()=3x-D, f7(x)=6(x-1)

f(x)=0 > 6(x-1)=0 — x=1

je inflexni bod

f70)=-6<0, f(2)=6 >0, tedy naintervalu (-0,1) je funkce konkévni (pod te¢nou)

na intervalu (1,) je funkce konvexni (nad tecnou)

13.4.2 Zjistéte inflexni body, konvexnost a konkavnost funkce f(x) = In(x —2).

1 -1
x)=In(x-2 x)=—— “(x) = <0
f(x)=In(x-2) f(x) I S/ (x) G2y
Na D(f)=(2,%) je funkce konkavni, inflexi nema.
13.5.1 Naleznéte te¢nu a normélu k funkei  f(x) = = v bodé& T(2,?).
X
8 , —16x
X) = , (%) =———
f( ) 4+x2 f( ) (4+x2)2
8 -32 -32 -1
2 = — = 1 , ! 2 = = = —
/@ 4+4 /@ (4+4° 64 2
Rovnice te¢ny ... y-f(x,) = f(x,).(x—Xx,)
Rovnice normaly ... y-f(x,) = ,_ (x=x,)
f'(xy)

t: y—l=%(x—2) —> x+2y—-4=0

n: y-1=-2(x-2) —>2x-y-3=0

—_

W orLo

4
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13.5.3 Naleznéte tecnu a normalu k funkci zadané parametrickymi rovnicemi

. 3at » 3at’ bodt (2
= , = VvV bode 1=2.
1+£ 1+£
3at 3at’ 6a 2a 12a  4a
x== L y= @) ==y ==
1+¢ 1+¢ 9 3 9 3
Lo 3a+ ) —3at.3t’ . 6at.(1+ 1) —3at’ 3t
(A+£') ’ (1+£)
6at.(1+¢>)—3at* 3t
V= v (1+£) _6at—3atr*  3at(1-7) t(1-1)
¥ 3a.(+£)-3at3t® 3a—6at’ 3a.(1-20) (1-20)
(1+2)
14
@==
TS
t:4x—-5y+4a=0 n:15x+12y-26a =0
: : . . 4. XCOSX—sSInx
13.6.1 Pomoci L Hospitalova pravidla vypoctéte limitu 111’%—3
X—> X
. Xcosx—sinx . COSX—XxsSinx—cosx .. —sinx
lim . = lim 5 = lim =
x—0 X x—0 3x x—0 3x
1.. sinx 1
=——lim =——
3 x>0 x 3
, . . e —et=2x
13.6.2 Pomoci L 'Hospitalova pravidla vypoététe limitu lim ——
-0 x—sinx
. e —e"=2x . e +e"-2 . e'+et . et—-et 2
lim——— =1lim = lim— = lim =—=2
-0 x—sinx =0 ]l—-cosx =0 sinx 0 cosx 1
- . x'=3x" +3x+1
13.7.1 Vysetiete priibéh funkce f(x) = ———
x—1

== OO

S
.

o
—
| o
=
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13.7.2

x #1,tedy D(f)=(-o0,1) U (1,0)
f(x)= 2&)3;1, x#1, koreny x =2, lokalni minimum
(x-1)
na intervalech (-o0,1 + {/——2), 1+ {/3, 1),(1,2) je klesajici
na intervalu (2,0) je rostouci
(x—17 +2
(x=1)°

konvexni na intervalech (-00,1 +/-2),(1,2),(2,%)

f(x)y=2 , x#1. koreny x=1- 3/5 , inflexni bod

konkavni na intervalu (1 +</-2,1)
Asymptota bez smérnice : x=1 , lim f(x)=—o0, lim f(x) =0
x—l1- x—=l+

Vygetiete priibéh funkce f(x) = —x° +3x

10 7
=R
=8

4

—2 3
-4
-5

-2

10
Funkce je lich4 funkce, definovana vR .
Nulové body mé x=0, x= + \/5 .
Lokalni minimum je y=-2 vbodé x=-1, lokalni maximumje y=2 v bod¢ x=1.
Je klesajici na intervalech (-o0,1) a (1,+o0) ,rostouci na intervalu (-1,1).
Inflexni bod je x=0 , na (-0,0) je konvexni, na (0,0) je konkavni.

lim /(x) = +o0, lim f(x) = o0,
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13.54

13.5.5 Vysettete pribéh funkce f(x) = T

45

2

X
Vysettete priibéh funkce f(x) = 5
1+ x
BN
¥y 17
5 .| e o 1 2 4 5]
] ®
- _
g

Vsude definovana, nezaporna, suda funkce.
Nulové hodnoty nabyva v bodé x=0.

Lokalni minimum v bod¢ x=0, na (-0,0) je klesajici , na intervalu (0,00) rostouci.

-3 l 1
Inflexni body jsou [—,—] i —]
3 747 34
-3 3
V intervalech (-oo, i )a (£ ,+o0) je konvexni, v intervale (i £) konkavni.
3

lim f(x)=1lim f(x) =1, asymptota se smérnici je tedy y=1.
X—>—00 X—>0

Inx

X

0.5 o
] 5 10 15 2n 25

-1.54

i
D(f)=(0,+o0), nulovy bod x=1 .

2 2 2 2
Lokalni maximum y= —vbodé x=¢~ , na (0,e”) jerostouci, na (e ,+o) klesajici.
e
8 s 8 8

Inflexni bod [ €*,—e> ] ,naintervalu (0,6 ) je konvexni, na intervalu (e ,+o) .
Asymptoty : bez smérice - lil’gl f(x) =—0 ,tedy x=0 ,
x—0+

se smérnici - lim f(x) =0, tedyy=0 .

X400

45



13.7.4

13.5.6

Vysetiete pribéh funkce f(x) = xarctan x

307
25
20
15

.20 10

Funkce je vSude definovand , nezaporna a suda.

Nulové hodnoty nabyvé v bodé x=0 , minima nabyva v bod¢ x=0 ,

na intervalu (-0,0) je klesajici , na intervalu (0,

funkce nema inflexni body a je stale konvexni.

o) je rostouci ,

. . . 7
Asymptoty bez smérnice nejsou, asymptoty se smérnici jsou y=-—x — 1 pro x — -oo,
2

T
y=—x—-1 prox — o .

Vysettete priibéh funkce f(x) = xarccos

2.5

1—cosx

—-2x

=4

1o s B -4 =2

2
D(f)=(-0,0>U<—,0) , nulovy bod x=0 .
3

2
Plati y’_(0) = »", (=) = —o0. Lokéalni minimum y=0 v bod¢ x=0,
3

2 2
lokalni maximum y=7 v bodé x=— , na intervalech (-00,0) a (—,) je klesajici.
3 3

2
Na intervalu (-0,0) je funkce konkéavni a na intervalu (—,) je konvexni.
3

T
Asymptota se smérnici y=— pro x — +o0
3

46
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46



13.5.7 VySetiete priibsh funkce f(x) = x*
20
151

¥y 10

D(f)=(0,0) , funkce je kladna , nulovy bod nema.
1

= 1
Lokdlni minimum y=(—)¢ vbodé x=— .
e e

1 1
Na intervalu (0,—) je klesajici , na intervalu (—, ) je rostouci.
e e

Na celém defini¢nim intervalu je konvexni.

lim f(x)=1, lim f(x)=w

x—>0+

13.5.8  Vysetiete priibsh funkce f(x) =e > sin3x

D(f)=(-0,00), spojitd, ani suda ani licha.

T
Nulové body jsou x:kg , kde k je celé ¢islo.

3 -1
V bodech, kde tan(3 x) =— , ma lokdalni extrémy, inflexni body v X, pro néz tan(3 x) =—.
2 5

47



14.

14.1.1

14.1.2

14.1.3

14.1.4

14.2.1

14.2.2

14.2.3

14.3.1

48

Primitivni funkce

Uzitim zakladnich vzorcti integrujte:

I(xs +\/;—x% +L+1)dx=J.x5dx+J-x;dx—J.x‘3‘dx+J.x;dx+J.dx:

Ux
6 5 3 o407 42 6
x—+2x2 —ix4+§x3+x+C:x—+gx x—ixZ/xT+§{/x7+x+C
6 3 7 2 6 3 7 2

Uzitim zakladnich vzorct integrujte:

cos x
5

I(3sinx— )dx =3Isinxdx—%jcosxdx = —3cosx—§sinx+C

Uzitim zakladnich vzorct integrujte:

Izl dx:larctan£+C
x°+9 3 3

Uzitim zakladnich vzorct integrujte:

Icosxdx:1n|sinx|+C

sin x
Integrujte pomoci Gpravy integrandu:

4 3
I Yk =|vydélz'me| =J-(x2 -1+ ! 2)dx=x——x+arctanx+C
1 1+x 3

x*+

Integrujte pomoci upravy integrandu:

I—dx: gon.vzorce|:I 25 — dx:EJ. 12 dxzétanx+C
1+cos2x I+cos” x—sin” x 27 cos” x 2
Integrujte pomoci upravy integrandu:
Icosz xdx = |g0n.vzorce| = IM dx = lJ‘ dx + 1 I cos2xdx =
2 2 2
1 I .
=—x+—sin2x+C
2 4
Pomoci substituce integrujte:
d sub.x—2=t dt 7 1
(x-2) dx =dt r -2 2(x-2)

48



14.3.2

14.3.3.

14.3.4.

14.3.5.

14.4.1

14.4.2

49

Pomoci substituce integrujte:

sub. x* =t
2 = 1 1 2
Ixex dx = 2xdx = dt :—Ie’dt:—e" +C
1 2 2
xdx =—dt
2
Pomoci substituce integrujte:
sub. x=t
J.cotxdx=jcésxdx— a ln|t|+C
sin x cos xdx = dt t

Pomoci substituce integrujte:

sub. 5x+3=t

Isin(5x+3)dx = :ljsintdt = —lcost+ C= —lcos(5x+3)+ C
Sdx=dt| 5 5 5
Pomoci substituce integrujte:
-3 2
J'sm—x = I sin xdx :J‘ﬂsin xdx =
2+cosx 2+4+cosx 2+4+cosx
sub cosx =1l 4 3 t—
- R LD
—sinxdx=dt| t+2 r+2 r+2

2

:%—2t+3ln|t+2|+C:COS ‘C

Pomoci ,,per partes” integrujte:
’ 2x 2x
p-u=e’ u=—e 1 1 1 1
Ixezxdx: p-p 2 =—xe2x——jez"dx=—xez"——ezx—i-C
2 2 2 4
V=X V=
Pomoci ,,per partes* integrujte:

p.p.vV=1 v=
Ilnxdx:jl.lnxdx:

x
1
) 1:xlnx—fx—dx:xlnx—x+C
u=Inx wu=—
x
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14.4.3 Pomoci opakované ,,per partes integrujte:

2 ’
. D. V=X v=2x
'[xz sinxdx = |77 =—x’ cosx+2J.xcosxdx=

u'=sinx uU=-—CcoSx

p.p.-v=x v=1

) ==X cosx+2(xsinx—J.sinxdx) =
u'=cosx wu=sinx

=—x’cosx+2xsinx+2cosx+C

14.4.4 Pomoci ,,per partes a pfevedenim na rovnici integrujte:

’ X X
, p.p-u=e u=e _
Ie“ cos xdx = ) =€ cosx+'[ex sin xdx =
v=cosx V=-sinx
p.p.u=e u=e

) ) :excosx+exsinx—'[excosxdx
v=sinx Vv=cosx

2I e’ cosxdx =e*cosx+e*sinx

1 :
Ie" cos xdx ZE (e' cosx+e”sinx)

14.5.1 Integrujte racionalni funkci:
sub. 3x+2=t
'[—5 ~dx = 3dv=dt |_3 ifzéj‘ﬁdt St élz+C:
B3x+2) 5 37 3 3—2 61t
Sdx ==dt
3
B
6 (3x+2)
14.5.2 Integrujte racionalni funkci:
2x+— (2x+2 2+4
5x+2 5. 2%t xX+2)- 2542
Iz—d :_Iz—d :_ :_J‘
x +2x+10 X +2x+10 29 X +2x+10

+§(—§)j2;dx:§ -3 :éln‘x2+x+10‘—arctanx—+l+C
2 X" +2x+10 2 2 3

(x
Integral /| fesime podle vzorce I j;p(( )) dx=1In | f (x)| +c
X

:J- 2x+2

5 dx:ln‘x2+x+10‘+C1
x +x+10

50

x> +2x+10
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51

Integral fesime upravou a substituci
J. 1 J- J- sub. x+1=¢
x° +2x+10 (x* +2x+1)+9 x+1) +9 dx =di|
1 1
= I s—dt =— arctan(—) +C,=— arctan ( )
9+1t7) 3
1453 Pomoci rozkladu na parcialni zlomky integrujte racionalni funkei:
dx j dx B j dx B dx
x(2x-3)(3x+1)

1:j _ _ -
6x° —7x* =3x ) 7 1 3 1
6 e 6x(x—=)(x+—
x(x 0" 2) x(x 2)(x 3)

Rozklad na parcialni zlomky:
1 ! B C _ { 4 1 4 C 9 }

x(2x-3)3x+1) x 2x-3 3x+1
11 4 1 9 1

3x 332x-3 113x+1

]:_l @ 4 dx 9 dx

+— +—
39 x 3372x-3 1173x+1

=L+ Zinf2x-3+ 2mpr+ 1+ C
33 11

14.5.4 Pomoci rozkladu na parcidlni zlomky integrujte racionalni funkci:

_I —-3x+2 J‘x —3x+2
x(x* +2x+1) x(x+1)

Rozklad na parcialni zlomky:

2
xoav2 A B € _4-2B=1,C=-6)=
x(x+1) x x+1 (x+1)

2 -1 -6

=" —

x x+1 (x+1)

1=2J J J 2—2ln|x|—ln|x+1|—6(_—1j+C:
x+1 (x+1) x+1

= 2Injs|~Infx + 1+ =+ C
X
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14.5.5

52

Pomoci rozkladu na parcialni zlomky integrujte racionalni funkci:

dx
_Ix +1 I(x+1)(x2—x+1)

Rozklad na parcialni zlomky:

14.6.1

14.6.2

1 A Mx+ N 1 1 2 1 —x+2
2 = —+ 3 = A:—,M:——’Nz— = + 3
(x+D(x"—x+1) x+1 x"—x+1 3 3 3] 3(x+1) 3(x"—x+1)
x+1 3) x"—x+1 3) x+1 6) x —x+1 3) x+1 6) x> —x+1
(" "
de—l 22x——1dx+l dx lln|x+1|—lln‘x2—x+l‘+l L—
x+1 6| x—x+1 2 3 3 6 2 1.,
) (x> —x+ )+Z (x—E) +
(x+1)° 1 -
n +—arctan +C
X —x+1 \/5 \/_

Integrujte slozenou racionalni funkci z goniometrickych funkei:

sub. cosx =t

« .3 2 2
sin” x sin“ x . l—cos™ x .
'[ dx:_[ s1nxdx:'[—51nxdx:

2+cosx 2+cosx 2+cosx sin xdx = —dt

-1 *—4+3 (t-2)@ d d
_j’Hz r=[* t+2+ dt=j(7y)/ﬁdt+3jt+—x2=j(t—2)dt+3jt+—x2=

2

=%—2t+3ln|t+2|+C=COS

Integrujte slozenou racionalni funkci z goniometrickych funkei:

J- dx :J- sin x dr :J- sin x _
(2+cosx)sinx ? (2+cosx)sin’ x (2+cos x)(1—cos’ x)
sub. cosx=t dt
=1 sinxd it = J-m { .pomoci rozkladu na parcialni zlomky........... } =
sin xdx = — -

1 j _j dt __j SN T L W P L MV TR
2+t t+1 3 6 2

_ 1|(cosx+2) (cosx— 1)|+C
6 ‘ (cosx+1)° ‘

52
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14.6.3 Univerzalni metodou integrujte slozenou racionalni funkci z goniometrickych funkei:

2
sub. tangzt, x=2arctant, dx= e dt
.X t by 1
sin—= , COS—=
2 I+l 2 Jrr+1
1 2
sin x = sin(2 ) ZSmxcos ! > !
2 2 \/l‘ 1P+ T
1 £ 1-7
cos x = cos(2 ) cos’ X —sin> X = —— =
2 2 41 41 1+t

[— : dx = L 22dt=2j : st =[ L =
3sinx—4cosx 3 2t 41—t 1+¢ 6t —4+4¢ 3t—2+2¢

1422 147
S — omoci rozkladu na parcialni zlomky.......... =
J(zz D(+2) ={-p P Voo
X
2tan—-—1
2 1 1 1 1
=—|——dt——|——dt= ——ln|2t—l|——ln|t+2|+C— In —2+C
592r-1 5t+2 tan£+2
2
14.7.1 Integrujte iracionalni funkci:

dt =

2
\/2x+ sub. 2x+1=t¢ x—t ! t _ZJ t
- =

t2

2dx=dt dx=tdt 7

= 2I dt+2 4d = 2J. dt+ {...rozklad na parcialni zlomky...} =
t-D@E+1)

dt V2x+1+1
:Zjdt+Jt+1 J =2t +Inft+1|~Inft —1|+C=22x+1+In "l
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14.7.2 Integrujte iracionalni funkci:

2
=4Jt2dt—4 3t—1dt:4jta’t——j i = ln‘t +ll+C=
r+ £+

44/—3 4
=—Ax ——In
3 3

b.x=t* 4 .
Suv- X =J Ve Adt = 4f3t—dt =
t

dx = 48 dt 1442 +1

Ny C

14.7.3 Integrujte iracionalni funkci:

)
1 1 1
—— _dx= dr= | ——— =
J\/5—4x—x2 ) \/5—(x2+4x+4)+4 J9—(x+2)

sub. x+2 = t di = t Co
= = arcsm +C =
dx =dt A9 — l
. ox+2
== arcsin +C
14.8.1 Integrujte pomoci goniometrickych funkci iracionalni funkei:

sub. x =3cost
dx = -3sin tdt

j\/9 Xdx = = [V9—9cos” #(-3)sintdt =—9[sin® ¢ sintdt =

= —9J sin’ tdt = —9J 4611 cos 2t —9(%1 - SIZZZ) +C=- % arccos g + % sin(2arccos %) +C=

9 x 9, . X X 9 x 3x X,
= ——arccos — + — 2 sin arccos — arccos cosg +C= —Earccos§+ > 1—(cosarccos E) +C =

:—2arccos£+z 9—x*+C
3 2
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14.8.2

Y

1

2

[

Integrujte pomoci goniometrickych funkci iracionalni funkci:

In

1+ sin arccos
X+

1—sin arccos

x+2

=In(x+2++x" +4x)+C

cost?

J(& +dx+4)—4 Jx+2)* -4
2

2sint

|

sub. x+2 =
cost
2sint 4 2sint
= |= ST dr :J
cos” ¢ 4 4cos t
-
t =arccos cos™ 1
x+2
cost cost sub. sint=u
2 dt:f ) =
cos ¢t 1—sin“¢ costdt =du
du +lj Wit~ Linfi—u 4=
1+u 2J)1-u 2 2

du
1—u
1

2 / 2
1= 1_(x+2)

55

2

—In

2 B N s
2+C=—ln x+2

1+sint
1—sint¢

2
24/1—cos*t cos™ ¢

55

di= [ ——ai -
cost

= {...rozklad na parc.zlomky...

+C=

+C= {...dpravou...} =



15. Riemannuv urdity integral

15.1.1 Metodou ,,per partes” vypoctéte hodnotu uréitého integralu:
: p-p-u=1 u=x 1
In(x+1)dx = 1 xIn(x+1)| — —dx—
-([ (x+1) v=In(x+1) v=—o =[xInC )] o X+1
x+1
1
1In2-0In1]—1 [ax— In2—[x] +[In(x+1)] =2In2-1
-{oin2-0m]-{as- [ Lh o2 {o] s o]
15.1.2 Metodou substitu¢ni vypoctéte hodnotu uréitého integralu:
(pomoci transformaci mezr)
sub. Inx=t
<1+l 1 2 2T 1
[ = Sdv=di|=[(+ndi=|i+ 5 _3241-Log
10X X b 2 o 2 2
e | e—l | 63
IEREE
15.1.3

Metodou substituéni vypoctéte hodnotu uréitého integralu:

(pomoci dosazeni do primitivni funkce)

tox—1 1+ 2x-=2
gxz—zx—3 2j

= l[ln‘x —2x— 3H =L n45-n5) =13
. X —2x— 3 2 2
Vypocet primitivni funkce:

: _—1n|t|+C=ln‘x2—2x—3‘+C
x"—=2x-3 (2x—=2)dx =dt t

_[ 2x-2 J sub. x2—2x—3:t_ dt
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16. Aplikace Riemannova integralu
. 1 .
16.1.1 Vypoctéte obsah obrazce omezeného kiivkou ) =—, osou X a pfimkami x =1, x =5
X
21
1.54
y 1
0.54
L 3 3 i 3 &
-0.5
e
t1 5
P= = [~dx=[In[x{] =m5-In1=In5
X :
16.1.2 Vypodtéte obsah obrazce omezeného kiivkou y = x° +2x” —3X a osou x

-4 2 R 1
X
L2

Priseciky s osou x jsou :
¥ +2x" =3x=x(x+3)(x-1)=0
x=-3, x=0, x=1
v intervalu (-3,0) je funkce nezdporna

v intervalu (0,1) je funkce zaporna
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0
P=[(x+2x" =3x)dx +
-3

1., 25 3,7
—X+X—X
47 37 2

0

1
j (x* +2x> —3x)dx
0

{0—§+18+2}
4 2

1, 2,5 3,
=|=x*+=x-=x"| +
47 37 27 |,

1 2 3 45 7
+ —+=—=-0|=—+|-—|=
{4 3 2 }‘ 4 ‘ 12

13547 142 71
2 12 6

16.1.3

1 1
Vypoctéte obsah obrazce omezeného kiivkami y = :

1.27

] 05 i
0.z *

Vypocteme soufadnice prisecika grafi:

Lo x+x’-2=0

sub.z=x" = z°+z-2=0
(z+2)(z-1)=0

zy==2 =>x,¢l0 ,z,=1 :>x3,4:i\/I

1
Integrujeme v intervalu (-1,1) , kde > 2= —x”.Proto

1+x

P= —I(

=arctan| —%— arctan(—1) oz 1

1+x?

1
—x—)dx = [arctanx——x } =
2 -1

7z 1
+___
6 4 6 4 6

z 1
2 3

58



59

16.1.4 Vypocitéte obsah obrazce omezeného kivkami (y —1)" =2x+1, x—y =0

4 4]
3 31
¥
2_
s

-y
1

SIS AR RRRAE MARRE M "

Zaménou zavislosti proménnych pfi prusecicich y=0 a y=4 obdrzime:

4 4
1 i1 1 64 16
P=|(y—=y" +y)dy= (2y——y2)dy=[y2——y3} =16——=—
{ 2 J 2 6" |, 6 3

16.1.5 Vypoctéte obsah P kruhu o poloméru r

Kruh je obrazec symetricky dle osy x , proto vezmeme dvakrat obsah horni poloviny

¥ +yi=rt Sy = -xt, y, ==X

sub. x =rcost

r 0 V4
P=2[r*—x"dv=| dx = —rsintdt | = 2.[\/7’2 —r?cos>t (—rsint)dt = 2r2jsin2 t dt =
—r _ p T 0

7r0

=2’ %z =2’ [%tz —%sin Zt} =2’ % =7r’

0 0

16.1.6 Vypoctéte obsah obrazce ohraniceného kiivkami, které jsou dany parametrickymi rovnicemi

2

x=2—-t" y=2-+

x=p{t)=2t—t" dx=¢(t)dt=(2-2t)dt

P= - _
y=w(t)=2t"~-+ t€(0,2)
2 2 2
= j(2t2 —Q2=2t)dt = 2j(t4 —38 +28%)dt = 2{%5 _3 +3t3} _112
) ) 5 4 3 |, 15
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16.2.1

16.2.2

osou X

Vypoctéte délku oblouku rovinné kiivky, ktery ma kiivka o rovnici x*+ (v

4-

~1)* =4 pod

x

sz
6
2] dt

6

rovnice dolni pilkruznice je tvaru  y=1-v/4-x> Y= 2 al >
—-X
priseciky s osou X jsou = —\/5 , Xy = +\/§
NE) 2 NE)
L= = [ 1+ xzdxzj‘/ud 2j
5 4—x 5 4—x
sub. x=2cost z oz
. & —2sint sin¢
= dx = —2sintdt =2 j (%)d =2 j ()t =
sz N4—4cos’t =
—\/§ \/5 6 6
Sr V4
haad ol
6 6
o _Z|_4
6 6 3
Vypoététe délku oblouku rovinné kiivky, ktery ma kfivka o parametrickych rovnicich
x=t y=1+2t pro te(0,1)
5
4
3
.
1
U 02040808 1
5
=@(t)=t p(t)=1
L= _| ¥=o0 PO=1 o=
y=y@®)=1+2t y()=2

[T ade =5 [di =5[], =450-0) =3
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omc\‘;‘n



16.3.1

16.3.2

16.4.1

61

Vypoctéte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci obrazce P kolem osy x.

Obrazec P je omezen kiivkami ) =2px , x=3.
3 52 3
V= =7r'[2pxdx:27zp{7} =zp(9-0)=97p
0 0

Vypoctéte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci obrazce P kolem osy x.

Obrazec P je omezen kiivkami y = —
X

, x=1, x=4.

4
V= :7rJ.
1

4 2 4 1 = 4
(—j dx:167zJ-—2dx=167{—} ———167[(——1)—127r
X 1 X

X

Vypoctéte obsah rotacni plochy (plast rota¢niho télesa) vzniklého rotaci rovinného obrazce

P omezeného piimkami x =1, x =2, osou y =0 a grafem funkce y =+/9 —x”

y=/(@)=9-x

= . _ X xe(l,Z)
V=1 N

Il
[\
N

——
O

I

=
LS}

—

+
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