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10.1 Definice a piklady

DEFINICE 1
Necht )V je vektoroW prostor a nechtB je bilinearn forma naV.
Zobrazemn )z definovam pro libovolre x € V predpisem

Qp(x) = B(x,x)

se nayvakvadraticla formaprisiusna bilinearn forme B. Kvadrat-
ickou formou budeme stome nazvat zobrazen() definova@ nay,
pro ktee existuje bilinarn forma B naV tak,ze( = Q5.

Kvadratickou formu muzZeme povazovat za zotidrfunkce
y = ax* na vektorové prostory.
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10.1 Definice a piklady

PRIKLAD 1 Na prostorw/ = R* sloupcoych vektotl dimenze3 je definovano

zobrazen@), ktere kazdemu vektorux = [x;] pfifazuje

Q(x) = X' X = :c% + :1:% + :1:%,

coz je kvadraticla forma pislusma bilinearn forme definovae v iklade 1 o

bilinearnch formach. Interpretujeme-k jako polohoy vektor, pakQ(x) je drura
mocnina jeho dlky.

PRIKLAD 2 NechtA = [a;;] je dara realna Ctvercova maticefadu2. Pak

zobrazen které kazdemu sloupcogmu vektorux = [z;] dimenze de pifazuje
Q(x) = x'Ax = a1127 + (a12 + a21)T1T2 + a2073

je kvadraticlka forma pislusra bilinearni formé definovae v iklade 2 o

bilinearrich formach.

PRIKLAD 3 NechtF je prostor $ech r@lnych funkd. Pak gedpis, ktey kazde
funkci f € F prifazuje

perREe o= gapygeR
definuje kvadratickou formurpslusnou bilin@arn formeé definovai v riklade 3 o
bilinearnich formach. 10. Kvadraticle formy — p. 4/31



10.2 Zakladni vlastnosti

LEMMA 1 Necht V je realny vektorow prostor. Pro kadou
kvadratickou formu) na), x € V a realne o plat

Q(ax) = a*Q(x)

DUKAZ: Pro kazdou bilinearni formi naV, x € V a redlné plati
B(ax,ax) = o’ B(x,x). Je-liQ(x) = B(x,x) pak plati tvrzeni
Vety.
DUSLEDEK: Z véty bezprosgedre plyne, ze

Qo) =Q(0-0) =0
a ze obor hodnak{ () kazdé kvadratické formg) obsahuje
s kazdymcislem i jeho nezaporné nasobky. Obor hodndove

kvadraticke formylefinované pedpisem?)(x) = 0 obsahuje pouze
Cislo 0.
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10.2 Zakladni vlastnosti

VETA 1
Pro kadou bilinearn formu B naV a ji prislusnou kvadratickou
formu@p alibovolrex,y € V plat

B®(x,y) = %(QB(X +y) —Qs(x) —Qs(y)).

DUKAzZ: Tvrzeni gimo vyplyva z rovnice

B(x+y,x+y)=B(x,x)+ B(x,y) + B(y,x) + B(y,y), nebot pak
Qp(x+y)=Qpx)+2B°(x,y) + Qp(y)-

Jelikoz pro libovolnou symetrickou bilinearni fornigina}’ plati

B = B5 plyne z \éty 1, Ze kazda symetricka bilinearni forBana

Y je plné urtena svou kvadratickou formoutiBtudiu kvadratickych
forem se muzeme omezit na kvadratické formiglisné

symetrickym bilinearnim formam, nebot pro libovolnouibé&arni
formu B naV ax € V platiQp(x) = B°(x, x). 10, Kvacratic formy — . /31




10.3 Matice kvadraticke formy

Necht'V je vektorovy prostor komané dimenze s bazi
E = (ey,...,e,) anecht@ je dana kvadraticka formaislusna
bilinearni forne B. Pak pro libovolny vektok € V plati

Q(x) = B(x,%) = [x]; [Blg [x]; -
Je proto pirozené povazovat mati¢i3|. za matici kvadratické
formy @ prislusné bilinearni for@ B v bazi&. Podle ety 1 vsak
kvadraticka forma fslusnab prislusi téZ symetrickéasti B>
bilinearni formyB. Proto definujemenatici kvadratické formy) s
prislusné k bilinearni form B jako symetrickou matici

[QB] — [BS] :

Pri studiu matic kvadratickych forem se tedy miZzeme omeit n
symetrické matice.
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10.4 Diagonalni tvar matice kvadratické formy

Pri studiu kvadratickych forem chcemedit; jakych hodnot muze
nabyvat dana kvadraticka forma. Mame-li matici kvadragitbrmy
v diagonalnim tvaru, pak se hodnota kvadratické formy v dané
vektoru vypa@te jako soaet druhych mocnin s@adnic tohoto
vektoru (kladneé hodnoty) nasobenych diagonalnimi prvky.
Napriklad kvadraticka forma znikladu 1

Qx)=x'x=x'Ix=1-27+1-25+1-25 >0
pro libovolny vektorx # o.

Neni-li matice kvadratické formy gliagonalnim (kanonickem)
tvaru, miZzeme se pokusit upravit formu diagonalni (kanonicky)
tvar, ze kterého Ize obor hodnot poznat.
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10.4 Diagonalni tvar matice kvadratické formy

Nap‘iklad dopliovanim étverctormy Q(x) = —22? + 2229 — 323 dostaneme
prox = [x1, x|

1 1
1 1 5 5
- 5:133 — 322 = —2(x; — 5;);2)2 _ 5"733 = 92 — §y§7

takzeQ(x) < 0 prox # o.
ZapiSeme-li si substitugi, = z1 — s2,y2 = 22 Ve tvaruy = Tx S

_ | 21 N 1 —%
=|a] v=[n] [ 1]

Jelikozx = [x] s, kdeS = (s, s3) je standardni bazZR? a ozn&ime-liy = [x],
v nové baz€ = (e, e3), ktera je utena matici zgtneho pechodul od € k S,
pak plati

To lze owit:

1
1 3 |
O 1 10. Kvadraticle formy — p. 9/31



10.4 Diagonalni tvar matice kvadratické formy

K matici zp&tného pechodul muZzeme wtit matici pffechoduS od béazeS k bazi&

|

kterou mlizeme také zapsat ve tvére= |[e1]s, [e2]s].
Odtud

S=T"1=

—t DO [

1
0

81:[91]3:[Sﬂ:[(1)]7 92:[82]32[55}:[ ]

Jelikoz() je kvadraticka forma ipslusna symetrické bilinearni fogm

[ N L

B(x,y) = —2z1y1 + 1Y2 + T2y1 — 3T2Y2,

muUzZeme o&it vypoctem, Ze
5
B(ei,e1) = -2, B(ej,ey) = B(es,e1) =0, DB(eg,e;) = —5

tedy

Q=lQsle=| o 3 |-
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10.5 Kvadratické formy v R*

Libovolnou kvadratickou formu n&? mtizeme zapsat bud'to pomoci sloZzek ve

tvaru
Q(x) = ax? + 2bx 129 + cx3, (%)

nebo maticog ve tvaru

b
Q(x) = x' Ax, XZ[i;]’ A:[z c]'

Matici A pfitom mlZeme povaZovat za mati@ive standardni ba# = (si,s?).

Budeme se zabyvat otazkou, na jaky tvar Ize redukovat matEechodem ke
vhodné nové bazi. Pro zjednodusSeni vykladu buderedpokladat, ze &ktery
nenulovy koeficient formy) je roven jedné.

Predpokladejme nejprve, ze= 1, takZe doplenimctvercti mizeme upravik)
na tvar

Q(x) = (27 + 2x1(bx2) + (bx2)?) + (¢ — b*)x3 = (z1 + bx2)? + (¢ — b)x3.

10. Kvadraticle formy — p. 11/31



10.5 Kvadratické formy v R*

Jestlizec — b # 0, pak pomoci substituce

Y1 =1+ bra, Yo = \/|C — b?|zy
dostaneme jeden z tvarl

Qx)=ui+v;. Q) =yi—us.
Zapiseme-li si tuto substituci v maticovem tvaru= Tx S

x 1 b
L e U R it
muZeme provedenou Upravu zapsat téZ v maticovém tvaru
Qx)=x'Ax=x'T'DTx = y' Dy,
kdeD je jedna z matic

10 10
U s U}

Matici T pfitom muzeme povazovat za maticiétpého pechodu od
nové baze& ke standardni baz.
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10.5 Kvadratické formy v R*

Jestlizec — b* = 0, pak pomoci substitucg = x; + bxa, Y = 2o
dostanemé)(x) = 7.
ZapiSeme-li si tuto substituci épv maticovém tvaru s

1 b
=01

muzZeme formu zapsat téz v maticovém tvaru
Qx)=x'Ax =x'T'DTx = y' Dy,
S matici 0
D-D, - [ ] |

0 O
Proa = 0 ac # 0 staCi zopakovat pedchozi tUvahy s tim, ze

zamenimea Scax; Sxo.
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10.5 Kvadratické formy v R*

Pokuda = ¢ = 0, pak polozime-lc; = y1 + v2, 22 = y1 — yo,
dostaneme

Q(x) = yi — %5
Odtud najdeme transformagi = (z1 + 22), v = 1(z1 — @2),
kterou muZeme povazovat zéeghod k sotadnicim v nové bazi
s matici z@tneho pechodu

111 1

Lze oWit, ze v nove bazi ma forma mati€d = D,.
Zahrneme-li | nulovou kvadratickou formu,pak kazdou kwtkou
formu naR? muzZeme redukovat vhodnou substitticprechodem
k jiné bazi na jeden z tvaru

Qi(x) = 27 + 23, Qo(x) =] — 13, Q3(%) =27, Qu(x) =0,
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10.5 Kvadratické formy v R*

Z=x+ %2
Q(x)
Xo X X1
s z — 2 2 . p - v2 2
a) Elipticka formaQ(X) =X{ X5 b) Hyperbolicka formaQ(x) =X{ — X5

\ 7
N7
X777
NP
A

2 —_
Al 4 = A x)=0
¢) Parabolicka formd(x) = x{ d) Nulova formaQlX) 10. Kvadraticle formy — p. 15/31



10.6 Pozitivre definitni formy

DEFINICE 2
Kvadraticla forma() na vektoroem prostorl/ se nagvapozitivre

definitri, jestlize pro libovole x € V, x # o plat Q(x) > 0.
Jestlze pro libovole x € V plat Q(x) > 0, pak se) nazva
pozitivie semidefinithn

PRIKLAD 4 Kvadraticka forma z pikladu 1 je pozitivié definitri.
PRIKLAD 5 Kvadraticka forma—( definovaid naR? predpisem
Q(x) = —2x7 + 2x1x9 — 35 je pozitivre definitn.

PRIKLAD 6 Kvadraticka forma z pikladu 3 nafva pouze

nezaporrych hodnot, asak@(f) = 0 nagiklad pro nenulovou
funkci f(z) = (x — 1)(x — 2). Kvadraticka forma je proto pouze
pOZItIVﬂé Semldefl n Ith 10. Kvadraticle formy — p. 16/31



10.6 Pozitivre definitni formy

LEMMA 2 Je-liV je vektorow prostor konéne dimenze s&2 £ a
je-li ) je pozitivre definitn kvadraticka forma, pak pro libovole

x # o plat [x|. # o a

DEFINICE 3

Kazdou symetrickou matich budeme nagvat pozitivre definitn,
jestlize pro kady sloupcoy vektorx # o plai x'Ax > 0, apozi-
tivné semidefinith jestlizex' Ax > 0 pro libovolny sloupcoy vek-
tor Xx.

Kvadraticka forma je tedy pozitiendefinitni (semidefinitni), préav
kdyz je jeji matice v libovolné bazi pozitiendefinitni
(semidefinitni).
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10.6 Pozitivre definitni formy

LEMMA 3 Kazda pozitivre definitn matice na kladnou diagoalu.
DUKAZ: Je-li A = [a;;] pozitivné definitni matice, pak pro libovolny sloupec
s = s! jednotkové matice plati < s'As = a;.

Je-liD diagonalni matice s diagonalnimi prvKy,....d, a

x = |x;], pak
x'Dx = dy2; + -+ + dp72.

MaticeD je tedy pozitivie definitni, prae kdyzd, > 0,...,d, > 0.
Symetricka matice kongruentni s diagonalni matici je port
definitni (semidefinitni), prarkdyz tato diagonalni matice ma
kladné (nezaporné) diagonalni prvky.

Kvadraticka forma) resp. maticé\ se nazyvanegativne definitni
(semidefinitni)prave kdyz je—(@Q), resp.— A pozitivné definitni
(semidefinitni). Nespiluje-li ani jednu z uvedenych viastnosti, pak
se nazyvandefinitni. 10, Kvadratick formy - p. 18/31



10.7 Diagonalni redukce pozitivieé definitni
matice

Pro dalsi studium kongruenci pouzijeme elementaakove
operace a jejich maticovy zapis. Ke kazde elementarni opesak
budeme naslednuvazovat jeji sloupcovou variantu a misto o
elementarnich operacich budeme mluveélementarnich
kongruencich

Je-li tedyT matice rekteré elementarni operaceaslky Ctvercové
maticeA, pak matici upravenourgslusnou elementarni kongruenci
ze zapsat ve tvarTAT '.

VETA 2
Necht A je pozitivreé definiti matice. Pak existuje regann dolni
trojuhelnkova maticeL a diago@lni matice D s kladnou diA
agoralou tak,ze

LAL' = D.
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10.7 Diagonalni redukce pozitivieé definitni
matice

DUKAZ: Necht A = [a;;] je dana pozitive definitni maticgadun.
Podle Lemmatu 4 ma kazda pozitezdefinitni matice kladné
diagonalni prvky, takze;; > 0.

S pomoci maticového zapisu elementarnich operaci najdsa)ye
jako v dilkazu &ty o LU rozkladu, dolni trojihelnikovou matiEi;,

pro kterou plati )

a1 a%g ce CLin
roA 0 a3 ... ajp,
(A =
0 a}ﬂ . a,,lm |
JelikozA je symetricka, plyne odtud, ze mati(:hlA)T = AL,"'

ma stejny prvni sloupec jakfd,takze
ail O ]

T _
L,AL, _[ o A,
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10.7 Diagonalni redukce pozitivieé definitni
matice

DUKAZ (Pokracovany:
— 1 1 —
a/22 e o o a/2n

A =

1 1
i an2 c e ann _
Matice A; je symetrickd, jelikoz je kongruentni se symetrickou

maticiA, a pozitivre definitni, nebot pro kazdy vektor
|y
Yy

0<x'LiAL; 'x=y'Ay.
Opakovanim tohoto postupu najdeme dolni trojuhelnikovéama
Lo,...,L, tak, ZzepraL =L,_;---L; platiLAL" = D.
JelikozL je soltin regularnich dolnich trojuhelnikovych matic,lje
také dolni trojuhelnikova matice. [

kdey # o, plati
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10.7 Diagonalni redukce pozitivieé definitni
matice

PRIKLAD 7 Najdéte diagoalni maticiD, ktera je kongruentn
S pozitivre definitn matia

RESENI: Matici A upravime spolu s jednot

A =

2 —1
1 92 _
0 —1

trojuhelnkovou matici. Dostaneme:

AL =

2
—1
0

—1
2
—1

0
—1
2

O =

1 0
0
0

1
0

O~ O
—_— O O

0
0
1

1
2

+%r1 —>

l
S O N

ONIW =

Wik = O

Kovou matina horn

1 0 0
110
? 2
5 3 1|
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10.7 Diagonalni redukce pozitivieé definitni

matice

PRIKLAD 7 (Pokratovani)
Snadno si o&ime, ze pro

L —

plat

LAL' =

WIFN = =t

Wi — O

WD [ = =

-

WIN — O

2
—1
0

—1
2
—1

o Njw O

Wik O O

O =N

—t DN =
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10.8 LDL' rozklad a reseni soustav s pozi-
tivn € definitni matici

RozkladLDL' je zakladem efektivnich algoritmd pfeseni
soustav s pozitiva definitnimi maticemi, nebot je ekvivalentni
rozkladimA~-! =L'D-'L nebo A=LDL',.L=L"1

PRIKLAD 8 Vyuzijte feSen prikladu 7 kifeSen soustavy:

25131 — i) = 1
— X1 -+ 21’2 — X3 — O
—To + 25133 = 1

Matice soustav\ je stejra jako maticeA z prikladu 7, take plai LALT =D a
A =L 'DL~". Ozn&ime-li sib pravou stranu soustavytibeme si vyadit jeji
feSen ve tvaru _

1 1 % 0 0][1 0 0][1 1
x=A"'"b=L'(D'Lb))=|0 1 2|0 2 0 % 1 0fl0]|=]1
00 1o o0 32|35 5 1| 1] |1

Soustava ra tedyfesSen r; = ro = r3 = 1.
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10.9 Kongruence symetrické a diagonalni
matice

VETA 3
Necht A = [a;;] je symetricla matice. Pak existuje reguh matice
T a diagomalni maticeD tak, ze

TAT' =D.

DUKAZ: Necht A = [a;;] je symetricka maticéadun. Jestlize

a1 = 0 a nektery mimodiagonalni prvek;; = a; je henulovy, pak
prictenim nebo od#enim:-tehoradku k prvnimuadku a
naslednym provedenim obdobné operace se sloupci muZestat do
do leveho horniho rohu nenulovy prvek. Maticovy zapis takov

upravy ma tvar _ N
A = [aij] = GlAGl .

kdea;; # 0 a@G; je matice, kterd p nasobeni zleva realizuje
pricteni nebo odaeni prvnihadadku k nebo odadkusi. 1o wesaice omy—p. 251




10.9 Kongruence symetrické a diagonalni
matice

DUKAZ (Pokracovanf) Pokuda,; # 0, pak poloZzimeG; = I.
JelikoZa,; # 0, pak najdeme, stefnjako v dukazu &ty 2, dolni
trojuhelnikovou maticL; tak, ze
AT T _ | a1 O
L[ g ]
ProT, = L;G; tedy plati
T_| a1 O
rar - [mop ]
Cely postup mizeme opakovat, nejprve s mali¢j k postupné
eliminaci mimodiagonalnich prvkl, aZz po— 1 krocich dostaneme

pro
T=T, T

rovhostTAT' = D. O
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10.9 Kongruence symetrické a diagonalni
matice

PRIKLAD 9 Najdéte reguhrn matici T a diagomlni maticiD tak,
aby pro matici

platilo

A =

0 1 07
I 0 1

01 0|

TAT' = D.

RESENF: Matici A nejprve upravime na diagonalni tvar pomoci

"0 1 0]
10 1
01 0|

O OO
|
=N I= O

+TI9

—

NN O

elementarnich kongruenci.

1 1 1
I 0 1

01 0|

+S9

+T9

S OO

1 1
1 1
2 2
l _l —>
12 21_
—351 —351
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10.9 Kongruence symetrické a diagonalni
matice

PRIKLAD 9 (Pokratovani)
Matici T najdeme takzeradkowe operace, kté&rjsme pouili
k Uprawe A, postup@ provedeme na jednotkematici.

1 0 014, [ 1 1 07
010 —| 0 1 0| —301
00 1| 00 1] -1y
1 1 0] T 11 07
— —% %0 H—%%O =T
_—% —% 1_—|-1“2 -1 0 1
Snadno si o&ime, ze plat
- 2 0 07
TAT'=|0 -1 0| =D
| 0 0 0 ]

10. Kvadraticle formy — p. 28/31



10.9 Kongruence symetrické a diagonalni
matice

DUSLEDEK: Necht @ je libovolna kvadraticka forma na
vektorovém prostoru komae dimenze. Pak existuje baze
prostoru) tak, ze|Q)] - je diagonalni.

DUKAZ: Necht € je libovolna baze prostoru. Jelikoz[Q)], je
symetrickd matice, existuje podléty 3 regularni matic® tak, ze
S[Q]S' = D, kdeD je diagonalni matice.

To vSak je praS = ST ekvivalentni vztah$ ' [Q]. S = D.

Je-li F bazeV definovana maticif@choduS, pak plati

Q)-=S"[Q].S =D.
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10.10 Zakon setrv@&nosti kvadratickych
forem

VETA 4

NechtD aE jsou diago@alni maticefadun s diago@lamid,, . .., d,
aep,...,e,. NechtT je reguarni a D = T'ET. Pak pa@et
kladnych, zAporrych i nulowch prvkl na diagoalach obou matic
je shodry.

DUKAZ: JelikoZ ndsobeni regularni matici zachovava hodnost
matice, ol@ matice maji stejny gieth nenulovych prvku.
Budeme pedpokladat, ze diagonaly jsou usadany tak, ze
d1>0,...,dp>0 dp+1<0,...,dh<0,
e1 >0,...,e,>0 e441<0,...,e, <0.
V opatném pgipack je geuspdadame pomoci elementarnich
kongruenCi OdvozenyCh Z Vgérly\fé‘d k& 10. Kvadraticle formy — p. 30/31



10.10 Zakon setrv@&nosti kvadratickych
forem

DUKAZ (Pokratovanf)
Dale budeme iedpokladat, z& je regularni matice takova, ze

D =T'ET.
Kdyby p < ¢, pak by existovaldeSenix soustavy rovnic
1 =0,...,2, =0, quHXqH = O,...,r;th = 0,

které ma ekterou z prvnich slozek nenulovou, nebot’ podle
predpokladu je rovnic ménnezh.
Musi to byt Zejme rektera ze slozek, ., . . ., z; takze plati

x'Dx <0, x T'ETx >0,

COZ Je Spor S iEd pOkladem 10. Kvadraticle formy — p. 31/31
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