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Skalární soǔcin a ortogonalita

1. Definice skalárního součinu
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11.1 Definice skalárního soǔcinu
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11.1 Definice skalárního soǔcinu

DEFINICE 1
Skaĺarńı soǔcin na réalném vektorov́em prostoruV je symetricḱa

bilineárńı forma naV jejı́ž odpov́ıdaj́ıćı kvadraticḱa forma je pozi-

tivně definitńı.

Oznǎćıme-li si (u,v) skaĺarńı soǔcin vektor̊u u,v, plat́ı tedy pro

jakékoliv vektoryu,v,w aα ∈ R:

S1 (u + v,w) = (u,w) + (v,w)

S2 (αu,v) = α(u,v)

S3 (u,v) = (v,u)

S4 (u,u) > 0 pro u 6= o

Nap̌ríklad (u,v) = u⊤Av, kdeA je pozitivňe definitní.
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11.2 Norma vektoru

DEFINICE 2
Necht’ V je vektorov́y prostor. Zobrazeńı, kteŕe kǎzdému vektoru

v ∈ V přiřazuje neźaporńe réalné č́ıslo ‖v‖, se naźyvá norma,

jestliže pro kǎzdéu,v ∈ V a libovolńy skaĺarα plat́ı:

N1 ‖u + v‖ ≤ ‖u‖ + ‖v‖
N2 ‖αu‖ = |α|‖u‖
N3 ‖u‖ = 0, právě kdy̌z u = o

PŘÍKLAD 1 1. P̌redpis‖u‖∞ = max{|u1|, |u2|} definuje normu

naR
2.

2. P̌redpis‖u‖1 = |u1| + |u2| definuje normu naR2.
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11.3 Norma indukovaná skalárním soǔcinem

V ĚTA 1 (SCHWARZOVA NEROVNOST )
Necht’ V je réalný vektorov́y prostor se skalárńım soǔcinem. Pak

pro kǎzdé dva vektoryu,v ∈ V plat́ı
(u,v)2 ≤ (u,u)(v,v).

Rovnost nastane, právě kdy̌z jsouu, v závisĺe.
DŮKAZ : Tvrzení je žrejmé, je-li ňekterý z vektorů nulový. P̌redpokládejme proto,

žev 6= o, a všimňeme si, že pro každé dva vektoryu, v platí
0 ≤ (u + αv,u + αv) = (u,u) + 2α(u,v) + α2(v,v).

Zvolíme-li si
α = − (u,v)

(v,v)
,

dostaneme po úpravě
0 ≤ (u,u) − (u,v)

2

(v,v)
,

odkud po vynásobení obou stran nerovnosti(v,v) a jednoduché úpravě dostaneme

nerovnost. Rovnost nastane, jen když(u + αv,u + αv) = 0, t.j. 1 · u + αv = o.
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11.3 Norma indukovaná skalárním soǔcinem

DŮSLEDEK : Necht’V je vektorový prostor se skalárním součinem a

necht’ je pro každý vektorv ∈ V definováno‖v‖ =
√

(v,v). Pak

pro každé dva vektoryu,v ∈ V platí

‖u + v‖ ≤ ‖u‖ + ‖v‖
a zobrazenív 7→ ‖v‖ je norma naV.

DŮKAZ : Z axiomů skalárního součinu a Schwarzovy nerovnosti plyne
‖u + v‖2

= (u + v,u + v) = (u,u) + 2(u,v) + (v,v) ≤
≤ ‖u‖2

+ 2‖u‖‖v‖ + ‖v‖2
= (‖u‖ + ‖v‖)2 .

Platnost zbývajících dvou axiomů normy je bezprostředním důsledkem axiomů

skalárního soǔcinu.

Norma definovaná p̌redpisem‖v‖ =
√

(v,v) se nazývá

eukleidovská norma.
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11.4 Ortogonální množiny vektorů

Definice ortogonality vektorů je motivována známou skutečností, že dva polohové

vektory v roviňe či prostoru jsou ortogonální, právě když je kosinus jejich úhlu

roven nule.

DEFINICE 3
Necht’ V je vektorov́y prostor se skalárńım soǔcinem. Mnǒzina vek-

torů E = {e1, . . . ek} je ortogońalńı, právě kdy̌z (ei, ej) = 0 pro

i 6= j.

Jestlǐze nav́ıc (ei, ei) = 1 pro v̌sechnai = 1, . . . , k, pak je E
ortonorḿalńı.

Množina v̌sech vektor̊u x ∈ V, kteŕe jsou ortogońalńı k dańe

mnǒzině vektor̊u U , se naźyvá ortogońalńı doplňek U (vzhledem

k mnǒziněV) a znǎćı seU⊥.
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11.4 Ortogonální množiny vektorů

L EMMA 1 Je-liE = {e1, . . . , ek} ortogońalńı mnǒzina nenulov́ych

vektor̊u, pak jeE neźavisĺa.

DŮKAZ : Po skalárním vynásobení rovnostix1e1 + · · · + xkek = o vektorem

ei ∈ E dostaneme
(ei, x1e1 + · · · + xkek) = (ei,o),

odkud pomocí axiomů skalárního součinu získámexi(ei, ei) = 0, tedyxi = 0

PŘÍKLAD 2 Vypočtěte soǔradnice vektorux vektorov́eho prostoru

V v ortogońalńı báziE = (e1, . . . , ek).
ŘEŠEŃI : Z rovnosti

x = x1e1 + · · · + xkek

dostaneme po skalárńım vynásobeńı obou stran vektoremei ∈ E a úprav̌e, že

xi =
(ei,x)

(ei, ei)
.

Nemuśıme tedy̌rěsit žádnou soustavu rovnic.
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11.4 Ortogonální množiny vektorů

V ĚTA 2
Necht’ A je libovolná matice. PakN (A⊤) je ortogońalńı doplňek

H(A).
DŮKAZ : Necht’x ∈ H(A) ay ∈ N (A⊤). PakA⊤y = o ax lze vyjáďrit ve

tvarux = Az.

Platí tedy

x⊤y = (Az)⊤y = z⊤A⊤y = 0,

takže množinyN (A⊤) aH(A) jsou ortogonální. Pro maticiA typu (m, n) platí,

žeh(A) = h(A⊤) nebot’ sloupcová hodnost je rovna hodnostiřádkové. Pro

každou maticiA⊤ je h(A⊤) + d(A⊤) = m a tudížh(A) + d(A⊤) = m. Odtud

N (A⊤) je ortogonální doplňekH(A).
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11.4 Ortogonální množiny vektorů

PŘÍKLAD 3 Necht’ e1(x) = x ae2(x) = 1 − x jsou dv̌e linéarńı funkce

vektorov́eho prostoruP2 všech linéarńıch funkćı se skaĺarńım soǔcinem

definovańym rovnost́ı

(p, q) = p(0)q(0) + p(1)q(1).

Snadno se ov̌ěrı́, že p̌redpis skutěcně definuje skaĺarńı soǔcin naP2 a že

E = (e1, e2) tvořı́ ortonorḿalńı báziP2, nebot’

(e1, e2) = 0(1 − 0) + 1(1 − 1) = 0, (e1, e1) = 1, (e2, e2) = 1.

Pak libovolnou linéarńı funkci e(x) = a + bx můžeme vyj́aďrit ve tvaru

e = α1e1 + α2e2,

kde

α1 = (e, e1) = e(0) · e1(0) + e(1) · e1(1) = e(1) = a + b

α2 = (e, e2) = e(0) · e2(0) + e(1) · e2(1) = e(0) = a.

Snadno si ov̌ěrı́me,že skutěcně plat́ı a + bx = (a + b)x + a(1 − x).
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11.5 Schmidtův ortogonalizǎcní proces

Kde vzít ortogonální bázi? Z každé bázeF = (f1, . . . , fk) prostoruV
lze sestavit ortogonální báziE = (e1, . . . , en).

Na zǎcátku si všimneme, žef1 6= o, a položíme

e1 = f1.

P̌redpokládejme, že máme ortogonální vektorye1, . . . , ek takové, že

pro každéi ∈ {1, . . . , k} je vektorei lineární kombinací vektorů

f1, . . . , fi. Najdeme koeficientyα1, . . . , αk tak, aby

ek+1 = fk+1 − α1e1 − · · · − αkek

byl ortogonální ke1, . . . , ek.

Jelikož proi ∈ {1, . . . , k} by mělo platit

0 = (ek+1, ei) = (fk+1−α1e1−· · ·−αkek, ei) = (fk+1, ei)−αi‖ei‖2,

stǎcí položitαi = (fk+1, ei)/‖ei‖2.
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11.5 Schmidtův ortogonalizǎcní proces

Práv̌e popsaný algoritmus se nazýváSchmidtův ortogonalizační

proces.

Normalizací vektorů bázeE = (e1, . . . , en) dostaneme ortonormální

báziG = (g1, . . . ,gn) s vektory

g1 =
e1

‖e1‖
, . . . , gn =

en

‖en‖
.

PŘÍKLAD 4 Necht’

A =





2 −1 0
−1 2 −1

0 −1 2



 .

Najděte ortogońalńı báziR3 vzhledem ke skalárńımu soǔcinu

(x,y)
A

= x⊤Ay.
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11.5 Schmidtův ortogonalizǎcní proces

ŘEŠENÍ: Bázi sestavíme Schmidtovým ortonormalizačním

procesem ze standardní bázeS = (sI

1, s
I

2, s
I

3).

e1 = sI

1 =





1
0
0



 .

Položímee2 = sI

2 − αe1 a uřcímeα aby platilo

0 = (e1, e2)A = e⊤

1 AsI

2 − αe⊤

1 Ae1 = −1 − 2α,

odkudα = −1

2
a

e2 =





0
1
0



 −
(

−1

2

)





1
0
0



 =





1

2

1
0



 .
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11.5 Schmidtův ortogonalizǎcní proces

ŘEŠENÍ (Pokračování):

Položímee3 = sI

3 − α1e1 − α2e2 a uřcímeα1, α2 aby platilo

0 = (e1, e3)A = e⊤

1 AsI

3 − α1e
⊤

1 Ae1 = −2α1,

0 = (e2, e3)A = e⊤

2 AsI

3 − α2e
⊤

2 Ae2 = −1 − 3

2
α2.

Řešením této soustavy dostanemeα1 = 0, α2 = −2

3
a

e3 =







0

0

1






− 0







1

0

0






−

(

−2

3

)







1

2

1

0






=







1

3

2

3

1






.
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11.6 Ortogonální matice

Čtvercová maticeU, která spľnujeU⊤U = I, se nazýváortogonální

matice. Ortogonální matice má tedy ortonormální sloupce a splňuje

U−1 = U⊤.

V ĚTA 3
Necht’ U je čtvercov́a maticeřádun. Pak jsou ńasleduj́ıćı tvrzeńı

ekvivalentńı:

1. U⊤U = I.

2. Pro v̌sechny sloupcov́e vektoryx řádun plat́ı (Ux)⊤(Ux) =

x⊤x.

3. Pro v̌sechmy sloupcov́e vektory x,y řádu n plat́ı

(Ux)⊤(Uy) = x⊤y.

11. Skaĺarńı soǔcin a ortogonalita – p. 16/17



11.6 Ortogonální matice

DŮKAZ :

Z 1. plyne 2.Z U⊤U = I plyne

(Ux)⊤(Ux) = x⊤U⊤Ux = x⊤x.

Z 2. plyne 3.Ově̌rí se použitím vztahu

BS(x,y) =
1

2

(

QB(x + y) − QB(x) − QB(y)
)

.

Z 3. plyne 1.Z předpokladu dostaneme pro sloupcesi, sj

jednotkové matice
[

U⊤U
]

ij
= s⊤i U⊤Usj = (Usi)

⊤Usj = s⊤i sj = s⊤i Isj = [I]ij .

Ortogonální matice se uplatní v numerických metodách, nebot’

jejich inverzní matice lze získat transponováním a jejich násobením

se nezesilují zaokrouhlovací chyby. 11. Skaĺarńı soǔcin a ortogonalita – p. 17/17
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