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11.1 Definice skalarniho sodinu

X2

Pro kosinus Uhlu vektortiu av plati
cosa = cos(ag — 1) =

— COS (¥ COS (vg + SIN (vq SIN (vg =

— U7 . (O 4 U . V9
Ozn&ime-li

lul| = Vui +ud, [v]| = /v + 03
(117 V) = U1V1 + UV2

dostaneme

(1, v)

CoS (v =
ulff]v]
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11.1 Definice skalarniho sodinu

DEFINICE 1

Skahrni solCin na ralném vektoroem prostoru) je symetricla
bilinearn forma naV jejiz odpovdajici kvadraticka forma je poziz
tivné definitn.
Ozn&ime-li si (u,v) skahrr soltin vektol u, v, plafi tedy pro
jakekoliv vektoryu, v, w aa € R:

S1 (u+v,w)=(u,w)+(v,w)
S2 (au,v) = a(u,v)
S3 (u,v) = (v,u)

S4 (u,u) >0 pro u#o
Nagiklad (u,v) = u' Av, kdeA je pozitivré definitni.
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11.2 Norma vektoru

DEFINICE 2
Necht V je vektorow prostor. Zobrazen ktere kazdemu vektoru

v € V prifazuje neaporre realné Cislo ||v||, se nagva norma
jestlize pro kadeu, v € V a libovolny skakr o plat:

N1 Jlu v < [[ufl + [[v]

N2 floul] = |a|ju

N3 ||ju|| =0, prave kdyz u=o

PRIKLAD 1 1. Fedpis||u|lo = max{|ui|,|us|} definuje normu
naRR?.
2. Fedpis||u||; = |u| + |uz| definuje normu n&>.
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11.3 Norma indukovana skalarnim soginem

VETA 1 (SCHWARZOVA NEROVNOST )
Necht V je realny vektorow prostor se skalrim sowinem. Pak

pro kazde dva vektoryu, v € V plat
(u,v)” < (u,u)(v,v).
Rovnost nastane, @ave kdyz jsouu, v zaviske.
DUKAz: Tvrzeni je Zejmé, je-li rektery z vektorll nulovy. fedpokladejme proto,
Zev # o, avsSimreme si, ze pro kazdé dva vektaryv plati
0< (u+av,u+av) = (u,u)+2a(u,v) + a?(v,v).

7 N\

Zvolime-li si (u,v)
o= — ,
. (v, V)
dostaneme po uprav (u v)2
0<(u,u)— ——,
(v, V)

odkud po vynasobeni obou stran nerovn6stiv) a jednoduché upré&dostaneme
nerovnost. Rovnost nastane, jen kdw+ av,u+ av) =0,tj.1-u+ av = o.
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11.3 Norma indukovana skalarnim soginem

DUSLEDEK : Necht' V je vektorovy prostor se skalarnim stiem a
necht je pro kazdy vektoy € V definovang|v|| = /(v,v). Pak
pro kazdeé dva vektory, v € V plati

lu+ v < [uf] +{[v]

a zobrazenv — ||v|| je norma na.

DUKAZ: Z axioml skalarniho s@inu a Schwarzovy nerovnosti plyne
Ju+v]® = (u+v,utv)=(u,u)+2(u,v) +(v,v) <
2 2 2
< [[af|” + 2[[u[{{lv]| + [[v]" = ([uf + [[v])~-
Platnost zbyvajicich dvou axioml normy je bezpreshim dusledkem axiomu
skalarniho soginu.

Norma definovanafnedpisem|v|| = +/(v,v) se nazyva
eukleidovska norma
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11.4 Ortogonalni mnoziny vektoru

Definice ortogonality vektorll je motivovana znamou skutesti, Ze dva polohové
vektory v rovire Ci prostoru jsou ortogonalni, praxkdyz je kosinus jejich thlu
roven nule.

DEFINICE 3

NechtV je vektorow prostor se skalrrim sol€inem. Mn@ina vek-
tort & = {ey,...e;} je ortogoralni, prave kdyz (e;,e;) = 0 pro
i .

Jestlze navce (e;,e;)) = 1 pro vSechnar = 1,...,k, pak je&
ortonornalni.

Mnozina \8ech vektan x ¢ V, ktere jsou ortogoalni k daré
mnaziné vektorl ¢/, se nagva ortogoralni doplrek ¢/ (vzhledem
k mnaziné V) a znai seld+.
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11.4 Ortogonalni mnoziny vektoru

LEMMA 1 Je-li€ = {ey,..., e} ortogoralni mnazina nenuloych
vektort, pak je€ nezAvish.

DUKAZ: Po skalarnim vynasobeni rovnostie; + - - - + z;e; = o vektorem

e; € £ dostaneme
(ei, z1€1 + -+ - + z1€1) = (€4, 0),

odkud pomoci axioml skalarniho soou ziskamer;(e;, e;) = 0, tedyz; = 0

PRIKLAD 2 Vypoctéte soiadnice vektorw vektoroveho prostoru

V v ortogoralni bazi€ = (eq, ..., ex).
RESEN: Z rovnosti
X =T1€1 + -+ ek
dostaneme po skalnm vynasobenobou stran vektorem; € £ aupraw, ze
<e’i7 X)
(ei,€;)
Nemusme tedyresSit zadnou soustavu rovnic.

r; —
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11.4 Ortogonalni mnoziny vektoru

VETA 2

Necht A je libovolna matice. Pak\V' (A ") je ortogoralni doplrék
H(A).

DUKAZ: Nechtx € H(A)ay e N(A"). PakA 'y = o ax Ize vyjadit ve
tvarux = Az.

Plati tedy

x'y=(Az)'y=z"ATy =0,

takze mnozinyV' (A ") a’H(A) jsou ortogonalni. Pro matié typu (m,n) plati,
zeh(A) = h(A ") nebot sloupcova hodnost je rovna hodndétikové. Pro
kaZzdou maticiA " je h(AT) +d(A") = matudizh(A) +d(A") = m. Odtud
N (A1) je ortogonalni doplék 7 (A).
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11.4 Ortogonalni mnoziny vektoru

PRIKLAD 3 Nechte;(z) = z aez(xz) = 1 — x jsou d& linearri funkce
vektoroweho prostoru?, vsech lin@rnch funkd se skahrim sowinem
definovarym rovnost

(p,q) = p(0)q(0) + p(1)q(1).
Snadno se @i, ze Fedpis skutené definuje skalrn soltin naP; aze
£ = (e1, e2) tvori ortonornalni bazi P, nebot
(e1,e2) =0(1—-0)+1(1—1)=0, (er,er)=1, (ea,e3)=1.
Pak libovolnou linérri funkci e(z) = a + bz mizeme vyadit ve tvaru
e = aq€e1 + ageg,

kde

a; = (e,er) = €(0)-e1(0)+e(l)-e(1) = e(l) = a+b

as = (e,ea) = €(0)-ex(0)+e(l)-ex(l) = e0) = a.

Snadno si o&ime,ze skutéré plat a + bx = (a + b)z + a(1 — x).
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11.5 Schmidttv ortogonaliz&ni proces

Kde vzit ortogonalni bazi? Z kazde baze= (fi, ..., f,) prostoruy
Ize sestavit ortogonalni baZi= (eq, ..., e,).
Na zaatku si vSimneme, 7z& # o, a polozime

e = 1.
Predpokladejme, ze mame ortogonalni vekteyy. . . . e, takove, ze
pro kazdé € {1,...,k} je vektore; linearni kombinaci vektoru
fi,...,f;. Najdeme koeficientyy, ..., oy tak, aby

Cri1 = fk+1 — 1€ — - — e

byl ortogonalni ke, ..., ey.

Jelikoz proi € {1,...,k} by mélo platit

0= (ek+1,ez‘) — (fk+1—04161—° ' °—C¥kek,ei) — (fk+1,ei)—047;HeiHQ,
steCi poloZita; = (fii1,€;)/]les||*.
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11.5 Schmidttv ortogonaliz&ni proces

Prawe popsany algoritmus se nazy8ahmidtlv ortogonaliza¢ni

proces
Normalizaci vektorli baz€ = (ey, ..., e, ) dostaneme ortonormalni
bazig = (g1,...,8,) S vektory

g1

PRIKLAD 4 Necht

A =

€1

e’

2
—1
0

; 8n

—1
2
—1

0
—1
2

Cn

el

Najdéte ortogoalni baziR* vzhledem ke skalrimu sowinu

(X,¥)a = x' Ay.
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11.5 Schmidttv ortogonaliz&ni proces

RESEN( Bazi sestavime Schmidtovym ortonormatiném
procesem ze standardni baze- (si, s}, st).

m
1
e, =s; =10
0
m Polozimee, = s} — ae; a utimea aby platilo
0= (e;,e)), =e, Ash —ae] Ae; = —1 — 2a,
odkuda = —2 a

€y =

o = O
I
/|\
DO | —
N
o O
|
O N
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11.5 Schmidttv ortogonaliz&ni proces

RESEN/ (Pokratovani):

m PoloZimee; = st — aje; — aze, a Utimea, a; aby platilo

0
0

(617 e3)A

(62763)A

Resenim této soustavy dostaneme= 0, a; = —

TAL T
e; As; —aje; Aeg

T AL T
e, As; — ase, Aes

O = NI

—2041,

3
—1—3ay,

2

5 a

— WIN Wl
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11.6 Ortogonalni matice

Ctvercova maticeJ, kterd sphujeUT U = I, se nazyvéartogonalni
matice Ortogonalni matice ma tedy ortonormalni sloupce awggl
U-l=0U".

VETA 3

Necht U je ¢tvercova maticefadun. Pak jsou Asleduici tvrzen
ekvivalentn:

1. U'U=1

2. Pro\sechny sloupcd vektoryx fadun plati (Ux)'(Ux) =

XTX.

3. Pro wechmy sloupcay vektory x,y fadu n platf
(Ux)"(Uy) =x"y.
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11.6 Ortogonalni matice

DUKAZ:
mZ1.plyne2ZU'U =1plyne
(Ux)'(Ux)=x'U'Ux=x"x.

m Z 2. plyne 30vei se pouzitim vztahu
1
B(x,y) = §(QB(X +y) - @Qp(x) — QB(}’))-

m Z 3. plyne 1Z predpokladu dostaneme pro sloupgss;
jednotkove matice

U'U] . s, U'Us; = (Us;) ' Us; =s/s; =s,Is; = I -
Ortogonalni matice se uplatni v numerickych metodach, thebo
jejich inverzni matice lze ziskat transponovanim a jejigeabenim

Se nezeS| I UJ |, Zao krou h IovaCi Chyby 11. Skahrri solEin a ortogonalita — p. 17/17
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