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12.1 Induktivni definice determinantu

Budemeresit soustavu

a11r1 + Q129 b1
911 + Qo9xy = bo

Upravami, které nepouzivajéteni, dostaneme

ailp Qa2 bl R a1 12 bl

| d21  A22 b2 | Q2211 — di2l2 | Q11022 — A1202] 0 | bragze — ai12bs ]
ailp Qa2 b1 R a1 a12 b1
ao1 A929 bz 119 — G911 0  a11a92 — a12a901 @1152 — b1a21

odkud proa;jass — ajaas # 0 dostaneme

birass — 1202 o ar1by — bias
2 —_

r1 — , .
11029 — A120421 11029 — A12021
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12.1 Induktivni definice determinantu

Nyni si vSimreme, zeCitatele | jmenovatele Ize vyjad pomoci
jedre funkce matice:

a b
det[c d]:

Reseni soustavy lze zapsat za pomoci tohoto&riave tvaru

a b
c d

‘:ad—bc.

bl a12 aii bl
b2 99 a91 b2
r1 — Lo —
d ’ d
kde d — | a1 a12
— A711092 — A120921 =
ag1  A22

Tyto vzorce se daji zobecnit maseni soustan rovnic on
neznamych.
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12.1 Induktivni definice determinantu

DEFINICE 1
Pro k&dou Etvercovou maticiA = [a;;], necht M/

zn&l matici, ktea vznikne vygkrtnuim jejiho i-teho
fadku aj-teho sloupce. MaticI;> se nagva minor
maticeA prislusny k dvojici indexl (7, 7).

PRIKLAD 1
1 2 3 - -
A 4 0
A: 4 5 6 , M12:
7 9
7T 8 9 - -
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12.1 Induktivni definice determinantu

DEFINICE 2

Necht A = [ay;] je Ctvercova maticefadun s redlnymi nebo kom-

plexnmi prvky. Determinant maticé je Cislo, ktee zn&imedet A

nebo|A| a vypateme jej podle asleduicich pravidel:

D1 Je-lin = 1, pakdet A = det [CLH] = a1-

D2 Predpokbdejmezen > 1 aze umme ucit determinant libo-
volne Ctvercowe maticefadun — 1. Pak

detA—all‘M }—&12|M ‘—I—CL13|M13 — ...
" —|—(—1)"+1a1n |Mﬁ

Determinant matice je tedy funk@evkl matice, ktera je definovana explioitn
pron = 1 apron > 1 je definovana pomoci pravidla, které definuje determinant
maticefadun pomoci determinanttadun — 1.
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12.1 Induktivni definice determinantu

PRIKLAD 2
1 2 3
1 -1 2 :1|_% ?‘—2‘_
-1 21

3] 1)

I -1

= 1 (=11 =212)) =2 (1] = 2| = 1) +3 (12| = (=1)| = 1]) =

—1-—-5—-2-3+3-1=-8.
PRIKLAD 3

Z11 0 . . 0 l22 0

loy lon ... O lz2 33
— lll

lnl ln2 I lnn ln2 Zn3

Odtud sped@lné plynedetI = 1.

— =yl
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12.1 Induktivni definice determinantu

Definujmealgebraicky doplnéknaticeA prislusny k dvojici indexu
(z,7) predpisem

VzorecD?2 Ize pak pepsat ve tvaru

det A = a;1 Ay + -+ a1 Ay,

Determinant matice-téhoradu p&itany podle pravidl®2 vyzaduje vgisleni

SolEtu n soltinl Eisel a determinantl matiddun — 1. Pouzijeme-li pravidld?2

na determinantyadun — 1, dostaneme, ze ¢ysleni determinantu matieeteho

fadu vyZaduje v§isleni sottun(n — 1) soltinu dvoucisel a determinanttadu

n — 2. Opakovanim tohoto postupu zjistime, z&isleni determinantu matice
n-téhofadu vyZaduje:! stitancll tvdenych soginy n Cisel, tj. celkem(n — 1)n!
sowsind.

Existuji efektivnéjsSi postupy vypoctu determinantu 12 Determinanty - p. 8127



12.2 Determinant a antisymetricke formy

LEMMA 1 NechtA = [a;;] aB = [b;;] jsouctvercoe matice,
ktere se I8l nanejws v prvim fadku, ax je libovolny skabr. Pak

A A B
ar T r
U | =adetA, | 7T | =det A+ detB.
DUKAZ:
aarr .. AA1n
arA a21 ce a2n
Cl,nl .« o a/nn
a1 +011 ... aip+bin
I’f‘ _|_ I']13 _ a1 ... aA2n, _
*
an]_ .« o o a/nn

— (a’ll _|_ b11>A11 _|_ vt _|_ (aln + bln)A-ln —
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12.2 Determinant a antisymetricke formy

LEMMA 2 NechtA=[a;;] je Ctvercova maticefadun > 2. Pak

rit s
det A = r‘QA‘ = — r‘f‘
>1< %
DUKAZ: Pron = 2 plati
A
ry | | aipr Qg | _
rﬁ‘ 21 A22
A
_ _ _ Iy
— 110922 — A12091 = —(a21a12 — a22a11) — — I.A
1

Dilkaz pro obecgSi @ipad se provede rozepsanim determinantt
minorll vD2 a vhodnou Gpravou. Uplny diikaz je viak
komplikovany.

12. Determinanty — p. 10/27



12.2 Determinant a antisymetricke formy

VETA 1

Necht A = [a;] je Ctvercoa maticefadun > 2, nechti < j
a nechtB = [b;;] je matice, kted vznikla z maticeA vzajemnou
vymenou:-teho aj-tehoradku. Pak

* *
r® | g I'f‘ 0

det A = | * — — | % = —det B.
rt | rd | J
* *

DUKAZ: Dukaz se provadi pomoci matematické indukce s vyuzitim
Lemma 2. Viz literatura.
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12.2 Determinant a antisymetricke formy

VETA 2
Necht A a B jsou Ctvercoe matice, kte# maj stejré radky

s wijimkou k-teho. Pak pro libovolaa plat

* *
k| arp | =adetA, k| rp+rP | =det A+ detB.
* *

DUKAZ: Dukaz se provadi pomoci matematické indukce s vyuzitim
Lemma 1 a \éty 2. Viz literatura.

Veéty 1. a 2. mUzeme shrnout tvrzenim,determinant je
antisymetricka bilinearni forma libovolné dvojice fadiiatice
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12.2 Determinant a antisymetricke formy

DUSLEDEK:
Necht A je libovolnactvercova matice:

1. Ma-li A dva stejndadky, pakdet A = 0.
2. Ma-li A nulovyradek, paklet A = 0.

3. Je-liB Ctvercova matice, ktera ma stejraky jakoA

S vyjimkou k-tého, a
ry =t tarf, k#L

pakdet A = det B.

4. Jsou-liradkyA linearre zavislé, paklet A = 0.
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12.3 Vypacet hodnoty determinantu

Elementarnradkove upravy ovlixuji velmi jednoduse hodnotu
determinantu.

1. Hicteni nasobku&kterehaadku k jinému hodnotu
determinantu nezami

2. Vzajemna vyréna dvoudadkt znéni znaménko determinantu

3. Vynasobeniadku skalarem vynasobi timto skalarem
determinant

Elementarnifadkové Upravy matice proto mtuzeme vyuzitfeymodu
matice na specialni tvar vhodny pro vygat determinantu. Pro nas
je to prozatim dolni trojuhelnikova matice, jejiz deteramhje podle
prikladu 3 roven sotinu diagonalnich prvku.
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12.3 Vypacet hodnoty determinantu
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12.4 Determinant sowinu matic

VETA 3

NechtA aB jsouctvercoe maticefadun. Pak

det(AB) = det A - det B.

DUKAZ: Predpokladejme nejprve, Ze& je diagonalni, tedy

Pak

det(AB) =

~d; 0 ... 0 7

0 do ... O
A = S :

0 0 ... d _
dlI']13

—dy---d,det B =det A - det B.
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12.4 Determinant sowinu matic

DUKAZ (Pokratovani)Je-li A libovolna matice, pak existuje

posloupnost, ..., T} sestavajici Z elementarnich permutaich
maticP,; ak — [ Gaussovych transformad;;(«), ktera sphuje
B dl 0 ... 0 7
0 dy ... O
0 0 ... dn.

Jelikoz nasobeni Gaussovou transfdrmaci realiz@eni
nekteréhaadku k jinemu a nasobeni permutaci realizuje eon
radku, plati

det(AB) = (—1) det(T},--- T;AB) = (—1)" det(DB) =
(=1)'det D -det B = (—=1)"det(T)---T1A) - det B =
(=1)"(=1)"det A - det B = det A - det B.

12. Determinanty — p. 17/27



12.5 Rozvoj determinantu podle libovolného
radku

VETA 4
Jestlze A = |a;;] je Ctvercova maticgadun > 1, pak pro libovolry
indexk plat

det A = ap1Apr + - + appnApn.
DUKAZ: Pro libovolnék dostaneme postupnou vgmou plvoda k-téhoradku
sfadkem bezprostdreé nad nim

r |1 rt | g r§ 1
rZA 2 I‘ZA 2 r 2
det A = - — =...=(=1)k1! _
r?_l k—1 rﬁ* k—1 r;:‘_Q k—1
r? k 1'7?—1 k I.A_l k
* * *

= (=1 (ap1 Mg | — an2|Mps| + -+ (=1)" T Mg, |) =
= (1) ap M|+ -+ (=DM, | =

== a/klAkl _|_ e —I_ afk,nAkn- 12. Determinanty — p. 18/27



12.5 Rozvoj determinantu podle libovolného
radku

DUSLEDEK:
Necht A = |a,;] je Ctvercova maticéadun > 1.

1. Jsou-lik, [ dva rizné indexyadku maticeA, pak
apiAp + - A app Ay, = 0.

2. Je-liA trojuhelnikova matice, patet A = aq1 - - - app.
DUKAZ:

1. HodnotaA;; vibec nezavisi natémrtadku maticeA. Plati tedy

%k

r;j‘ k
ap1Ap + -+ apnAy, = | % = 0.

ro |

*

2. Pro dolni trojuhelnikovou matici bylo tvrzeni dokazaneriklade 3. Pro
horni trojuhelnikovou matici je diikaz analogicky s timy¥ezijeme rozvoj
determinantu podle posledniié@dku z \ety 4. 12, Determinanty — p. 18/27



12.6 Adjungovana a inverzni matice

DEFINICE 3

NechtA je libovolna Etvercova maticefadun > 1. Pak
adjungova@a matice A k matici A je Ctvercoa matice

stejrehoradu definovaa predpisem

N Ay AT
A= 2
_Aln Ann_
PRIKLAD 6 Pro matici
3 2 1] 2 3 4]
A=|20 2 je = | 8 —6 —4|.
3 1 —1 2 3 —4_
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12.6 Adjungovana a inverzni matice

PRIKLAD 6 Pokratovani

Opravdu

A = ? _?':—2, AIQZ_‘g _?‘:_(_2_6):87
Az = g (1)|=2, A21:_‘§ _1‘:_(_2_1):37
Ay = ?) _1'2—3— = —0, A23:—|§ %‘:37
Aun=|2 5 |=4 Agz_—1§ ;‘:—4,

A= o|=—4
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12.6 Adjungovana a inverzni matice

VETA 5
NechtA je ¢tvercowa regulrn maticefadun > 1. Pakdet A # 0 a

1 ~
—1
A= det AA°
DUKAZ: Je-liA Etvercova regularni matice, pak existuje posloupnost
elementarnichadkovych operaci, kteradgvedeA na jednotkovou matidi.
Jelikoz determinant matice upravené elementarni tramsfoe se muze od
determinantu plvodni matice liSit jen nenulovym nasobketat I = 1, plati

det A #£ 0.
Nyni si povSim@me, Ze rozvoje determinantu podle libovolnyédkt mizZzeme

zapsat matica¥ pomoci adjungované matice ve tvaru

AA = (detA) - L.

Odtud -
A( A) 1

det A
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12.6 Adjungovana a inverzni matice

PRIKLAD 7 Pro maticiA definovanou v Bkladu 6 dostaneme

3 2
2 0 2
31 -1
DUSLEDEK:

Matice A je regularni, pra& kdyzdet A # 0.

DUKAZ:

—2
8
2

3
—6
3

4
—4
—4

D= WIN O

= N = =

Wl Wl W

Je-li A singularni, pak ma zavislé sloupce, takze podle dusledku 4
vet 1 a 2 platdet A = 0. Obracené tvrzeni plyne z padokazané

vety.
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12.7 Determinant transponované matice

VETA 6
NechtA je ¢tvercova matice. Paklet A' = det A.

DUKAZ: Kazdou permuténi maticiP vyjadfit ve tvaruP = P; - - - P, soltinu
elementarnich permutaich maticP;, které jsou symetrické, takze

P'=P,---P, a
det P' = |Py|--- |P;| = det P.

Jelikoz transponovani némi diagonalu matice a determinant trojuhelnikové
matice je roven satinu jejich diagonalnich prvku, plati tvrzeni také pro #ai
trojuhelnikovou matici.

Jestlize jeA obecn&ttvercova matice, pak podiety oLUP rozkladu existuji
dolni trojuhelnikova matick, horni trojuhelnikova matice a permutani matice
P tak, zeA = LUP.

S pouzitim ety o sodinu determinantt odtud plyne

det A' =det(P'U'L") = |P'||[U"||L'| = |L||U||P| = det(LUP) = det A.

12. Determinanty — p. 24/27



12.8 Determinant jako funkce sloupcl

Ze Véty 6 vyplyva, Ze determinant povazovany za funkci sloupcu
ma stejné vlastnosti jako determinant povazovany za fuidktiU.

Napiklad determinant je antisymetricka bilinearni forma libovolné
dvojice sloupclt matice

VETA 7

NechtA je ¢tvercoa maticefadun > 1. Pak proi = 1, ..., n plaf
det A = CLMAM' + -+ CerlAnZ

DUKAZ: ai1 . U1

det A = det AT = | a; ani | =
A1n av;,n

— ( )ZH ‘M ‘ T+t (—1)i+nam|MoTn’ — (_1)i+1a1i’M1i| T ..
A (1) | M| = a1Aqi 4 - 4 aniAg;.
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12.9 Cramerovy vzorce

Pouzijeme-li vzorec pro inverzni maticirkSeni soustavihix = b
s regularnctvercovou maticA radun > 1, dostaneme pro slozky;
resenix vzorce

1
. — —1 —
i [A b} © det A

Minory prislusné k prvkiim-tého sloupce neobsahuiji prvigého
sloupce, a proto muzeme vyraz v kulaté zavorce povazovaizzaj
determinantu podlétého sloupce matice

(A1 + -+ Ayiby).

1 ()
AP=[% b x]=|st ... s, b s, ... si],
kterd vznikne ZA zanenou:-teého sloupce zh. Vyrazy
det AP .
xi:detA’ 1=1,...,n

se nazyvajCramerovy vzorce 12, Determinanty - p. 26/27



12.9 Cramerovy vzorce

PRIKLAD 8 Pomoé Crameroych vzordi najcetefeSen soustavy

31‘1 —+ 21‘2 + ry — §
2331 + 2:133 = 0
35131 — ro — ry = 0

RESEN : Postup® vypdteme determinant matice soustavy

3 2 1
Al=|2 0 2|=12
3 —1 -1
aCitatele Cramerojch vzordi
§ 2 1 3 0 1 3 2 0
AP[=|0 0 2 |=12,|]A8|=|2 0 2 |=48]A% =2 0 0 |=-12
0 -1 -1 3 0 — 3 —1 0
Odtud
A3 A3 A3
1T Jet A 2T Gt A BT et A
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