
13. Úvod do spektrální teorie
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5. Lokalizace vlastnícȟcísel
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13.1 Vlastníčísla a vektory

DEFINICE 1
Necht’ A ∈ L(V) je lineárńı transformace definovaná na
vektorov́em prostoruV. Jestlǐze existuje nenulov́y vektor
e ∈ V a skaĺarλ tak, že

Ae = λe, (∗)
pak seλ naźyvá vlastńı č́ıslo transformaceA, e se
naźyvá vlastńı vektor přı́slušńy k λ a (λ, e) se naźyvá
vlastńı dvojicetransformaceA.

V přípaďe koněcněrozm̌erných vektorových prostorů ztotožňujeme

lineární transformaci s její maticí vzhledem k nějaké bázi. Pak

mluvíme o vlastnícȟcíslech a vektorecȟctvercové matice pro ňež

platí analogický vztah ke vztahu(∗).
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13.1 Vlastníčísla a vektory

Rovnost(∗) si můžeme zapsat pomocí identity ve tvaru

(A − λI)e = o,

takžeλ je vlastním číslemA, právě kdyžA − λI není
prosté zobrazení, a vlastní vektoryA příslušné kλ jsou
prvky jádraA − λI.

Množina všech vlastnícȟcíselA ∈ L(V) je
podmnožinou množinyσ(A) všech skalárůλ, pro které
neexistuje(A − λI)−1. Množinaσ(A) se nazývá
spektrumtransformaceA a pro transformace prostorů
koněcné dimenze je totožná s množinou všech vlastních
číselA.

V přípaďe koněcněrozm̌erných vektorových prostorů ztotožňujeme

lineární transformaci s její maticí vzhledem k nějaké bázi. Pak
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13.1 Vlastníčísla a vektory

PŘÍKLAD 1 Necht’

A =

[
1 0
0 2

]
.

Pak vektory standardnı́ bázes1, s2 jsou vlastńı vektory maticeA
odpov́ıdaj́ıćı po řaďe vlastńım č́ıslům 1 a 2, nebot’

[
1 0
0 2

] [
1
0

]
= 1

[
1
0

]
a

[
1 0
0 2

] [
0
1

]
= 2

[
0
1

]
.

PŘÍKLAD 2 Necht’ V je libovolný vektorov́y prostor aI je

identicḱe zobrazeńı definovańe naV. Pak pro kǎzdý vektorv ∈ V
plat́ı

Iv = 1 · v,

takže kǎzdý nenulov́y vektor je vlastńım vektorem identity

odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu 1 aσ(I) = {1}.
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13.2 Charakteristický mnohǒclen a spek-
trum

Je-liA čtvercová matice, tak násobení maticíA − λI není prosté

zobrazení, práv̌e kdyžA − λI je singulární. Pak skalárλ ∈ σ(A),

práv̌e kdyždet(A − λI) = 0.

Výrazdet(A − λI) se nazývácharakteristický mnohočlenmaticeA
a každé vlastní̌císloλ ∈ σ(A) je kǒrenemcharakteristické rovnice

|A − λI| = 0.

Podle takzvané základní věty algebry má každá algebraická rovnice

s komplexními koeficienty alespoň jeden komplexní kǒren. Odtud

vyplývá, žekaždá čtvercová maticepovažovaná za transformaci

koněcněrozm̌erného komplexního prostorumá neprázdné spektrum.
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13.2 Charakteristický mnohǒclen a spek-
trum

PŘÍKLAD 3 Vypočtěte vlastńı č́ısla a vektory matice

A =

[
2 1
1 2

]

det(A − λI) =

∣∣∣∣
2 − λ 1

1 2 − λ

∣∣∣∣ = λ2 − 4λ + 3 = 0,

odkudλ1 = 3, λ2 = 1.

Vlastńı vektory maticeA vypočteme postupňe řěseńım soustav(A − λiI)e = o

λ1 : −x1 +x2 = 0 λ2 : x1 + x2 = 0
x1 −x2 = 0 x1 + x2 = 0,

odkud
e1 =

[
1
1

]
, a e2 =

[
1

−1

]
.

Snadno si ov̌ěrı́me,že
[

2 1
1 2

] [
1
1

]
= 3

[
1
1

]
,

[
2 1
1 2

] [
1

−1

]
= 1

[
1

−1

]
.
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13.3 Invariantnost vzhledem k podobnosti

Necht’A je libovolnáčtvercová matice a necht’

Ae = λe.

Po p̌renásobení této rovnice libovolnou regulární maticíT
dostaneme

TAe = λTe,
odtud

TAT
−1(Te) = λ(Te).

Odtud plyne, žepodobné matice mají stejná vlastní čísla.

Použitím v̌ety o soǔcinu determinantů dostaneme

det(TAT
−1− λI) = |TAT

−1− λTIT
−1| = |T(A − λI)T−1| =

= |T||A − λI||T−1| = det(A − λI),

takžepodobné matice mají stejný charakteristický mnohočlen.
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13.4 Soǔcet a soǔcin vlastních čísel

L EMMA 1 Necht’ A = [aij] je čtvercov́a maticen-téhořádu. Pak

1. λ1 · . . . · λn = detA

2. λ1 + · · · + λn = a11 + · · · + ann (tzv. stopa matice)

DŮKAZ : Necht’det(A − λI) = (a11 − λ) · · · (ann − λ) + pn−2(λ), kdepn−2 je

mnohǒclenřádu nejvýšen − 2.

Tento charakteristický mnohočlen můžeme dále upravit na tvar
det(A − λI) = (−λ)n + (a11 + · · · + ann)(−λ)n−1 + qn−2(λ),

s mnohǒclenemqn−2 stupňe nejvýšen − 2.

Charakteristický mnohǒclen lze také rozložit na součin kǒrenovýchčinitelů
det(A − λI) = (λ1 − λ) · · · (λn − λ) =

= (−λ)n + (λ1 + · · · + λn)(−λ)n−1 + · · · + λ1 · · ·λn.

Po dosazeníλ = 0 do posledního výrazu dostaneme
detA = λ1 · · ·λn

a porovnáním koeficientů u(−λ)n−1

a11 + · · · + ann = λ1 + · · · + λn. 13.Úvod do spektŕalńı teorie – p. 9/16



13.5 Lokalizace vlastnícȟcísel

V ĚTA 1 (GERŠGORIN)
Necht’ A = [aij] je čtvercov́a komplexńı maticeřádun a necht’

ri = |ai1|+ · · ·+ |̂aii|+ · · ·+ |ain| aSi = {x ∈ C : |x− aii| ≤ ri},
kde sťrı́ška nad symbolem znač́ı jeho vynech́ańı. Pak

σ(A) ⊂ S1 ∪ · · · ∪ Sn.

DŮKAZ : Necht’Ax = λx, x = [xi] ax 6= o. Pakai1x1 + · · · + ainxn = λxi,

odkud p̌revedením̌clenuaiixi na pravou stranu dostaneme
ai1x1 + · · · + âiixi + · · · + ainxn = (λ − aii)xi.

Pomocí vlastností absolutní hodnoty tak snadno ově̌ríme, že platí

|ai1||x1| + · · · + ̂|aii||xi| + · · · + |ain||xn| ≥ |λ − aii||xi|. (∗)
Necht’ i je takové, že|xi| = max

j
|xj |. Jelikož|xi| > 0, platí |xj |/|xi| ≤ 1.

Vydělíme-li rovnost(∗) |xi|, dostaneme

|ai1| + · · · + |̂aii| + · · · + |ain| ≥ |λ − aii|,
tedyλ ∈ Si. 13.Úvod do spektŕalńı teorie – p. 10/16



13.5 Lokalizace vlastnícȟcísel

PŘÍKLAD 4 Pomoćı Geřsgorinovy v̌ety najďete co nejmeňśı část komplexńı

roviny, kteŕa obsahuje spektrum matice

A =




2 i 0
1 3 1
1 i 4




ŘEŠEŃI :r1 = |i| + |0| = 1, r2 = 1 + 1 = 2, r3 = 1 + |i| = 2. OdtudS1 = {x ∈
C : |x − 2| ≤ 1},S2 = {x ∈ C : |x − 3| ≤ 2},S3 = {x ∈ C : |x − 4| ≤ 2}, taǩze

σ(A) ⊂ S1 ∪ S2 ∪ S3. Část komplexńı roviny obsahuj́ıćı σ(A) je na obŕazku, kde

je vyšrafov́ana oblast obsahujı́ćı σ(A). Z obŕazku plyne,̌ze0 6∈ σ(A), taǩze

maticeA je reguĺarńı. Im

Re5 61 2 3 4

i

2i

0
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13.6 Spektrum reálné symetrické matice

V ĚTA 2
Necht’ A je réalná symetricḱa matice. Pakσ(A) ⊂ R.

DŮKAZ : Necht’λ je komplexní vlastní̌císlo reálné symetrické maticeA = [aij ]

řádun, jemuž p̌rísluší vlastní vektore = [ei], takže
Ae = λe. (∗)

Pak proλ komplexňe sdružené sλ a vektore = [ej ] se složkamiej komplexňe

sdruženými sej platí
[Ae]i = ai1e1 + · · · + ainen = ai1e1 + · · · + ainen = λei = λei =

[
λe

]
i

pro každý indexi, takže
Ae = λe. (∗∗)

P̌renásobíme-li nyní rovnici(∗) zlevae
⊤a rovnici(∗∗) zlevae

⊤, dostaneme
e
⊤
Ae = λe

⊤
e = λ

(
|e1|2 + · · · + |en|2

)
,

e
⊤
Ae = λe

⊤
e = λ

(
|e1|2 + · · · + |en|2

)
,

odkud s pomocí
e
⊤
Ae =

(
e
⊤
Ae

)
⊤= e

⊤
Ae

snadno odvodímeλ = λ.
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13.6 Spektrum reálné symetrické matice

V ĚTA 3
Vlastńı vektory réalné symetricḱe maticeA odpov́ıdaj́ıćı růzńym

vlastńım č́ıslům jsou ortogońalńı.
DŮKAZ : P̌redpokládejme, žeλ 6= µ jsou vlastní̌císla maticeA, kterým odpovídají

vlastní vektoryea f, takže

Ae = λe a Af = µf . (∗)
P̌renásobíme-li rovnice(∗) postupňe zlevaf⊤ ae

⊤, dostaneme

f
⊤
Ae = λf

⊤
e a e

⊤
Af = µe

⊤
f ,

odkud s pomocí

f
⊤
Ae =

(
f
⊤
Ae

)
⊤
e
⊤
Af a f

⊤
e =

(
f
⊤
e
)
⊤= e

⊤
f

plyne
λf

⊤
e = µf

⊤
e.

Proλ 6= µ tedy musí platitf⊤e = 0.
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13.7 Spektrální rozklad

V ĚTA 4
Necht’ A je réalná symetricḱa matice. Pak existuje ortogonálńı mat-

iceU a diagońalńı maticeD tak, že

A = U
⊤
DU.

Řádky r
U

i maticeU jsou transponovańe ortonorḿalńı vlastńı vek-

tory maticeA přı́slušńe vlastńım č́ıslůmλi = [D]ii.

PŘÍKLAD 5 Necht’

A =

[
5 4
4 5

]
.

PakA má vlastńı č́ıslaλ1 = 9, λ2 = 1, kteŕym odpov́ıdaj́ı vlastńı

vektory

e1 =

[
1
1

]
a e2 =

[
1

−1

]
.
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13.7 Spektrální rozklad

PŘÍKLAD 5 (Pokračov́ańı) Jelikǒz

‖e1‖ =
√

e⊤
1
e1 =

√
2, ‖e2‖ =

√
e⊤

2
e2 =

√
2,

můžeme sestavit z normalizovaných vlastńıch vektor̊u matici

U =

[
e
⊤
1
/‖e1‖

e
⊤
2
/‖e2‖

]
=

[
1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

]
=

1√
2

[
1 1

1 −1

]
.

Snadno si ov̌ěrı́me,že

A =
1√
2

[
1 1

1 −1

] [
9 0

0 1

]
1√
2

[
1 1

1 −1

]
.¤

Pomocí spektrálního rozkladu můžeme definovatskalární funkci

reálné symetrické matice, která je definována naσ(A) předpisem

f(A) = U
⊤f(D)U, kdef(D) = diag(f(λ1), . . . , f(λn)).

13.Úvod do spektŕalńı teorie – p. 15/16



13.7 Spektrální rozklad

PŘÍKLAD 6 Vypočtěte
√

A

A =

[
5 4
4 5

]
.

ŘEŠEŃI : Podle p̌rı́kladu 4 plat́ı A = U
⊤
DU, kde

D =

[
9 0
0 1

]
a U =

1√
2

[
1 1
1 −1

]
.

Odtud
√

A = U
⊤
√

DU =
1

2

[
1 1
1 −1

] [
3 0
0 1

] [
1 1
1 −1

]
=

=
1

2

[
1 1
1 −1

] [
3 3
1 −1

]
=

[
2 1
1 2

]
.

P̌rı́mým výpočtem si m̊užeme ov̌ěrit, že

√
A

√
A =

[
2 1
1 2

] [
2 1
1 2

]
=

[
5 4
4 5

]
= A.
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