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13.1 VlastnicCisla a vektory

DEFINICE 1
Necht A € L(V) je linearn transformace definovama

vektorovem prostorl. Jestlre existuje nenuloyvektor
e ¢ V a skahr )\ tak, ze

Ae = )e, (%)

pak se A naz/va vlastn Cislo transformaceA, e se
nazyva vlastri vektor prislusny k A a (\,e) se nagva
vlastn dvojicetransformacei.

V pfipace kon&nérozmérnych vektorovych prostorl ztotodjeme
linearni transformaci s jeji matici vzhledem &jake bazi. Pak
mluvime o vilastnicltislech a vektorecbtvercové matice proar
plati analogicky vztah ke vztah).
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13.1 VlastnicCisla a vektory

Rovnost(x) si mizeme zapsat pomoci identity ve tvaru
(A—Al)e = o,

takze\ je vlastnim Cislenmd, prave kdyzA — A1 neni
proste zobrazeni, a vlastni vektofyprislusné k\ jsou
prvky jadraA — 1.

MnoZzina vSech vilastnicbiselA € L(V) je

podmnozinou mnoziny (A) vSech skalari\, pro které
neexistujg A — A\I)~L Mnozinac(A) se nazyva
spektruntransformaced a pro transformace prostoru
kone&né dimenze je totozna s mnozinou vsech vlastnich
Cisel A.

V pripac kon&néroznmérnych vektorovych prostorl ztotddjieme
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13.1 VlastnicCisla a vektory

PRIKLAD 1 Necht ]

1 0
Sk

Pak vektory standardiazes, s, jsou vlastm vektory maticeA
odpowmdaijici poface vlastim ¢islim 1 a 2, nebot

o2 lo]=rle) o Loa][Y]=2[h)

PRIKLAD 2 NechtV je libovolny vektorov prostor al je
identicke zobrazendefinova® na). Pak pro kady vektorv € V
plat

Iv=1-v,

takze kady nenulow vektor je vlastiim vektorem identity
odpowvdaijici vlastimucislu 1 ac () = {1}.
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13.2 Charakteristicky mnohoClen a spek-
trum

Je-li A Ctvercova matice, tak nasobeni matici— A\I neni prosté
zobrazeni, pra¥kdyzA — M1 je singularni. Pak skalar € o(A),
prave kdyzdet(A — AI) = 0.

Vyraz det(A — \I) se nazyv&harakteristicky mnohocClematiceA
a kazde vilastngislo\ € o(A) je korenemcharakteristické rovnice

A — )| =0.

Podle takzvaneé zakladnéty algebry ma kazda algebraicka rovnice
s komplexnimi koeficienty alespgeden komplexni kien. Odtud
vyplyva, zekazda Ctvercova matigeovazovana za transformaci
koneneroznerneho komplexniho prostorna neprazdne spektrum
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13.2 Charakteristicky mnohoClen a spek-
trum

PRIKLAD 3 Vypottéte viastincisla a vektory matice
2 1
St

2—A 1

det(A—)\I):' | 9\

‘:A2—4)\+3:0,

Oded)\l = 3, Ao = 1.
Vlastn vektory maticeA vypocteme postupiresenm soustay A — \;I)e = o

)\12 — 1 —|—ZIZ'2:O )\22 $1—|—$2:O
L1 —5172:0 5131—|—5132:O,

1
€1 =141 |, @ €=
Snadno si o&ime, ze

EE1 I R A B F Y I A R |
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13.3 Invariantnost vzhledem k podobnositi

Necht A je libovolnactvercova matice a necht
Ae = )e.

Po penasobeni teto rovnice libovolnou regularni matici

dostaneme
TAe = \Te,
odtud
TAT '(Te) = \(Te).

Odtud plyne, zgpodobné matice maji stejna vilastni Cisla
Pouzitim &ty o soinu determinantti dostaneme

det(TAT ' — \I) = |TAT ' — ATIT | = |T(A — \XI)T | =
= |T||A — M||T7!| = det(A — AI),

takzepodobné matice maji stejny charakteristicky mnohaclen

13. Uvod do spekilni teorie — p. 8/16



13.4 Soget a sowtin vlastnich cisel

LEMMA 1 NechtA = [a;;] je Ctvercovd maticen-tehofadu. Pak
2. M+--+ AN, =a1+---+a,, (tzv.stopa matice

DUKAZz: Nechtdet(A — AXI) = (a11 — A) -+ (ann — A) + pn_2(N), kdep,,_» je
mnohalentadu nejvyse: — 2.
Tento charakteristicky mnoliten miiZzeme déle upravit na tvar
det(A — AI) = (=A)" + (a11 +--- + ann)(_)‘>n_1 + qn—2(N),
s mnoha@lenemg,,_» stupreé nejvysen — 2.
Charakteristicky mnohtien Ize také rozlozit na s@in kofenovychcinitell
det(A —AD)= (A1 = A)---(A\y = A) =

= (=N)"+ M4+ NN T A,

Po dosazenk = 0 do posledniho vyrazu dostaneme
det A =X -\,
a porovnanim koeficientll 4- )" 1
a1+ Fapp =M1+ -+ A 13. Uvod do spekelri teorie — p. 9/16



13.5 Lokalizace vilastnichcisel

VETA 1 (GERSGORIN)
Necht A = [a;;] je Ctverco\d komplexim maticefadun a necht

r; = |ai1\+---—|—@+~-+lam\ asS;={reC:lr—ayl <r},
kde stiSka nad symbolem zogjeho vyneclan. Pak
c(A)CcSU---US,.

DUKAZz: Necht Ax = \x, x = [z;] ax # o. Paka;1 21 + - - - + ajnxn = 14,
odkud peevedenintlenua;;r; ha pravou stranu dostaneme

a1 T + -+ T+ A = (X — ag;) ;.
Pomoci vlastnosti absolutni hodnoty tak snadn&iove, ze plati

e~

ait||z1| + -+ ez + -+ ai]|zn] = A = a2, (*)
Necht'; je takové, zgx;| = max |x;|. JelikoZ|x;| > 0, plati|x;|/|z;| < 1.
J

Vydeélime-li rovnost(x) |z;|, dostaneme
@in] + -+ lag] + -+ ain| = (A — agl,
tedy)\ = Sz 13. Uvod do spekilni teorie — p. 10/16




13.5 Lokalizace vilastnichcisel

PRIKLAD 4 Pomodé Gesgorinovy \ety najcete co nejmesi cast komplexn

roviny, ktea obsahuje spektrum matice

A —

— =

. QO oS,

=~ = O

RESENIr = |i| + [0 =1,ro=1+1=2,r3 =1+ |i| = 2. OdtudS; = {z €
Cilz—2|<1},S ={xecC: |z -3 <2},5={x € C:|r—4| <2}, takze
o(A) C & US, US;. Cast komplexnroviny obsahtifi o(A) je na obazku, kde
je vySrafovana oblast obsahigj o(A). Z obrazku plyneze0 € o(A), takze

maticeA je regubrm. Im
2i |

LA
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13.6 Spektrum realné symetrické matice

VETA 2
NechtA je realna symetricka matice. Pak (A) C R.

DUKAZ: Necht X je komplexni vlastn€islo realné symetrické matice = [a;;]
fadun, jemuz gislusi vlastni vektoe = |¢;], takze
Ae = )de. ()
Pak pro\ komplexré sdruZené & a vektore = [e;] se slozkami; komplexré
sdruzenymi &; plati
[Aé],i =aj1€1+ -+ ajne, =aj1€1+ -+ ajne, = Ae; = Xe_z = [_é}i
pro kazdy index, takze

Ae = )e. (k)
Pfenasobime-li nyni rovnidix) zlevae ' a rovnici(+x) zlevae', dostaneme
e'Ae = Xe'le = A(le1P+-+]enl?),
e'lAe = Xe'e = A(lel]*+ -+ enl?),

odkud s pomoci
P e'Ae= (e'Ae)' =e'A®

snadno odvodima = \.
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13.6 Spektrum realné symetrické matice

VETA 3
Vlastri vektory rélné symetricle maticeA odpovdaijici rtznym
vlastrim ¢isllim jsou ortogoalni.

DUKAzZ: Pfedpokladejme, z& # 1 jsou vlastnitisla maticed, kterym odpovidaiji
vlastni vektorye af, takze

Ae=)Xe a Af=uf. ()

Prenasobime-li rovnicéx) postupi zlevaf' ae', dostaneme
f'lAe = M'e a e'Af =_pe'f,
odkud s pomoci
f'fAe = (f'Ae)'e'/Af a fle=(f'e)' =e'f

plyne
M'e = uf'e.

Pro\ # u tedy musi platif'e = 0.
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13.7 Spektralni rozklad

VETA 4

NechtA je realna symetricka matice. Pak existuje ortogaimi mat-
ice U a diagoalni maticeD tak, ze

A =U'DU.

Radky rP maticeU jsou transponovanortonornalni viastri vek-
tory maticeA prislusré vlastam éislim \; = [D];;.

A:[j‘;].

PakA ma vlastn Cisla); = 9, Ay = 1, kterym odpovdaj vlastn

vektory
1 1

PRIKLAD 5 Necht
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13.7 Spektralni rozklad

PRIKLAD 5 (Pokracovani) Jelikaz

lei]| = \/eler = V2, e = \/ebes = V2,

mizeme sestavit z normalizovarh vlastiich vektotl matici

[ i 1 1
U | e/ledl 5 5 1|1 1
eflel | T L k] Va1 -

Snadno si o&1me, ze

11 1]l9o0o] 1|1 1
A=— — N

V201 =110 1]v2]1 =1

Pomoci spektralniho rozkladu muzeme definskatiarni funkci
readlné symetrické matic&tera je definovana na(A) predpisem

f(A)=U"f(D)U, kde f(D) =diag(f(A1),-- -, f(An))-
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13.7 Spektralni rozklad

PRIKLAD 6 Vypottétey/ A

a-[3 1)

RESEN: Podle ffikladu 4 plai A = UTDU, kde

Prfimym vypottem si niizeme o it, ze

w1 4][11)-]1 1)-x
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