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14.1 Eukleidovský prostor

DEFINICE 1
Necht’ je dán vektorov́y prostorV se skaĺarńım soǔcinem, mnǒzina

bod̊u E a zobrazeńı

E × E ∋ (A, B) 7→
−−→
AB ∈ V.

MnožinaE se naźyvá eukleidovsḱy bodov́y prostor se zam̌ěreńımV,

jestliže plat́ı:

A1 Ke kǎzd́emuA ∈ E a v ∈ V existuje jedińy bodB ∈ E tak, že
−−→
AB = v.

A2 Pro libovolńe bodyA, B, C ∈ E plat́ı
−−→
AC =

−−→
AB +

−−→
BC .
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14.1 Eukleidovský prostor

Z axiómů lze odvodit rovnosti, které odpovídají naší intuici.

Nap̌ríklad pro libovolné bodyA, B ∈ E platí
−−→
AA = o,

−−→
AB = −

−−→
BA .

Zvolíme-li si libovolný bodO ∈ E3 a ortonormální bázi

E = (e1, e2, e3) zam̌ěreníE3, pak zobrazení

E3 ∋ A 7→
[−−→
OA

]

E

∈ R
3

bude každému bodu A přiřazovat jednoznǎcně aritmetický vektor.

Bod O se nazývápočátek soustavy souřadnica čtvěrice

(O, e1, e2, e3) kartézská soustava souřadnicE3. S její pomocí

můžemeE3 i jeho zam̌ěrení ztotožnit s prostorem třírozměrných

aritmetických vektorů se standardním skalárním součinem

definovaným p̌redpisem(u,v) = u1v1 + u2v2 + u3v3.
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14.1 Eukleidovský prostor

Abychom mohli jednoz-

nǎcně definovat nové operace

v původním eukleidovském

bodovém prostoru pomocí

soǔradnic, musíme specifiko-

vat tzv. orientaci soustavy

soǔradnic. Budeme používat

výhradňe pravotočivé soustavy

souřadnic, jejichž bázové

vektory lze umístit po řaďe

ve sm̌eru palce, ukazováku a

prosťredníku pravé ruky (viz

obrázek)

e2

e1

e3

O
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14.2 P̌rímky v E3

Necht’A ∈ E3 je zadaný bod au ∈ E3 zadaný nenulový vektor. Pak

přímkap procházející bodem A sesměremu je množina

p = {A + tu : t ∈ R}.

Rozepíšeme-li si tento zápis po složkách, dostaneme pro body

X = [X1, X2, X3] přímky p procházející bodemA = [A1, A2, A3] ve

směruu = [u1, u2, u3] tzv. parametrické rovnice přímky

X1 = A1 + tu1

X2 = A2 + tu2

X3 = A3 + tu3,

kdet ∈ R se nazýváparametr.
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14.2 P̌rímky v E3

Necht’p a q jsou p̌rímky zadané p̌redpisy
p = {A + tu : t ∈ R} a q = {B + sv : s ∈ R}.

P̌rímky p a q nemajížádný společný bod, práv̌e když soustava

A + tu = B + sv

nemá̌rešení, což nastane, právě když

h[u,v] < h[u,v,
−−→
AB ]. (1)

Platí-li (1) ah[u,v] = 2, pak jsoup a q mimoběžné.

Když platí (1) ah[u,v] = 1, pak jsoup a q rovnoběžné.

P̌rímky p a q mají alespoň jeden společný bod, práv̌e když

h[u,v] = h[u,v,
−−→
AB ]. (2)

Platí-li (2) ah[u,v] = 2, pakp a q leží ve stejné roviňe a mají

spolěcný jediný bod, takže jsourůznoběžné.

Když platí (2) ah[u,v] = 1, pak jsoup a q totožné. 14.Úvod do analyticḱe geometrie – p. 7/17



14.3 Roviny vE3

Necht’ A je zadaný bod an je zadaný nenulový vektor. Pakrovina

procházející bodem A s normálovým vektoremn je množina

r = {X ∈ E3 : (n,
−−→
AX ) = 0}.

Rozepíšeme-li si tuto definici po složkách, dostaneme pro body

X = [X1, X2, X3] roviny r procházející bodemA = [A1, A2, A3]

s normálovým vektoremn = [n1, n2, n3] normálovou rovnici roviny

n1(X1 − A1) + n2(X2 − A2) + n3(X3 − A3) = 0

neboobecnou rovnici roviny

aX1 + bX2 + cX3 + d = 0,

kde
a = n1, b = n2, c = n3 ad = −n1A1 − n2A2 − n3A3.
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14.3 Roviny vE3

Je-li dán bod A a dva nezávislé vektoryu,v, pak

r = {A + tu + sv : t, s ∈ R}

definuje rovinu procházející body A,A + u aA + v. Rozepíšeme-li

si tento zápis po složkách, dostaneme pro bodyX = [X1, X2, X3]

roviny r parametrické rovnice roviny

X1 = A1 + tu1 + sv1

X2 = A2 + tu2 + sv2

X3 = A3 + tu3 + sv3,

v nichž můžeme snadno identifikovat souřadnice bodu A i vektorů

u,v.

Oznǎcme sir as roviny

r = {X ∈ E3 : (
−−→
AX ,n) = 0} as = {X ∈ E3 : (

−−→
BX ,m) = 0}.
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14.3 Roviny vE3

Roviny r as nemajížádný společný bod, práv̌e když soustava

(n,
−−→
AX ) = 0 a (m,

−−→
BX ) = 0

nemá žádné̌rešení. Rozepíšeme-li si rovnice soustavy na tvar
n1X1 + n2X2 + n3X3 = n1A1 + n2A2 + n3A3

m1X1 + m2X2 + n3X3 = m1B1 + m2B2 + m3B3,

lze ov̌ěrit, že to může nastat, jen když

h[m,n] = 1 a (m,
−−→
AB ) 6= 0.

V tomto p̌rípaďe jsou rovinyrovnoběžné, alerůzné.

Jestližeh[m,n] = 2, pak rovinyr as jsourůznoběžnéa mají

spolěcnou p̌rímku, jejíž sm̌erový vektor je ortogonální km an.

Jestliže
h[m,n] = 1 a (m,

−−→
AB ) = 0,

pak jsou rovinyr as totožné.
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14.3 Roviny vE3

Podobňe můžeme podat výčet možností vzájemné polohy přímky p

procházející bodem A se směremu a rovinyr procházející bodem B

s normálovým vektoremn.

Snadno se ov̌ěrí, že p̌rímkap má jediný společný bods r, práv̌e když

(n,u) 6= 0. (*)

Jestliže neplatí (*), pak lze rozlišit dva případy.

Bud’ je p̌rímkap rovnoběžnás r, ale neleží vr, což nastane když

(n,u) = 0 a (n,
−−→
AB ) 6= 0,

nebop leží v r, což nastane, když

(n,u) = 0 a (n,
−−→
AB ) = 0.
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14.4 Vektorový soǔcin

DEFINICE 2
Vektorw = [w1, w2, w3] takov́y, že

w1 =

∣

∣

∣

∣

u2 u3

v2 v3

∣

∣

∣

∣

, w2 =

∣

∣

∣

∣

u1 u3

v1 v3

∣

∣

∣

∣

, w3 =

∣

∣

∣

∣

u1 u2

v1 v2

∣

∣

∣

∣

se naźyvá vektorov́y soǔcin vektor̊u u a v a budeme ho značit

w = u × v.

Lze snadno ukázat, žew = u × v je kolmý k u i v.

Pro vektorový soǔcin si můžeme zapamatovat jeho mnemotechnický

zápis

u × v =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e1 e2 e3

u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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14.4 Vektorový soǔcin

Geometrickým významem vek-

torového soǔcinu je nap̌r. obsah

rovnob̌ežníkači trojúhelníka. Poňe-

vadž má rovnob̌ežnosťen výšku‖w‖

a plochuzákladny

P = ‖u‖‖v‖ · sinα,

kde α je odchylka p̌rímek procháze-

jících pǒcátkem O se sm̌erovými vek-

tory u,v, platí

P = ‖w‖.

Nap̌ríklad plocha P trojúhelníka

určeného bodyA, B, C ∈ E3 je dána

vzorcem

P =
1

2
‖
−−→
AB ×

−−→
AC ‖.

u

v

w=u×v

P

O
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14.5 Určení ňekterých úhlů

Odchylkapřímekp a q se sm̌erovými vektoryu a v se definuje jako

nejmenší odchylka dvou vektorů, které lze umístit nap neboq, takže

splňuje
cos ϕ =

|(u,v)|

‖u‖‖v‖
.

Obdobňe se definujeodchylkaϕ přímkyp se sm̌erovým vektoremu
a rovinyr s normálovým vektoremn. Můžeme ji vypǒcítat pomocí

odchylky p̌rímky p a libovolné jiné p̌rímky se sm̌erovým vektoremn
ze vztahu

sin ϕ = cos
(π

2
− ϕ

)

=
|(n,u)|

‖n‖‖u‖
.

Odchylka dvou rovin, což je nejmenší úhel dvou přímek, z nichž

každá leží v jedné z rovin, vyjádříme snadno pomocí jejich

normálových vektorůn1,n2 a vztahu

cos ϕ =
|(n1,n2)|

‖n1‖‖n2‖
.
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14.6 Ňekteré metrické úlohy

K určenívzdálenostid boduM

od roviny

r = {X ∈ E3 : (
−−→
AX ,n) = 0}

stǎcí najít prům̌et vektoru
−−→
AM

do normálového sm̌erun. Platí

tedy

d =
|(
−−→
AM ,n)|

‖n‖
.

n

 AM

M

r

d {
A
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14.6 Ňekteré metrické úlohy

Vzdálenost d bodu M od

přímkyp procházející bodem A

se sm̌eremu určíme s pomocí

obrázku. Z

P = ‖u×
−−→
AM ‖ aP = ‖u‖ ·d

dostaneme snadno

d =
‖u ×

−−→
AM ‖

‖u‖
.

p

A

P

M

u

d
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14.6 Ňekteré metrické úlohy

Obdobňe uřcíme i nejkratší

vzdálenost dvou mimoběžekp a

q, kde

p = {A + tu : t ∈ R}
q = {B + tv : t ∈ R}.

Pro objem V rovnob̌ežnosťenu

určeného hranami
−−→
AB ,u,v platí

V = |det

[−−→
AB ,u,v

]

| = P · d,

zatímco pro plochuP jeho základny

platí
P = ‖u × v‖.

Odtud

d =
V

P
=

|det

[−−→
AB ,u,v

]

|

‖u × v‖
.

A

B

p

q

V

P

u

v

d

14.Úvod do analyticḱe geometrie – p. 17/17


	Úvod do analytické geometrie
	14.1 Eukleidovský prostor
	14.1 Eukleidovský prostor
	14.1 Eukleidovský prostor
	14.2 Pøímky v~$set E_3$
	14.2 Pøímky v~$set E_3$
	14.3 Roviny v~$set E_3$
	14.3 Roviny v~$set E_3$
	14.3 Roviny v~$set E_3$
	14.3 Roviny v~$set E_3$
	14.4 Vektorový souèin
	14.4 Vektorový souèin
	14.5 Urèení nìkterých úhlù
	14.6 Nìkteré metrické úlohy
	14.6 Nìkteré metrické úlohy
	14.6 Nìkteré metrické úlohy

