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2.1 Soustava linearnich rovnic

DEFINICE 1
Soustavou m linearnch rovnic o0 n nezramych
x1,..., T, NAz’/vame mndinu rovnic ve tvaru:

ap1ry + ... + aipxr, = b

: : : (5)

a1 + ... + amnr, = b,
Cislaa;;, i1 = 1,...,m,j = 1,...,n nazvame koe:
ficienty soustavy &;, + = 1,...,m nazvame prae
strany.
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2.1 Soustava linearnich rovnic

PRIKLAD 1 Soustava Zivodriho prikladu Il

2u1 — U9 = 0.2683

— U —|—2u2 —U3 = 0.2683

— U9 —|—2U3 — Uy = 0.2683

—u3 +2uy —us = 0.2683

Jedra se o soustavu 5 rovnic o 5 nearychuq, . . ., us, kde

1] — 27 a1 — _17 a13 = U, 14 — O) a1 — 07
asy = —1, ag =2, ag3 = —1, ag =0, ass = 0,
asz = 0, azp = —1, as3 =2, azs = —1, ags =0,

apn =0, ap=0, ag=-1, ayu=2, as45=—1,
asy = 0, asy = 0, as53 = Y, ass = —1, as5 = 2,

by = 0.2683
bs = 0.2683
by = 0.2683
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2.2 Ekvivalentni Upravy

Zakladni myslenk@eseni soustavy linearnich rovnic spa
v nahrazeni dané soustavy jinou soustavou, ktera ma sespai a
je jednodussi.

DEFINICE 2
Ekvivalentmmi Gpravami soustavy linarnch rovnic nagvame

nasleduici Upravy:
E1l Vzajemra wmeéna libovolrych dvou rovnic soustavy,

E2 Nasoben obou stran gktee rovnice soustavy nenulgm
Cislem,

E3 Prictenn nasobku ektee rovnice soustavy k jerovnici.
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2.2 Ekvivalentni Upravy

Ekvivalentni Gpravy maji tu vlastnost, Ze jejich pomociz®eine
Z upravené soustavy ziskatétgpuvodni soustavu.

m Jestlize soustavd’ vznikla ze soustavy vzajemnou vyrenou
i-té aj-té rovnice podle pravidla E1, pak tataz Uprava pouzita
naS’ nas pivede z@t k S.

m Jestlize soustavd’ vznikla ze soustavy nasobenim-teho
fadku nenulovyntislema podle pravidla E2, pak nasobenim
tehozradku soustavyp’ él’slemé obdrzime zpatky soustail

m Jestlize soustavd’ vznikla ze soustavy prictenima-nasobku
i-té rovnice kj-té rovnici(i # j), pak gicteni(—a)-nasobku
i-té rovnice soustavy’ k j-té rovnici soustavys’ vede ot
kS.
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2.2 Ekvivalentni Upravy

Dve soustavy linearnich rovnic nazyvamlevivalentni soustayy
jestlize jednu z nich lze ziskat z druhé ekvivalentnimi uprai.

VETA 1
Jsou-li d& soustavy linarnch rovnic ekvivalentn potom mai

stejreresen.

PRIKLAD 2 — 21+ x5 = 0 (1)
r1 —3ro = —10 (2)
Vhodma Uprava soustavy je n@glad vynasoben(2) dvema, podle pravidl&?2, a
pricten (1) k upravee (2), v souladu s pravidleig3. Upraverd soustava budeiin
tvar —2x1 4+ x5 = 0 (3)
—5xy = —20 (4)
Z rovnice (4) vyp@temex, = 4 a po dosazdrdo rovnice (3) dostaneme

_2331 + 4 — O OdkLIdxl — 2 2. Upravy afeSeri soustav linarrich rovnic — p. 7/27



2.3 Maticovy zapis

Soustavy.S) bude uspora zapisovat do tabulky

ay ... A1n bl

a/ml o o a/mn bm

kterou nazyvameozsSifena matice soustayy). Matici A a vektorb
[ ay ... A1n i i bl i

aml o o o a/mn bm

nazyvamematici soustavysS) apravou stranou soustayyp) .

Pokud vektoix ma za slozky neznamé, . . . , z,, miZeme soustavu
zapsat v maticove podebAx = b.
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2.3 Maticovy zapis

Ekvivalentnim Upravam soustavy rovnic odpovidaji opesa@eky
rozSrené matice soustavy, které nazyvaehementarni (fadkove)

operace
(el) Vzajemna vynéna libovolnych dvouadku.
(e2) Nasobeni akteréhaadku nenulovyntislem.

(e3) Pricteni nasobkuekteréhaadku k jinemuradku.

Mame-Ili dve matice, z nichz jedna vznikla z druhé pomoci
elementarnichadkovych operacrjkame, ze matice jsoi@dkove
ekvivalentni
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2.3 Maticovy zapis

VETA 2
Maji-li dvé soustavy linarnch rovnicradkowe ekviva-
lentn rozSifere matice, potom magtejre resen.

PRIKLAD 3 Upravu soustavy (1),(2) na (3),(4)ireme
zapsat pomdelemenarrnch operatve tvaru

-2 1 0 -2 1 0 -2 1 0
I =3 |—-10 |2 2 —6|—20 [+1 0 —5|—20
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2.4 Uprava na schodovy tvar

DEFINICE 3

Budemerikat, ze matice je veschodoem tvary jestlize ma prvn
nenulowe prvkyradkl zvare vedout prvkyuspdadany jako schody
klesajci zleva doprava. Pmduje se ptom, aby vedouc prvky
nebyly nad sebou a abygchny pipadre nulowe radky byly dole.

PRIKLAD 3
- - 0 2 2 0 3 2
2 0 2

A= , B=1002]|, C=]1000
0 0 2
- - 0 0 O 0 0 O
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2.4 Uprava na schodovy tvar

Pomoci elementarnidtadkovych operaci muzemeégwést lib.

matici na schodovy tvar.

Je-li v matici soustavyA |b| prveka;; nenulovy, pak vynasobime-i
i-ty radek této maticeislem—ay;/a;; a pricteme-li ho kek-tému
radku, bude mit upravena maticémemradku aj-tém sloupci

prvek

ay; + (—ar;/aij) ai; = 0.

Pokud je prveki;; nenulovy, Ize takto transformovat mat|@ |b]

na tvar

a1

0

a12
1
99

A1n
1
a2n

by
by

N

m
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2.4 Uprava na schodovy tvar

Pokud bude také prveks, nenulovy, miizeme obdobBrdosahnout pomoci
elementarniciddkovych operaci, aby i pod nim byly v upravené matici nuly.
Bude-li pokazdé'; ' # 0, dostaneme nakonec matici ve schodovém tvaru (nebo

téZz v tzv.trojihelnikovém tvarus nenulovymi prvkya;, as, . . ., aﬁ,gl.
i a1 a2 c. a1k c. A1n b1 i
0 ay ... agy, ... ay, b3
. . k.—l k:—l k:—l
0 0 Q. ...oap. | by
0 0 0 ... 0 |0bf,,
0 0 0 0 0
0 0o ... 0o ... 0 0 |

Pokuda;; " = 0 a je mozno nalézt prvek'; ' # 0, > i, sta&i vzajem vymenit
pred Upravou-ty a j-ty radek. V opaném gipace dostaneme obegjsi schodovy
tvar.
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2.4 Uprava na schodovy tvar

POZOR! Neprovadime-li postupné upravy na upravené matici,

muzeme se dopustit chyby. Nddad Gpravami

DN DN =

O = =

—_

— O

—TI3

1
0
| 0

I 1
I 0
—1 0

| -

—1
1

—

+T9

OO =

O = =

OO

nedostaneme roZ&hou matici soustavy ekvivalentni s puvodni
matici soustavy. Této chybse mizZeme vyhnout tak, Ze zvolime
jedenradek, ktery neupravujeme, ale pouzijeme ho k u@rav

ostatnich. Napklad upravy nasledujici Upravy jsou jiz ekvivalentni.

DO DO —

O = =

—_— )

—_ O =

—2I'1 —>

—21'1

!
0
0

1
—1
—2

—1
—1

1 1
>
_—21'2

A DN =
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2.5 Zpétna substituce

Uvazujme, ze rozstna matice soustavy je ve schodovem tvaru

i ail1 Qa2 c. a1k . A1n bl i
0 ad ... as, ... a3, b3
0 0 Ty, Qo | by
0 0 0 0 |bf,,
0 0 0 0 0
0 0 ... 0 .. 0|0

1. Jestlize posledni nenulovgdek rozené matice soustavy ma
nenulovy pouze posledni prvék, ,, pak tomutaadku odpovida

rovnice o

kterd nema pro; ., # 0 feSeni. V tomto fipacé tedy dan&oustava
nema reseni
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2.5 Zpétna substituce

PRIKLAD 4 Soustava neénreSen
RoZIifem matice soustavy byla elemantimi radkowmi
operacemi fevedena na schodpvvar:

1 2 —1 L7
01 —1| 2
00 0|—-3 ]

Tato roAifena matice soustavy odpma soustag:

1 + 25132 — X3 == 1
Lo — g — 2
0 = -3

Posledinrovnici 0 = —3 nelze splinit prazadnou volbuz,, x5, x5 a
soustava tuid nenaresSen.
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2.5 Zpétna substituce

Uvazujme, ze rozstna matice soustavy je ve schodovem tvaru

[ a11 Q12 a1k Q1n, by |
0 a%2 a%k a%n b%
E E : : : [ a1 a12 A1n b%
0 0 al}:lj allz;1 bi_l B 0 a3 as,, b3
0 0 0 0 | by - 5
0 0 0 0 0 0 0 az;l bz—l
00 0 0 | 0 |
2. Jestlizes = n,b" , =0aaj; " #0,i=1,...,n, pakn-ta rovnice
ma tvar 1 1
a, T, =0b"",

ze které snadno vygtemez,,. Po dosazeni dofedchozich rovnic
zbude v(n — 1)-ni rovnici ot jedind neznama. Budeme-li takto
pOStupovat déle! ﬁfmejedlné Feéenl’ SOUSta'\/yZ.UpravyaﬁSeﬁ soustav linarrich rovnic — p. 17/27



2.5 Zpétna substituce

PRIKLAD 5 Soustava & jediréfeseri
RoZIfem matice soustavy byla elemantimi radkowmi
operacemi pevedena na schodpvvar:

1 2 —1] 1 7
0O 1 —11| 2
00 1 |-3]
Tato roAifena matice soustavy odpma soustag:
X1 —|—2£IZ'2 —Xr3 = 1 s L
Xy —XT3 = 2 = 11 —|_x2x2 _E_g% : ; —
Xr3 = —3 2 o
= +2iz — :% =11 4+2(-1)=-2=2,=0

Soustava ra jedirefesen 1 = 0,2, = —1, 23 = —3.

2. Upravy afeseri soustav linarrich rovnic — p. 18/27



2.5 Zpétna substituce

a1 a2 c. a1k c. A1n bl
0 a3y ... Ay ... Qs b3
0 0 ay o artt ot
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 .. o0 ... oo

3. Jestlize rozgena matice ma obecny schodovy tvar, pak z kazdé
rovnice soustavy vyjaime neznamou, ktera odpovida vedoucimu
prvku. Postupnym dosazovanim od posledridmku dostaneme
vzorce pro neznamé odpovidajici vedoucim prvkim vigad
pomoci neznamych na praveé steaiv tomto gipace ma soustava
nekonecné mnoho reseni
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2.5 Zpétna substituce

PRIKLAD 6 Soustava & nekonéné mnohdeseri
RoZIifem matice soustavy byla elemantimi radkowmi
operacemi fevedena na schodpvvar:

1 1 —1 1117
00 1 —1|2
00 0 0]0
Tato ro&ifena matice soustavy odpma soustag:
r1 +x9 —x3 +x4 = 1
— 1— _
T3 —T4 = 2 = . To — $2+$S+§4 =
0 = 0 s 4
:>ZE1_1— i) ( >—$4:3—$2
Soustava ra nekonéné mnoha'eSen x; = 3 — x5, 13 = 2 + 24

pfizenv x,, v, volime libovolre.
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2.6 Gaussova eliminace

Gaussova elimirmani metoda:

1. dopredna redukgcdj. redukce na schodovy tvar

2. zpétna substitucdy. reSeni soustavy se schodovou matici

PRIKLAD 7 Soustava, kté&r nené reSen.
ReSme soustavu

2 1 0 2 -2 1 0 2 2 1 0 2]
1 2 -1} 1 |2—-r1— |0 3 =2 0 — | 0 3 =2 0

4 5 —2|—-1] —2ny 03 —2|-5]-r, [0 0 O0]|-5]
Posledni rovnicDz; + 0z + 0x3 = —5 nelze splnit zadnou volbou

211 + o

T+ 2332 — I3
41 4+ dxg — 213
Ekvivalentnmi radkovymi Upravami dostaneme postugpn

x1, T2, T3. SOUStava proto neniaseni.

2
= 1

—1
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2.6 Gaussova eliminace

PRIKLAD 8 Soustava s jediimieSerim.
ReSme soustavu 2oy + 35 = 2
To + T3 = 0

L1 + T3 = 4
Ekvivalentnmi radkovymi Gpravami dostaneme postugn

0 2 3|27 r3 1 0 147 1 0 147
01 1|0 T —1]0T11/0 — |0 1 1|0
1 0 114 ] g 0 2 3|2 ]| —2r 0 0 1]2 ]
ReSerim rovnic dostaneme postu@n
Xr3 == 2
To == —1'3:—2
r1 = 4—5133:2

coz je jedirefesen nasl soustavy.
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2.6 Gaussova eliminace

PRIKLAD 9 Soustava, ktér ma nekonéné mnohdesen.
ReSme soustavu

T1 + To + T3
L1 — &3
To + 25133

1
1
0

Ekvivalentnmi radkovymi Gpravami dostaneme postugn

11
1 0
0 1

1
—1
2

| -

1
0

—I'1 —

111
0 —1 —2
01 2

| -

0

0

+T9

Posledinmatice je rozifenou maticsoustavy

T1+ To + T3
— X9 — 22133

0

1
0
0

>
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0

0

1
—1
0

1
—2
0

OO




2.6 Gaussova eliminace

PRIKLAD 9 Pokratovani

T1+ o +o3 = 1 (1)

— Lo — 2333 = 0 (2)

0 = 0 (3)

Z rovnice (2) vyp@temezr, pomog zs, tj. x5 = —2x3. Po dosazan

zax, do rovnice (1) dostanemg = 1 + xs.

Soustava ra tedy nekonené mnohaoresen ve tvaruxs libovolng,
Ty = —2x3, 71 = 1 + z5. MUZeme je zapsat té&kpomoc
libovolneého parametrp ve tvarurs = p,xo = —2p,x1 = 1 + p.

Poznamka: Ma-li soustava nekorm®me mnohaoreSeni, jannazina
feseni ucena jednoznane, nikoliv vSak jejiparametrizace

~/ /7 1 1 . "n 7 7 N/
Nagrikladzy = p, 3 = —spax; = —5p + 1 jejiny tvarteha
reseni.
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2.7 Gauss-Jordanova metoda

DEFINICE 4

Budemgdikat,ze matice je \normovamem schododm tvary jestlize
je v takovem schodogm tvaru,ze Vsechny prvky nad vedouui
prvky jsou nuloe a navc vedouc prvky jsou rovny jeds.

Gauss—Jordanova metoda:
1. dopredna redukgdj. redukce na schodovy tvar
2. Uprava na normovany schodovy tvar
(a) cBlenifadkt matice vedoucimi prvky

(b) nulovani prvkt nad vedoucimi prvky pomoci elemen-
tarnichradkovych operaci (el),(e2) a (e3)
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2.7 Gauss-Jordanova metoda

PRIKLAD 10 Nag‘iklad dodaténoulpravou rogifeng
matice soustavy zifkladu 8 dostaneme

1 0 114 ]—ry 1 0 0] 2
01 1|0 |-r3— [0 1 0]—-2
00 112 00 1] 2

ReSen soustavy se naél v poslediim sloupci matice
vpravo, nebotrovnice, kteé odpovdaiji rozSifené matici
soustavy napravo, |soty = 2,19 = —2 axrz = 2
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2.8 Pracnostreseni

m Gaussova eliminace je velmi efektivni pra&nireseni malych
soustav a pro pitacovéreSeni soustav stovek az tisicl rovnic.

m Metoda je velmi efektivni i pro paitacovereseni etsich
soustav se specialni strukturou rozlozeni nenulovychiprvk

m Pro rozsahlejSi soustavy existuji efek@y$i metody, které se
rozvijeji i v solcasne doé.

m Gaussova eliminace neni vhodna pro paralel@itpoovou
Implementaci.

PracnostesSeni soustavy metodou Gaussovy eliminace<n):

1. Dogednéa redukce; (2n + 1)(n + 1)n ndsobent, tj. ccan?
pro velkan
2. Zpetna substituce}'n(n — 1) nasobeni, tj. ccgn? pro velkan.
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