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3.1 Maticový zápis elementárních úprav

Násobení maticí zleva lze popsat jako manipulaci sřádky násobené

matice.

ProT = [tij] aA = [aij] řádu dv̌e platí

TA =

[

t11 t12

t21 t22

] [

r
A

1

r
A

2

]

=

[

t11r
A

1
+ t12r

A

2

t21r
A

1
+ t22r

A

2

]

Nap̌ríklad maticeT provede vým̌enu 1. a 2.̌rádku násobením

A
′ = TA.

T =

[

0 1

1 0

]

JestližeA′ = TA vznikne zA nějakou pevňe zvolenou elementární

transformací, pak takéI′ = TI = T vznikne z jednotkové maticeI
toutéž transformací.
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3.1 Maticový zápis elementárních úprav

Výměnai-tého aj-téhořádku (elementární permutační matice).
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3.1 Maticový zápis elementárních úprav

Násobeníi-téhořádku nenulovým̌císlemα.

I = i
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3.1 Maticový zápis elementárních úprav

P̌ričtení násobkui-téhořádku kj-témuřádku.

I =
i
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3.1 Maticový zápis elementárních úprav

PŘÍKLAD 1
[

2 −1
−1 2

]

r2
r1

7→
[

−1 2
2 −1

]

, P12 =
[

0 1
1 0

]

[

2 −1
−1 2

]

·12
7→

[

2 −1
−1

2 1

]

, M2

(

1

2

)

=

[

1 0
0 1

2

]

[

2 −1
−1 2

]

+1
2r1

7→

[

2 −1
0 3

2

]

, G12

(

1

2

)

=

[

1 0
1
2 1

]
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3.2 Inverzní matice

DEFINICE 1
Necht’ A je čtvercov́a matice. Jestliže existuje maticeB
tak, že

AB = BA = I,

pak se maticeB naźyvá inverzńı matićı k matici A a
znǎćı seA

−1 . Čtvercov́a matice, ke kteŕe existuje in-
verzńı matice, se naźyvá regulárńı. V opǎcném p̌rı́paďe
takovou matici naźyvámesinguĺarńı.

V ĚTA 1
Ke kǎzdé reguĺarńı matici A existuje pŕavě jedna in-
verzńı matice.
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3.2 Inverzní matice

DŮKAZ : Necht’B1,B2 jsou inverzní matice k maticiA, takže platí

AB1 = I a B2A = I.

Vynásobíme-li první rovnost zleva maticíB2 a druhou rovnici

zpravaB1, dostaneme

B2 = B2AB1 = B1.

L EMMA 1 Má-li maticeA nulový řádek pak je singulárńı.

DŮKAZ :Je-liB libovolná matice, pak platí

AB =





. . . . .

0 . . . 0
. . . . .



 6= I.
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3.3 Elementární úpravy a regularita

V ĚTA 2
Jsou-li maticeA, B reguĺarńı, potom je taḱe maticeAB
reguĺarńı a plat́ı

(AB)−1 = B
−1

A
−1

DŮKAZ : (AB)(B−1
A

−1) = A(BB
−1)A−1 = (B−1

A
−1)(AB) =

= B
−1(A−1

A)B = I.

Uvedený vztah lze pomocí matematické indukce
zobecnit na

(A1 · · ·Ak)
−1 = A

−1
k · · ·A−1

1 .
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3.3 Elementární úpravy a regularita

L EMMA 2 Matice element́arńıch úprav jsou reguĺarńı a plat́ı:

1. P
−1

ij = Pij,

2. M
−1

i (α) = Mi(α
−1) pro α 6= 0

3. G
−1

ij (α) = Gij(−α)

V ĚTA 3
Element́arńı řádkov́e úpravy zachov́avaj́ı regularitu upravovańe

matice.
DŮKAZ : Jestliže maticeA′ vznikne z regulární maticeA elementárními

řádkovými úpravami, pak
A

′ = Tk · · ·T1A,

a
(

A
′
)

−1

= A
−1

T
−1

1
· · ·T−1

k ,

tedyA
′ je regulární.
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3.4 Výpǒcet inverzní matice

V ĚTA 4
Necht’ A je čtvercov́a maticěrádun. Pak rovnice

AX = I (*)

má jedińe řěseńı X právě tehdy, kdy̌z A je reguĺarńı.
V tom p̌rı́paďe plat́ı X = A

−1.

DŮKAZ : JestližeA je regulární, pak p̌renásobením obou stran (*)

zleva maticíA−1 dostanemeX = A
−1.

Obráceňe, jestliže rovniceAX = I má jediné̌rešení, pak rozšířenou
matici

[

A|I
]

je možno pomocí ekvivalentníchřádkových úprav

převést na tvar
[

I|B
]

.
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3.4 Výpǒcet inverzní matice

Potom existují elementární matice transformacíT1, . . . ,Tk tak, že

pro maticiT = Tk · · ·T1 platí

T
[

A|I
]

=
[

I|B
]

.

Roznásobíme-li matice vlevo podle pravidla o násobení blokových

matic, dostaneme porovnáním oboučástí rozší̌rené matice

TA = I, T = B,

BA = I.

Jelikož matice
[

I|B
]

vznikla z
[

A|I
]

ekvivalentnímǐrádkovými

úpravami, má (*) jediné̌rešeníX, které jeřešením soustavy

IX = B,

tedyX = B aAB = I.
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3.4 Výpǒcet inverzní matice

PŘÍKLAD 2 VypočtěteA
−1 pokud existuje.

A =

[

2 −1

−1 2

]

ŘEŠEŃI : Postupnoúupravou rožśıřeńe matice pro soustavuAX = I

dostaneme
[

A|I
]

=

[

2 −1 1 0

−1 2 0 1

]

+1

2
r1

7→

[

2 −1 1 0

0 3

2

1

2
1

]

+2

3
r2 7→

7→

[

2 0 4

3

2

3

0 3

2

1

2
1

]

·1
2

·2
3

7→

[

1 0 2

3

1

3

0 1 1

3

2

3

]

=
[

I|A−1
]

.

MaticeA je tedy reguĺarńı a plat́ı

A
−1 =

1

3

[

2 1

1 2

]

.
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3.5Řešení soustav a inverzní matice

V ĚTA 5
Necht’ A je reguĺarńı matice a necht’ b je sloupcov́y vek-
tor stejńehořádu. Pak ḿa soustavaAx = b jediné řěseńı
x = A

−1
b.

DŮKAZ : Necht’A je daná regulární matice.
Vynásobíme-li soustavu

Ax = b

maticíA−1 zleva, dostaneme

x = A
−1(Ax) = A

−1
b.
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3.5Řešení soustav a inverzní matice

PŘÍKLAD 3 Pomoćı inverzńı matice najďeteřěseńı soustavy

2x1 − x2 = 1

−x1 + 2x2 = 2

ŘEŠEŃI : Soustavu lze zapsat maticově ve tvaru
[

2 −1
−1 2

] [

x1

x2

]

=

[

1
2

]

.

S vyǔzitı́m výsledku p̌redchoźıho p̌rı́kladu dostaneme
[

x1

x2

]

=
1

3

[

2 1
1 2

] [

1
2

]

=
1

3

[

4
5

]

.
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3.6 Vyčíslení výrazů s inverzní maticí

PŘÍKLAD 4 Necht’

A =

[

2 −1
−2 2

]

, B =

[

1 2
3 4

]

, b =

[

1
1

]

.

Vyč́ısleteA−1
Bb

ŘEŠEŃI : Nejprve vypǒcteme vektor

c = Bb =

[

3
7

]

.

Vektorx = A
−1

c je jedińym řěseńım rovniceAx = c, kterou vy̌rěśıme

Gaussovou eliminacı́
[

2 −1 3
−2 2 7

]

+r1
7→

[

2 −1 3
0 1 10

]

,

odkudx1 = 13

2
, x2 = 10. Tedy

A
−1

Bb =

[

13

2

10

]

.
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3.7 Použití inverzní matice

K nalezení inverzní matice je zapotřebí asin3

operací násobení.

Nevyplatí sěrešit jednu soustavu pomocí
inverzní matice.

Může být výhodné̌rešit soustavy s více pravými
stranami pomocí inverzní matice (řešení pro
každou pravou stranou pak vyžaduje asin2

násobení.

Inverzní matice je spíše teoretický prostředek.
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