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5.1 Algebraické operace

DEFINICE 1
(Binárńı) algebraicḱa operace◦ na nepŕazdńe mnǒzině
A je zobrazeńı

◦ : A×A ∋ (a, b) 7→ a ◦ b ∈ A.

Operace◦ na mnǒziněA tedy kǎzdé uspǒrádańe dvojici
(a, b) ∈ A × A prvků a, b ∈ A přiřazuje jednoznǎcně
určeńy prveka ◦ b ∈ A.

PŘÍKLAD 1 Sč́ıtáńı + definovańe na mnǒzině réalných č́ıselR,

kteŕe nap̌rı́klad dvojici (2, 3) ∈ R × R přiřazuje prvek

2 + 3 = 5 ∈ R.
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5.1 Algebraické operace

PŘÍKLAD 2 Sč́ıtáńı reálných (komplexńıch) aritmeticḱych vektor̊u

stejńe dimenze nebo sč́ıtáńı a ńasobeńı reálných (komplexńıch)

čtvercov́ych matic stejńehořádu.

PŘÍKLAD 3 Sklád́ańı zobrazeńı ◦ definovańe na mnǒzině v̌sech

zobrazeńı Z(A) dańe mnǒzinyA do sebe. Tato operace přiřazuje

každé uspǒrádańe dvojici zobrazeńı (f, g) ∈ Z(A) ×Z(A) složeńe

zobrazeńı f ◦ g ∈ Z(A) definovańe pro kǎzdéx ∈ A předpisem

(f ◦ g)(x) = f
(

g(x)
)

.

Jestlǐze nap̌rı́kladf ∈ Z(R) ag ∈ Z(R) jsou definov́any p̌redpisem

f(x) = x2 ag(x) = x2 + 1, pak

(f ◦ g)(x) = f
(

g(x)
)

=
(

x2 + 1
)2

.
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5.2 Vektorový prostor

DEFINICE 2
Réalným (komplexńım) vektorov́ym prostoremrozuḿıme mnǒzinu

V s algebraickou operacı́ + : V × V ∋ (u,v) 7→ u+v ∈ V, kterou

naźyvámesč́ıtáńı vektor̊u a zobrazeńımR(C)×V ∋ (α,v) 7→ αv ∈

V, kteŕe naźyvámenásobeńı skaĺarem, p̌ričem̌z plat́ı:

VP1 ∀u,v,w ∈ V : u + (v + w) = (u + v) + w

VP2 ∃o ∈ V∀u ∈ V : u + o = o + u = u

VP3 ∀u ∈ V∃ − u ∈ V : u + (−u) = −u + u = o

VP4 ∀u,v ∈ V : u + v = v + u

VP5 ∀α ∈ R(C)∀u,v ∈ V : α(u + v) = αu + αv

VP6 ∀α, β ∈ R(C)∀u ∈ V : (α + β)u = αu + βu

VP7 ∀α, β ∈ R(C)∀u ∈ V : α(βu) = (αβ)u

VP8 ∀u ∈ V : 1u = u
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5.2 Vektorový prostor

PŘÍKLAD 4 Réalné aritmeticḱe vektory dańehořádun se šćıtáńım

vektor̊u a s ńasobeńım skaĺarem po slǒzkách tvǒrı́ reálný vektorov́y

prostor. Jeho nulov́y prvek jeo = [0, . . . , 0], proa = [a1, . . . , an] je

inverzńım prvkem−a = [−a1, . . . ,−an]. Pron = 1 je mnǒzina

skaĺarů i vektor̊u stejńa.

PŘÍKLAD 5 MnožinaF všech réalných funkćı s operaćı +

definovanou pro kǎzdé réalnéx rovnost́ı
(f + g)(x) = f(x) + g(x)

a s ńasobeńım skaĺarem, kteŕe pro kǎzdéα ∈ R af ∈ F definuje

funkci αf ∈ F rovnost́ı (αf)(x) = αf(x), tvořı́ reálný vektorov́y

prostor. Nulov́y prveko tohoto prostoru je d́an p̌redpisemo(x) = 0,

prvek opǎcný k f je definov́an pomoćı (−f)(x) = −f(x).
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5.3 Vlastnosti vektorových prostorů

V ĚTA 1
Necht’ V je vektorov́y prostor s nulov́ym prvkemo, u ∈ V a necht’

α je libovolný skaĺar. Pak plat́ı následuj́ıćı rovnosti:

1. 0u = o

2. αo = o

3. (−1)u = −u

DŮKAZ :

1. 0u
VP2
= 0u + o

VP3
= 0u +

(

0u +
(

−(0u)
)

)

VP1
= (0u + 0u) +

(

−(0u)
)

=
VP6
= (0 + 0)u +

(

−(0u)
)

= 0u +
(

−(0u)
)

VP3
= o.

2. Použijeme-li 1 prou = o, dostaneme0o = o, takže

αo = α(0o)
VP7
= (α0)o = 0o = o.

3. u + (−1)u
VP8
= 1u + (−1)u

VP6
=

(

1 + (−1)
)

u = 0u
1
= o.
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5.4 Vektorový podprostor

DEFINICE 3
Nepŕazdńa mnǒzinaU ⊂ V je podprostoremvektorov́eho prostoru

V, jestliže U je vektorov́y prostor vzhledem ke sč́ıtáńı vektor̊u a

násobeńı skaĺarem v prostoruV.

V ĚTA 2
Množina U ⊂ V je podprostorem vektorového prostoruV právě

tehdy, kdy̌z pro libovolńe dva prvkyu,v ∈ U a pro libovolńy skaĺar

α plat́ı:

1. u + v ∈ U

2. αu ∈ U
DŮKAZ : Z 2 plyne0u ∈ U i (−1)u ∈ U , takže podle 1. a 3. v̌ety 1 také nulový

prveko = 0u i opǎcný prvek−u = (−1)u paťrí doU . Ostatní axiomy

vektorového prostoru jsou splněny žrejmě také.
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5.4 Vektorový podprostor

PŘÍKLAD 6 Necht’ p je pevňe zvoleńa p̌rı́mka v prostoru

proch́azej́ıćı zvoleńym pǒcátkem soǔradnic. Pak mnǒzina v̌sech

polohov́ych vektor̊u bod̊u na p̌rı́mcep tvořı́ podprostor vektorov́eho

prostoru v̌sech v́azańych vektor̊u v prostoru.

PŘÍKLAD 7 Pro dańek ≥ 1 je mnǒzinaPk všech mnohǒclen̊u

stupňe meňśıho něz k podprostorem vektorového prostoruF

z p̌rı́kladu 5.

PŘÍKLAD 8 Necht’ V je libovolný prostor. PakO = {o} je

podprostoremV, nebot’ o + o = o a pro libovolńy skaĺarα plat́ı, že

αo = o. Vektorov́y prostorO je nejmeňśı podprostor dańeho

vektorov́eho prostoru a nazývá senulov́ym podprostorem.
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5.4 Vektorový podprostor

PŘÍKLAD 9 Necht’ S = {v1, . . . ,vk} je koněcná mnǒzina vektor̊u

vektorov́eho prostoruV. Množina v̌sech vektor̊u, kteŕe lze zapsat ve

tvaruu = α1v1 + · · · + αkvk je podprostorem vektorového prostoru

V, který naźyvámelineárńı obalmnǒziny S. Lineárńı obal dańe

mnǒziny vektor̊u S znǎćıme〈S〉 = 〈v1, . . . ,vk〉.

PŘÍKLAD 10 U = {[u1, u2, u3] ∈ R
3 : u1 − 2u2 + u3 = 0} tvořı́

podprostor vektorov́eho prostoruR3. Vyřěśıme-li soustavu jedńe

rovnice o ťrech nezńamýchu1 − 2u2 + u3 = 0 dostaneměrěseńı ve

tvaruu1 = 2t − s, u2 = t, u3 = s s parametryt, s ∈ R. Pak m̊užeme

podprostorU zapsat ve tvaru:
U = {[2t − s, t, s], t, s ∈ R} = {t[2, 1, 0] + s[−1, 0, 1], t, s ∈ R} =

= 〈[2, 1, 0], [−1, 0, 1]〉 .
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5.5 Soǔcet a průnik podprostorů

Pro libovolné dva podprostoryU ,V daného vektorového prostoru

W můžeme vytvǒrit průnik podprostorůU ∩ V jako průnik množin

U ,V asoučet podprostorů

U + V = {u + v : u ∈ U ,v ∈ V}.

Průnik podprostorů není nikdy prázdný, nebot’ do něho vždy paťrí

nulový prvek.

V ĚTA 2
Necht’ U ,V jsou podprostory vektorového prostoruW. PakU ∩ V i

U + V jsou podprostoryW.
DŮKAZ : Necht’u,v ∈ U ∩ V, tedyu ∈ U , u ∈ V, v ∈ U av ∈ V. JelikožU aV

jsou podprostory téhož prostoru, platíu + v ∈ U au + v ∈ V, tedy

u + v ∈ U ∩ V, a pro libovolný skalárα platí takéαu ∈ U i αu ∈ V, takže

αu ∈ U ∩ V. Důkaz, žeU + V je podprostoremW je obdobný.
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5.5 Soǔcet a průnik podprostorů

PŘÍKLAD 11 Jsou d́any podprostory vektorového prostoruR3:

U = {[u1, u2, u3] ∈ R
3 : u1 − 2u2 + u3 = 0} a

V = {[v1, v2, v3] ∈ R
3 : v2 + v3 = 0}

U ∩ V = {[u1, u2, u3] ∈ R
3 : u1 − 2u2 + u3 = 0 ∧ u2 + u3 = 0} =

= {[u1, u2, u3] : u1 = −3t, u2 = −t, u3 = t, t ∈ R} =

= {[−3t,−t, t], t ∈ R} = 〈[−3,−1, 1]〉

U + V = {[u1, u2, u3] : u1 = 2t − s, u2 = t, u3 = s, t, s ∈ R}+

+ {[v1, v2, v3] : v1 = p, v2 = −q, v3 = q, p, q ∈ R} =

= {[2t − s + p, t − q, s + q], t, s, p, q ∈ R} =

= 〈[2, 1, 0], [−1, 0, 1], [1, 0, 0], [0,−1, 1]〉

Jestliže průnik podprostorůU ,V daného vektorového prostoruW je

nulový podprostorO, pak se soǔcetU + V nazývádirektní (přímý)

součet podprostorůa znǎcí seU ⊕ V. 5. Vektorov́e prostory – p. 12/13



5.6 Vektory v matematice a fyzice

Vektorové prostory zobecňují pojem vektoru
známého nap̌r. z fyziky, tj. veličina mající velikost a
směr

Nejedná se o veličiny, které mají velikost a sm̌er
(Co je velikost vektoru z prostoru všech funkcí
F?)
Dokonce i velǐciny, které mají velikost a sm̌er
nemusí spľnovat axiomy vektorového prostoru

V přípaďe abstraktních vektorů je někdy možné je
pro zjednodušení nahradit "šipkami", tj. veličinami,
které mají velikost a sm̌er.
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