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5.1 Algebraicke operace

DEFINICE 1
(Binarn) algebraicka operaceo na nepazdre mnainé
A je zobrazen

o: AXx A>3 (a,b)—aobe A

Operace> na mnaine A tedy kade uspdadare dvoijici
(a,b) € A x A prvkia,b € A prfifazuje jednoznané
urcery prvekaob € A.

PRIKLAD 1 Stitan + definovai@ na mndiné realnych €iselR,
ktereé naiklad dvojici (2,3) € R x R prifazuje prvek
2+3=50€elR.
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5.1 Algebraicke operace

PRIKLAD 2 Stitan realnych (komplexich) aritmetickch vektor)
stejre dimenze nebocgan a nasobenrealnych (komplexinch)
Ctvercovch matic stejehoradu.

PRIKLAD 3 Skladan zobrazeno definova® na mndiné Sech
zobrazen Z(A) dare mnainy A do sebe. Tato operacé@iazuje
kazdé uspdadare dvoijici zobrazen(f,g) € Z(A) x Z(A) slozere
zobrazenf o g € Z(A) definova pro kadé z € A predpisem

(fog)(x) = f(g(x)).
Jestlze napiklad f € Z(R) ag € Z(R) jsou definoany gedpisem
f(z) =2%ag(x) = 2* + 1, pak
(fog)(@) = f(g(x)) = (2* +1)"
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5.2 Vektorovy prostor

DEFINICE 2

Ralnym (komplexim) vektoroym prostorenrozunmime mnainu
V s algebraickou operag- : V x V > (u,v) — u+wv € V, kterou
naz/vamestitani vektorl a zobrazemR(C)xV o (o, v) — av €
V), ktere nazvamenasobemnskabrem priceny plat:

VP1 Vu,v,weV:u+(v+w)=(u+v)+w

VP2 JoeVWueV:u+o=0+u=u

VP3 YvueVi—ueV:u+(—u)=-ut+u=o

VP4 Yu,veV:u+v=v+u

VPS5 Va e R(C)Vu,veV:a(u+v)=au+av

VP6 Vo, e R(C)Vu e V: (a+ f)u =au+ fu

VP7 Vo, € R(C)Vu e V: a(fu) = (af)u

VP8 VueV:1lu=u
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5.2 Vektorovy prostor

PRIKLAD 4 Realné aritmeticle vektory daghorfadun se gitarim
vektortl a s rasobefm skabrem po slakach tvdi realny vektorowy
prostor. Jeho nulgvprvek jeo = [0, ...,0], proa = |aq,...,a,] j€
inverzim prvkem—a = [—ayq, ..., —a,|. Pron = 1 je mnaina
skahr i vektorl stejra.

PRIKLAD 5 MnozinaF vSech ré@lnych funkd s operat+
definovanou pro k&de realné x rovnost

(f +9)(x) = f(z) + g(z)
a s rasobeim skahrem, ktee pro kade o« € R a f € F definuje
funkciaf € F rovnost (af)(x) = af(x), tvorfi realny vektorowy
prostor. Nuloy prveko tohoto prostoru je @n gedpiseno(z) = 0,
prvek op&ny k f je definonan pomotc(—f)(x) = —f(x).
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5.3 Vlastnosti vektorovych prostoru

VETA 1
Necht V je vektorow prostor s nuloym prvkemo, u € V a necht
a je libovolny skahkr. Pak platnasleduici rovnosti:

1. u=o0
2. 0 =0
3. (—1)u= —u
DUKAZ:
L 0u ' 0u+ 0 "2 0u+ (0u+ (= (0w)) "E" (0u +0u) + (~(0w)) =
204 0)u+ (=(0u)) = 0u+ (—(0u)) Lo

2. Pouzijeme-li 1 prax = o, dostanem@o = o, takze

ao = a(00) = (a0)o = 0o = o.

VP81u_|_( u VP6( 1

3. u+(—1)u 14 (—1))u=0u = o.
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5.4 Vektorovy podprostor

DEFINICE 3
Neprazdra mnainal/ C V je podprostorenvektoroveho prostort

V. jestlize U je vektorow prostor vzhledem kecgtan vektorl a
nasobenskakbrem v prostory.

VETA 2
Mnozinald C V je podprostorem vektor@nho prostoru) prave

tehdy, kdy pro libovolre dva prvkyu, v € U/ a pro libovolry skabr
« plat:
1. u+veld

2. auel
DUKAZ: Z2 plyneOu € Ui (—1)u € U, takZe podle 1. a 3.aty 1 také nulovy

prveko = Ou i opany prvek—u = (—1)u pafi dol/. Ostatni axiomy
vektorového prostoru jsou s@ny Zejme takeé.

S—
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5.4 Vektorovy podprostor

PRIKLAD 6 Nechtp je pevré zvolerad gfimka v prostoru
prochazejci zvolenym pocatkem sotadnic. Pak mnoina vsech
nolohowch vektorl bodi na gfimcep tvori podprostor vektora@ho
orostoru sech azarych vektort v prostoru.

PRIKLAD 7 Proda@k > 1je mna&inaP, vsech mnohdlen
stupré mersiho ne k podprostorem vektor@ho prostorur
z prikladu 5.

PRIKLAD 8 NechtV je libovolny prostor. Pakd = {o} je
podprostoreny, neboto + o = o a pro libovolry skakr « plat, ze
ao = o. Vektorow prostorQO je nejmesi podprostor dagho
vektoroveho prostoru a ngza senulowm podprostorem
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5.4 Vektorovy podprostor

PRIKLAD 9 NechtS = {vy,...,v;} je kon€na mnaina vektot
vektoroveho prostor’. Mnozina \sech vektal, ktee Ize zapsat ve
tvaruu = ay vy + - - - + o vy, je podprostorem vektor@ho prostoru
V), ktery nazyvamelinearni obalmnaziny S. Linearn obal da@
mnaziny vektoll S zn&ime (S) = (v, ..., V).

PRIKLAD 10 U = {[uy, us, us] € R? : uy — 2uy + uz = 0} tvori

podprostor vektora®@o prostoriR®. VyreSime-li soustavu jedm

rovnice o tech nezamychu; — 2us + us = 0 dostanemeeSen ve

tvaruu; = 2t — s, uy = t, uz = s S parametry, s € R. Pak mizeme

podprostoi/ zapsat ve tvaru:

U=1{2t—s,t, s|t,s e R} ={t[2,1,0] + s[—1,0,1],t,s € R} =
= (|2,1,0],[—1,0,1]).
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5.5 Sotget a prunik podprostoru

Pro libovolné dva podprostoiy, V daného vektorového prostoru
W muzeme vytvat prinik podprostorid/ NV jako prunik mnozin
U,V asoucet podprostori

U+V={u+v:uel,veV}

Priinik podprostort neni nikdy prazdny, nebot dho vzdy pdf

nulovy prvek.

VETA 2
Nechti/, V jsou podprostory vektor@ho prostoroV. Paki/ NV |

U + )V jsou podprostoryV.

DUKAZz: Nechtu,ve U NV tedyuecld,ucV,veldav c V. Jelikozid aV
jsou podprostory tehoz prostoru, plath- v € i/ au + v € V, tedy

u -+ v €U NV, apro libovolny skalary plati takeau € U | cu € V), takze

au € U N V. Dikaz, ze/ + V je podprostoremV je obdobny.
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5.5 Sotget a prunik podprostoru

PRIKLAD 11 Jsou ény podprostory vektor@ho prostoriR?:
U= {[’U,l,UQ,Ug] € R3: u1 — 2u9 + ug = 0} a
V = {[v1,v2,v3] € R? : vg + v3 = 0}

ER?:uy —2ug +uz =0Aug +uz =0} =
_ = —3t,uy = —t,uzg =t,t € R} =

= {[-3t,—t,t],t e R} = ([-3,—1,1])

U+YV ={[ur,us,u3] :uy =2t — s,us =t,uz = s,t,s € R}+

S
[T
|

=+ {[1)17/027/03] : V1 = p,V2 = —q,V3 =(q,pP,q € R} —
— {[2t— S+p7t_Q7S+Q]7t787paq S R} —
= ([2,1,0],[-1,0,1],[1,0,0], [0, —1,1])

Jestlize prunik podprostoii, V daného vektorového proston je
nulovy podprosto, pak se sotetld + V nazyvadirektni (primy)
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5.6 Vektory v matematice a fyzice

m Vektorové prostory zobéuwji pojem vektoru
znameého nap z fyziky, tj. veliCina majici velikost a

SIMer

m Nejedna se o valiny, které maji velikost a sar
(Co je velikost vektoru z prostoru vsech funkci

F?)

m Dokonce i velCiny, které maji velikost a sar
nemusi splovat axiomy vektorového prostoru

m V pripac

& abstraktnich vektort je@kdy mozné je

pro zjednoduseni nahradit "Sipkami®, tj. \@hami,
které maji velikost a ser.
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