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3. Postǎcující podmínky pro nezávislost funkcí

4. Báze vektorového prostoru
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6.1 Závislé a nezávislé vektory

DEFINICE 1
Nepŕazdńa koněcná mnǒzina vektor̊u S = {v1, . . . ,vk}
vektorov́eho prostoruV je lineárně neźavislá, jestliže
rovnice

α1v1 + · · · + αkvk = o (∗)

má jedińe řěseńı
α1 = · · · = αk = 0.

JestlǐzeS = {v1, . . . ,vk} je neźavisĺa, řı́káme taḱe, že
vektory v1, . . . ,vk jsou neźavisĺe. Má-li rovnice (∗) i
jiné řěseńı, pakřı́káme,̌zeS je lineárně źavislá a vektory
v1, . . . ,vk jsou źavisĺe.
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6.1 Závislé a nezávislé vektory

Geometrický význam lineární závislosti pro
dvourozm̌erné vázané vektory

o u

v

w

α3 w = -w

α1u

α2v

o

α1u = u

α2v = -u

v

α1u + α2v  + α3 w = o α1u + α2v = o
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6.1 Závislé a nezávislé vektory

PŘÍKLAD 1 Jestlǐzev1 = [2,−1, 0],v2 = [1, 2, 5] av3 = [7,−1, 5],

pak mnǒzina vektor̊u S = {v1,v2,v3} je lineárňe źavisĺa, nebot’

3v1 + v2 − v3 = o.

PŘÍKLAD 2 Mnohǒclenyp1(x) = 1 − x, p2(x) = 5 + 3x − 2x2 a

p3(x) = 1 + 3x − x2 tvořı́ lineárňe źavislou mnǒzinu vP3, nebot’

pro kǎzdéx ∈ R plat́ı 3p1(x) − p2(x) + 2p3(x) = 0, tj.

3p1 − p2 + 2p3 = o.

PŘÍKLAD 3 Vektorye1 = [1, 0, 0], e2 = [0, 1, 0] ae3 = [0, 0, 1]

tvořı́ lineárňe neźavislou mnǒzinu réalných ťrı́rozměrńych

aritmeticḱych vektor̊u, nebot’ α1e1 + α2e2 + α3e3 = o pouze

proα1 = 0, α2 = 0, α3 = 0.
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6.2 Lineární kombinace a závislost

DEFINICE 2
Vektor v z vektorov́eho prostoruV budeme naźyvat
lineárńı kombinaćı vektor̊u v1, . . . ,vk ∈ V, jestliže exis-
tujı́ skaĺaryα1, . . . , αk tak, že

v = α1v1 + · · · + αkvk.

PŘÍKLAD 4 Mnohǒclenp1(x) = x z vektorov́eho prostoruP1

všech linéarńıch réalných mnohǒclen̊u je linéarńı kombinaćı

mnohǒclen̊u p2(x) = x + 1 ap3(x) = x + 2, nebot’ pro libovolńe

reálnéx plat́ı
p1(x) = x = 2(x + 1) − (x + 2) = 2p2(x) − p3(x),

takžep1 = 2p2 − p3.
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6.2 Lineární kombinace a závislost

V ĚTA 1
Koněcná mnǒzina nenulov́ych vektor̊uS = {v1, . . .vm}
je lineárňe źavisĺa, pŕavě kdy̌z existujek ≥ 2 tak, že
vektorvk je lineárńı kombinaćı vektor̊u v1, . . . ,vk−1.

DŮKAZ : Necht’S je množina nenulových lineárně závislých

vektorů. Uvažujme množiny

S1 = {v1},S2 = {v1,v2}, . . . ,Sm = {v1, . . . ,vm} a necht’Sk je

nejmenší množina vektorů, které jsou lineárně závislé, takže platí

α1v1 + · · · + αkvk = o (∗∗)

a ňekterý z koeficientůα1, . . . , αk je nenulový. Pakk ≥ 2, nebot’S1

je žrejmě nezávislá množina vektorů, aαk 6= 0, nebot’ jinak bySk−1

byla lineárňe závislá.
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6.2 Lineární kombinace a závislost

DŮKAZ : Pokrǎcov́ańı

Rovnici (∗∗) můžeme tedy upravit pomocí axiomů vektorového

prostoru na tvar

vk =

(

−α1

αk

)

v1 + · · · +

(

−αk−1

αk

)

vk−1.

Obráceňe, jestliže pro2 ≤ k ≤ m platí

vk = α1v1 + · · · + αk−1vk−1,

pak
−(α1v1) − · · · − (αk−1vk−1) + 1vk + 0vk+1 + · · · + 0vm = o,

takžeSm je lineárňe závislá, nebot’ koeficient1 u vk je nenulový.
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6.3 Postǎcující podmínky pro nezávislost
funkcí

Necht’S = {f1, . . . , fk} je koněcná množina reálných funkcí

vektorového prostoruF . S je nezávislá práv̌e tehdy, když z

α1f1(x) + · · · + αkfk(x) = 0

pro všechnax ∈ R plyne, žeα1 = · · · = αk = 0.

Dosadíme-li zax postupňe různá̌císlax1, . . . , xk, dostaneme

soustavuk lineárních rovnic ok neznámýchα1, . . . , αk ve tvaru:

α1f1(x1) + . . . + αkfk(x1) = 0
... . . .

...
...

α1f1(xk) + . . . + αkfk(xk) = 0

Pokud má tato soustava regulární matici, plyne odsud, že

α1 = · · · = αk = 0 aS je nezávislá množina.
6. Linéarńı neźavislost a b́aze – p. 9/18



6.3 Postǎcující podmínky pro nezávislost
funkcí

PŘÍKLAD 5 Rozhodňete, zda jsou mocninyx, x2 ax3 lineárňe

neźavisĺe.

ŘEŠEŃI :Zvolı́me si bodyx1 = 1, x2 = 2 ax3 = 3, kteŕe postupňe

dosad́ıme do funkćı f1(x) = x, f2(x) = x2, f3(x) = x3, a vytvǒrı́me

soustavu: α1 + α2 + α3 = 0
2α1 + 4α2 + 8α3 = 0
3α1 + 9α2 + 27α3 = 0

Matici této soustavy p̌revedeme na schodový tvar. Dostaneme




1 1 1
2 4 8
3 9 27



−2r1

−3r1

7→





1 1 1
0 2 6
0 6 24





−3r2

7→





1 1 1
0 2 6
0 0 6



 .

Matice soustavy je regulárńı, taǩze soustava ḿa jen nulov́e řěseńı

α1 = α2 = α3 = 0. Funkcex, x2 ax3 jsou tedy linéarňe neźavisĺe.
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6.4 Báze vektorového prostoru

DEFINICE 3
Koněcná mnǒzinaE vektor̊u vektorov́eho prostoruV je
báze vektorov́eho prostoruV, jestliže

E je neźavisĺa.

Každý vektorv ∈ V lze vyjáďrit jako lineárńı kom-
binaci vektor̊u E .

Ne každý vektorový prostor má bázi ve smyslu naší
definice. Nap̌ríklad neexistuje žádná konečná množina
reálných funkcí, jejichž lineární kombinací by bylo
možno vyjáďrit libovolnou reálnou funkci.
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6.4 Báze vektorového prostoru

PŘÍKLAD 6 Vektorye1 = [1, 0, 0], e2 = [0, 1, 0], e3 = [0, 0, 1] tvořı́

báziV = R
3. Jaḱykoli vektorv = [v1, v2, v3] tohoto prostoru lze

vyjáďrit ve tvaruv = v1e1 + v2e2 + v3e3. BázeE = (e1, e2, e3) je

zvlá̌stńım p̌rı́pademstandardńı bázeR
n, kteŕa je tvǒrenařádkyči

sloupci jednotkov́e maticeIn.

PŘÍKLAD 7 Mnohǒclenyp1(x) = 1 ap2(x) = x tvořı́ bázi

vektorov́eho prostoruP2. Každý mnohǒclenp(x) = a0 + a1x lze

zapsat ve tvarup = a0p1 + a1p2. Mnohǒcleny zde povǎzujeme za

reálné funkce definovańe na ceĺe réalné ose. Necht’ a0p1 + a1p2 = o,

tj. a0 + a1x = 0 pro v̌sechnax. Prox = 0 dost́aváme

a0 + a1 · 0 = 0, odkuda0 = 0, a prox = 1 pak za1 · 1 = 0

dostanemea1 = 0, taǩzep1 ap2 jsou neźavisĺe.
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6.5 Soǔradnice vektoru

DEFINICE 4
Necht’ E = (e1, . . . , en) je uspǒrádańa b́aze vektor̊u vektorov́eho

prostoruV. Necht’ v ∈ V. Potomč́ıslav1, . . . , vn, pro kteŕa plat́ı
v = v1e1 + · · · + vnen,

naźyvámesoǔradnice vektoruv v báziE .

V ĚTA 2
Necht’ E = (e1, . . . , en) je uspǒrádańa b́aze vektorov́eho prostoru

V a necht’ x1, . . . , xn a y1, . . . , yn jsou soǔradnice vektoruv ∈ V

v báziE . Pakx1 = y1, . . . , xn = yn.
DŮKAZ : Necht’E = (e1, . . . , en) je báze av = x1e1 + · · · + xnen =

= y1e1 + · · · + ynen. Pako = v + (−1)v = x1e1 + · · · + xnen+

+(−1)(y1e1 + · · · + ynen) = (x1 − y1)e1 + · · · + (xn − yn)en.

Jelikož vektory báze jsou nezávislé, plyne odtudx1 = y1, . . . , xn = yn.
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6.5 Soǔradnice vektoru

Soǔradnice každého vektoruv ∈ V jsou v dané báziE určeny

jednoznǎcně. Budeme je zapisovat také do aritmetického vektoru,

který se nazývásouřadnicový vektora znǎcí se[v]
E
.

PŘÍKLAD 8 Libovolný aritmeticḱy vektorv = [v1, v2, v3] má ve

standardńı báziE = (e1, e2, e3) z p̌rı́kladu 6 soǔradnicev1, v2, v3,

nebot’
[v1, v2, v3] = v1[1, 0, 0] + v2[0, 1, 0] + v3[0, 0, 1].

Jeho soǔradnicov́y vektor je[v]
E

= [v1, v2, v3].

PŘÍKLAD 9 Mnohǒclenp(x) = x + 2 má v b́aziP = (p1, p2)

z p̌rı́kladu 7, kdep1(x) = 1 ap2(x) = x, soǔradnice2, 1, nebot’
p(x) = x + 2 = 2p1(x) + 1p2(x).

Jeho soǔradnicov́y vektor je[p]
P

= [2, 1].
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6.6 Použití soǔradnic

Pomocí soǔradnic můžeme p̌revést úlohy s vektory, které lze popsat

pomocí lineárních kombinací bázových vektorů daného vektorového

prostoru, na úlohy s aritmetickými vektory. K tomu použijeme

zobrazení
V ∋ v 7→ [v]E ∈ R

n

L EMMA 1 Pro libovolńe vektoryu,v ∈ V a skaĺarα plat́ı

1. [u + v]E = [u]E + [v]E

2. [αu]E = α[u]E

DŮKAZ : Jsou-liu1, . . . , un soǔradnice vektoruu av1, . . . , vn soǔradnice vektoru

v v báziE = (e1, . . . , en), tzn.u = u1e1 + · · ·+ unen av = v1e1 + · · ·+ vnen,

paku + v = u1e1 + · · · + unen + v1e1 + · · · + vnen =

= (u1 + v1)e1 + · · · + (un + vn)en aαu = αu1e1 + · · · + αunen, odkud

[u + v]E = [u]E + [v]E a [αu]
E

= α [u]
E

.
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6.6 Použití soǔradnic

P̌ri řešení úloh s lineárními kombinacemi vektorů, například

máme-li vyjáďrit nějaký vektor jako lineární kombinaci jiných

vektorů nebo máme-li rozhodnout, zda je nějaká množina vektorů

nezávislá, postupujeme následovně:

Zvolíme si takovou báziE daného vektorového prostoru, ve

které lze všechny vektory snadno vyjádřit.

Najdeme soǔradnicové vektory všech vektorů, které se

vyskytují v popisu problému.

Řešíme úlohu, kterou dostaneme z původní úlohy záměnou

všech vektorů za souřadnicové vektory.

Postup ovšem p̌redpokládá, že máme k dispozici vhodnou bázi, což

nemusí být vždycky splňeno.
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6.6 Použití soǔradnic

PŘÍKLAD 10 Najděte soǔradnice mnohǒclenup(x) = x2 − 1 v bázi

P = (p1, p2, p3), kdep1(x) = 1, p2(x) = x + 1, p3(x) = x2 + x + 1.

ŘEŠEŃI :

Zvolı́me si b́aziE = (e1, e2, e3), kdee1(x) = 1, e2(x) = x, e3(x) = x2.

Najdeme soǔradnice vektor̊u p, p1, p2, p3 v báziE . Dostaneme

[p]
E

= [−1, 0, 1], [p1]E = [1, 0, 0], [p2]E = [1, 1, 0], [p3]E = [1, 1, 1].

Řěśıme soustavu[p]
E

= x1 [p1]E + x2 [p2]E + x3 [p3]E .

Rozepśańım této rovnice po slǒzkách dostaneme soustavu

−1 = x1 + x2 + x3

0 = x2 + x3

1 = x3

kteŕa má řěseńı x1 = −1, x2 = −1, x3 = 1.

Snadno ov̌ěrı́me,že opravdu platı́ p = −p1 − p2 + p3.
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6.6 Použití soǔradnic

PŘÍKLAD 11 Rozhodňete, zda jsou mnohočlenyp1(x) = x2 + x + 1,

p2(x) = x2 + 2x + 1, p3(x) = x2 + x + 2 závisĺe nebo neźavisĺe.

ŘEŠEŃI :

Zvolı́me si b́aziE = (e1, e2, e3), kdee1(x) = 1, e2(x) = x, e3(x) = x2.

Najdeme soǔradnice vektor̊u p, p1, p2, p3 v báziE . Dostaneme

[p1]E = [1, 1, 1], [p2]E = [1, 2, 1], [p3]E = [2, 1, 1].

Řěśıme soustavux1 [p1]E + x2 [p2]E + x3 [p3]E = o.

Rozepśańım po slǒzkách dostaneme soustavu:
x1 + x2 + 2x3 = 0
x1 + 2x2 + x3 = 0
x1 + x2 + x3 = 0

Řěśıme:

[

1 1 2 0
1 2 1 0
1 1 1 0

]

−r1
−r1

7→

[

1 1 1 0
0 1 −1 0
0 0 −1 0

]

.

Odtud vid́ıme,že soustava ḿa jedińe řěseńı x1 = 0, x2 = 0, x3 = 0.
Mnohǒclenyp1, p2, p3 jsou tedy linéarňe neźavisĺe.
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