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6.1 Zavislé a nezavisle vektory

DEFINICE 1
Neprazdra kon€na mnaina vektoti S = {vy,..., vy}
vektoroveho prostoru) je linearné neavisla, jestlize

rovnice
a1vi+ -+ apvie =0 ()

ma jedire resen

ap == qa = 0.
Jestlee S = {vy,..., v} je neavisla, fikame tale, ze
vektory vi, ..., vy jsou neaviske. Ma-li rovnice (x) |
jineresen, pakrikame,zeS jelinearneé avisla a vektory
Vi, ...,V |]SOU Avisk.
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6.1 Zavislé a nezavisle vektory

Geometricky vyznam linearni zavislosti pro
dvouroznerné vazaneé vektory

oaqu =u

/ / _
/ O3W = -W , G2V=-U
/ 4
¥

U+ 02y +03W=0 a.u+0a-2v=0
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6.1 Zavislé a nezavisle vektory

PRIKLAD 1 Jestltev, =[2,—1,0],vy, = [1,2,5] avs = [7,—1,5],
pak mnaina vektotl S = {v, vo, v3} je linearré zavisla, nebot

3V1—|—V2—V3:O.

PRIKLAD 2 Mnohctlenyp,(z) =1 — z,ps(z) =5+ 3z — 222 a
p3(x) = 1+ 3z — 2* tvori linearné zavislou mnainu v Ps, nebot
pro kazde z € R plafi 3p;(z) — pa(x) + 2p3(x) = 0, {j.

3p1 — p2 + 2p3 = o.

PRIKLAD 3 Vektorye; = [1,0,0],e; = [0,1,0] aes = [0,0, 1]
tvori linearné neavislou mnainu realnych trirozmernych
aritmetickych vektotl, nebota,e; + ase, + ase; = o pouze
proa; = 0,ay = 0,ag3 = 0.
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6.2 Linearni kombinace a zavislost

DEFINICE 2

Vektor v z vektoroeho prostoru) budeme napvat
linearni kombinat vektori vy, ..., v, € V), jestlize exis+
tuji skabryaq, ..., oy tak, ze

V = Q1V] + "+ QpVL.

PRIKLAD 4 Mnohctlenp,(x) = z z vektoroweho prostoriP;
vSech lin@arrich realnych mnohdlen je linearri kombinaé
mnohd&lenl p,(z) = x + 1 aps(z) = x + 2, nebotpro libovolré
realne x plat

pz)=xz=2(x+1)— (x+2) =2ps(z) — p3(x),
takiepl — 2]?2 — P3.
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6.2 Linearni kombinace a zavislost

VETA 1
Konetna mnaina nenuloych vektotl S = {v,...v,,}

je linearneé zavisla, pave kdyz existujek > 2 tak, ze
vektorv;, je linearn kombinagd vektori vy, ..., vj_1.
DUKAZ: Necht S je mnoZina nenulovych line&gzavislych
vektort. Uvazujme mnoziny

S ={vi}, S ={vy,va},..., S ={vi,..., v} anechtS, je
nejmensi mnoZina vektoru, které jsou linedmavislé, takze plati

oa1vy+ -+ vy =0 ()

a rektery z koeficientia, . . ., a;, je nenulovy. Palk > 2, nebot'S;
je zZiejmé nezavisla mnozina vektortpa # 0, nebot jinak byS;,_;
byla linearre zavisla.
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6.2 Linearni kombinace a zavislost

DUKAZ: Pokratovani
Rovnici (xx) muzeme tedy upravit pomoci axiomu vektorového
prostoru na tvar

—Q — Q)
Vk:( 1>V1—|—°°-—|—< kl)vk_l.
A A

Obracem, jestlize pra < k£ < m plati

Vi = Q1V] + +++ + Op—1VE—1,

pak

—(oqvy) — -+ — (ag—1Ve—1) + 1vg + 0viy + - - - + Ovyy, = 0,

takzeS,, je linearre zavisla, nebot koeficieritu v, je nenulovy.
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6.3 Post@&ujici podminky pro nezavislost
funkci

NechtS = {fi,..., fr} je kon&€na mnozina realnych funkci
vektoroveho prostoriF. S je nezavisla prag tehdy, kdyz z

Ozlfl(llf) + - ()ékfk(ilf) = (

pro vsechna € R plyne, zea; = --- = a3, = 0.
Dosadime-li za: postup®@ rtizn&tislaz,, . . ., z;, dostaneme
soustavut linearnich rovnic dc neznamychy,, .. ., oy ve tvaru:
Oélfl(l'l) + ... -+ Oékfk(ZUl) = 0
Oélfl(il?k) + ... -+ O{kfk(ilfk) = 0

Pokud ma tato soustava regularni matici, plyne odsud, ze
a; = --- = o = 0ad je nezavisla mnozina.
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6.3 Post@&ujici podminky pro nezavislost
funkci

PRIKLAD 5 Rozhodmte, zda jsou mocniny, 2 az?® linearné
nezavisk.

RESEN:Zvolime si bodyz; = 1,2, = 2 axs = 3, kterée postupi
dosadme do funke f;(z) = z, fo(x) = 22, f3(x) = 2°, a vytvdime

soustavu: ap +  ay + as = 0
2051 -+ 4@2 -+ 8053 0
3041 + 9@2 + 270&3 = 0

Matici teto soustavy fgvedeme na schodgwvar. Dostaneme
1 1 1] 11 1] 1 1 1]
2 4 8| -2ry — | 0 2 © — | 0 2 6 |.
39 27 | -3ny 0 6 24 | —3r, 0 0 6 |

Matice soustavy je regain, takze soustava mjen nuloe resen
ap = o = ag = 0. Funkcer, 2 ax? jsou tedy linérné neavisk.
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6.4 Baze vektoroveho prostoru

DEFINICE 3
Konetna mnaina & vektol vektoroveho prostorw’ je

baze vektoro®ho prostoru), jestlize
m £ |e heaAvish.
m Kazdy vektorv € V |ze vyjadit jako linearn kom-
binaci vektot £.

Ne kazdy vektorovy prostor ma bazi ve smyslu nasi
definice. Napiklad neexistuje zadna kotiea mnozina
realnych funkci, jejichz linearni kombinaci by bylo
mozno vyjadit libovolnou realnou funkci.
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6.4 Baze vektoroveho prostoru

PRIKLAD 6 Vektorye; = [1,0,0],e; = [0,1,0],e3 = [0, 0, 1] tvori
baziV = R Jakkoli vektor v = [v;, v9, v3] tohoto prostoru Ize
vyjadit ve tvaruv = vie; + vsey + vses. Bazel = (e, ey, €3) j€
zvlastnm pripademstandardin bazeR", ktera je tvdenaradky Ci
sloupci jednotkoe maticel,,.

PRIKLAD 7 Mnohctlenyp,(z) = 1 apy(z) = x tvori bazi
vektoroveho prostoryP,. Kazdy mnohc&lenp(x) = ag + ax 1ze
zapsat ve tvarp = agp; + a1p2. Mnohcatleny zde povaujeme za
realné funkce definovamna ced realné ose. Nechtyp; + a1ps = o,
tj. ag + a;z = 0 pro vSechnar. Prox = 0 dosGvame

ag + a1 - 0 =0, odkudag = 0, apror =1pakza; -1 =0
dostaneme; = 0, takzep; ap, jSOu neaviske.
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6.5 Souadnice vektoru

DEFINICE 4
Necht& = (eq,...,e,) je uspdadara baze vekton vektoroeho
prostoru). Nechtv € V. Potoméislavy, . .., v,, pro ktea plat

V =11€1 + 1+ Up€y,
naz/vamesouadnice vektorw v bazi£.

VETA 2

Necht& = (e,...,e,) je uspdadara baze vektorogho prostoru
VY a nechtz;,...,z, avyi,...,y, jSou soliadnice vektorw < V
vbazi&. Pakry = y1,..., 2, = y,.

DUKAZ: Necht& = (eq,...,e,) jebazeav = zv1e; + -+ x,e, =

=y1e1+ -+ ypen. Pako=v 4+ (—1)v=x1€1+ -+ €+
+(—1)(y1e1 + -+ ynen) = (1 —y1)e1 + -+ (Tn — Yn)en.
Jelikoz vektory baze jsou nezavislé, plyne odiud= v, ..., x, = yn.
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6.5 Souadnice vektoru

Souadnice kazdého vektond € V jsou v dané bazf urCeny
jednoznane. Budeme je zapisovat take do aritmetickeho vektoru,
ktery se nazyv&ouradnicovy vektoa zn&i se|v]..

PRIKLAD 8 Libovolny aritmetick/ vektorv = [v, vy, v3] ma ve
standardnbazi £ = (eq, es, e3) z pfikladu 6 sodadnicevy, vy, vs,

nebot
[’Ul, V2, 7]3] = Ul[l, O, O] + UQ[O, 1, O] + Ug[o, O, 1]
Jeho sotadnicow vektor je|v]. = |v1, va, v3).

PRIKLAD 9 Mnohcglenp(z) =z +2mavhbaziP = (p, p>)
z prikladu 7, kdep, (z) = 1 apy(z) = x, sodadnice2, 1, nebot

p(x) =z +2=2pi(x) + 1Ipa(x).
Jeho sotadnicow vektor je|p|, = |2, 1].
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6.6 Pouziti souiadnic

Pomoci sotadnic muzemeievést Ulohy s vektory, které Ize popsat
pomoci linearnich kombinaci bazovych vektorti danéhoorekého
prostoru, na ulohy s aritmetickymi vektory. K tomu pouzigm

zobrazeni
= A [V]g c R"

LEMMA 1 Pro libovolre vektoryu, v € V a skabr o plat

1. [u+vle = [ulg + [v]e

2. |au]g = ajule

DUKAZ: Jsou-liuq, ..., u, sodadnice vektoru avy, ..., v, sodadnice vektoru
vvbazif = (e1,...,e,), tznnu=u1e1+ - - +upe, av =vie; + -+ v,€y,
paku+v =ue; + -+ upe, +vie; +--- +v,e, =

= (u; +v1)er + -+ (uy, +vp)e, acu = auie; + - - - + auye,, odkud
u+v]e = ule + [v]g alau]; = aul, .
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6.6 Pouziti souiadnic

Pri feSeni Gloh s linearnimi kombinacemi vektori, fikiad
mame-li vyjadit nejaky vektor jako linearni kombinaci jinych
vektortl nebo mame-li rozhodnout, zda fgaka mnozina vektoru
nezavisla, postupujeme nasledévn

m Zvolime si takovou baz daneho vektorového prostoru, ve
které Ize vSechny vektory snadno vyjad

m Najdeme sotadnicové vektory vSech vektoru, které se
vyskytuji v popisu problémul.
m Resime Ulohu, kterou dostaneme z plivodni Glohy&réon
vSech vektort za s@adnicové vektory.
Postup ovSemiedpoklada, ze mame k dispozici vhodnou bazi, coz
nemusi byt vzdycky spémno.
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6.6 Pouziti souiadnic

PRIKLAD 10 Najdéte sodiadnice mnohélenup(z) = z* — 1 v bazi
P = (p1,p2,p3), kdep;(z) = 1,po(z) = 2 + 1, p3(x) = 2* + x + 1.
RESEN:

B Zvolime sikazi& = (e;, ez, e3), kdeey (z) = 1, ex(x) = z, e3(x) = 2°.

B Najdeme sotadnice vektadl p, p1, p2, p3 V bazi £. Dostaneme

[p]g — [_1707 1]7 [pl]g — [17070]7 [pZ]g — [17 170]7 [p3]5 — [17 1, 1]'

B Re&ime soustavip], = =1 [p1]g + 22 [p2]e + 23 [p3), -
Rozepanm teto rovnice po slbkach dostaneme soustavu

-1 = 21 + z2 + 3
0 = To + I3
1 = L3
ktera mareSen x; = —1, 29 = —1,23 = 1.

Snadno o&ime,ze opravdu platp = —p; — p2 + ps.
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6.6 Pouziti souiadnic

PRIKLAD 11 Rozhodite, zda jsou mnolitenyp; (z) = 22 + = + 1,

p2(x) = 2% + 2z + 1, p3(x) = 2° + x + 2 zavisk nebo neavisk.

RESEN:
W Zvolime siazi€ = (eq, ez, e3), kdeey(z) = 1, ex(x) = z, e3(x) = z°.
B Najdeme sokadnice vektadl p, p1, p2, p3 V bazi £. Dostaneme

[pl]g — [17 1, 1]7 [pQ]g — [17 2, 1]7 [p3]8 — [27 1, 1]'
B ReSime soustavit, [p1]e. + 2 [p2]e + 23 [p3]e = o.
Rozep&anm po sl@kach dostaneme soustavu:

r1 -+ I + 25133 = 0
r1 -+ 25132 -+ I3 = 0
r1 -+ X9 + I3 = 0
5 1 1 20 1 1 110
ReSime: |1 2 1|0 |—-1 — |0 1 —1]0 .
[1110]1‘1 [001 0]

Odtud vidme, Ze soustava mjedireresen 1 = 0,25 = 0,23 = 0.
MnohcClenyp;, p2, ps jsou tedy lin@rné neaviske.
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