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7.1 Dimenze vektorového prostoru

VETA 1
NechtV = (ey,...,e,) a nechtfy, ..., f, jsou neavisie vektory
prostoru). Pakm < n.

DUKAZ: Necht plati gedpoklady ety am > n. JelikozV = (eq,...,e,) a
f, €V, Izef, vyjadfit jako linearni kombinaci vektorli baze, takZe vektory

fi,ei1,..., e, jsou zavislé. Pak existujetak, Zee;, je linearni kombinaci vektorl
fi,e1,...,er_1. Odtud snadno plyne, ze kazdy vektor prostBrize vyjadit
jako linearni kombinaci vektorfy,e;, ..., ex_1,€r11,..., €.

Jestlize tento postup zopakujeme s tim, Zze vezmeme v Uvalawisst vektoru

f; afy, ukdze se, ze kazdy vektor prostafuze vyjadit jako kombinacif;, f5; a
nékterychn — 2 vektorl vybranych z ptivodni baze, ..., e,).

Kdyby m > n, dostali bychom po vyskrtani vSeetvektorll bazde,,...,e,), Zze
kazdy vektor prostor¥ Ize vyjadit pomoci vektorlfy, . . ., f,,. Tak bychom v3ak
mohli vyjadit f,, ., jako kombinacify, ..., f,, coz je ve sporu sfpdpokladem, ze
fi,...,f,, jsou nezavislé. Plati tedy. < n [I. 7. Dimenze deSeri soustav — p. 3/15



7.1 Dimenze vektorového prostoru

Z vety ihned plyne, ze ma-li@jaky vektorovy prostoy bazi, pak
pocet vektort této baze je maximalnimdtem nezavislych vektort
prostoru) apocet vektorl v riznych bazich téhoz vektorového

Drostoru je stejny

DEFINICE 1
Maximalni potet neavislych vektori vektoroeho prostoru)

naz/vame dimenz prostoru) a zn&ime ji dim)V. Ma-li vek-
torow prostor l&zi, je jeho dimenze rovna ptu vektotl baze a
mluvime o kone&néroznérnem prostoru Podle n&l definice plak
dim{o} = 0. Nema-li nenulow vektorow prostor [&zi, mluMme o
nekonéneroznérném prostoru
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7.2 Dimenze a vyjadeni vektoru jako
linearni kombinace

VETA 2
Nechtb, a;, ..., a; jsou vektory vektorogho prostord’. Ozn&me
A ={ay,...,a;}. Pak plat nasleduici tvrzerni:

1. Vektor b lIze vyjadit jako linearn kombinaci vektoi

ai,...,ay, prave kdyz
dim (b,ay,...,a;) = dim (A) (%)

2. Jestlze plat (*) a A je neavisiA mnaina vektotl, pak lze
vektor b vyjadit jedinym zplsobem jako linari kombinaci
vektorl ay, . .., ay.

3. Jestlte plat (*) a A je zaviska mna&ina vektot, pak Ize vektor
b vyjadit nekon&né mnoha zpsoby jako lin@rr kombinaci
vektor a;, . . ., a;. V této kombinaci Ize zvolit @ktegchd =

k _ dlm <A> koefICIGnﬂ IIbOVOIré 7. Dimenze deSen soustav]— p. 5/15




7.2 Dimenze a vyjadeni vektoru jako
linearni kombinace

DUKAZ:

1. Jestlizea; = --- = a;, = o, je tvrzeni trivialni. Pedpokladejme tedy, ze
néktery z vektortay, . .., a; je ruzny od nuly. Pak postupnym
vySkrtavanim vektoru, které jsou kombinaci ostatnicthereme
zay,...,a; néjakou bazg€ prostoru(.4). Bez Ujmy na obecnosti muzeme
predpokladat, z&€ = (ay, ..., ay). Jestlizeb nelze vyjadit jako kombinaci
vektorll bazef, pak(b, ay, ..., a,) tvofi bazi(b,ay,...,a;) a plati

dim (b,a;,...,ag) =s+1# s=dim(A).
Naopak, jestlizé I1ze vyjadit jako kombinaciay, ..., a,, pak€ je baze
(A)i(b,ay,...,a;) aplati
dim (A) = s = dim (b, ay,...,a).
2. Jestlize plati (*) a4 je nezavisla mnozina vektorl, pé, ..., a;) tvori

bazi(A) a pak Ize vektob vyjadrit jako linearni kombinaci vektort
ai,...,a. Koeficienty linearni kombinace jsouagny jednoznane.
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7.2 Dimenze a vyjadeni vektoru jako
linearni kombinace

DUKAZ (Pokracovani)3. Necht plati (*). Fedpokladejme oft, Ze
£ =(ay,...,ay) tvori bazi(A) as < k. Pak platib € (A), takZe pro libovolné

€S+1, e ,fk platl' takéb — €S+1a5+1 — e = fkak c <./4> .
Existuje tedysy, ..., & tak, ze
b—&si1as41 — - — §par = &1a1 + -+ + §sas.

Vektorb Ize tedy vyjadiit ve tvaru
b=C¢a+- -+ &ag

s libovolnymi&,_ 1, ..., &. Pctet &chto koeficientll spuje

d=k—s=Fk—dim(A4). O
Véta obsahuje odped’ na otazku, kdy ma soustava linearnich
rovnicteseni, kdy ma jedingesSeni a kdy ma nekobee mnoho
feSeni, a to v terminech dimenze linearnich oball slounpatice
soustavy a pravé strany. $tai za vektorya, dosadit sloupce®
matice soustavA a zab dosadit vektor pravé strany.
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7.3Radkovy prostor a fadkova hodnost

DEFINICE 2

Linearri obal R(A) = (r, ..., r;) fadkl r2 daré maticeA typu
(m, n) naz/vameradkowm prostorem maticA. DimenzeR (A ) se
naz/varadkowa hodnosimaticeA

VETA 3
Necht maticeA a B jsoutfadkowe ekvivalentihn PakR(A) = R(B)

Radkovéa hodnost matigke se elementarninfadkovymi operacemi
neneni a snadno ji rime ze schodoveho tvaru matienebot
pocet nenulovychfadki matice ve schodovédhnormovaném
schodovém tvaru jefgjme roven jejiradkové hodnosti.
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7.3Radkovy prostor a fadkova hodnost

PRIKLAD 1 Urcetefadkovou hodnost matice
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Radkova hodnost matica je tedy rovna déma.
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7.4 Sloupcova hodnost matice

DEFINICE 3

Linearri obal S(A) = (si*,...,ss) sloupd dare maticeA typu
(m,n) se nagva sloupcoy prostor matice A. DimenzeS(A) se
naz/vasloupcoa hodnosmaticeA.

PRIKLAD 2 Srovnejme sloupca@/prostory maticé a maticeB z
prikladu 1, ktee jsouradkoe ekvivalentit

1 -1 1 1] 1 0 —1 1
A=|1 0 -11], B=|01 -2 0
0 1 -2 0 00 00|

Sloupcowe prostory obou matic jsouwizre, nebotnagiklad

2 ¢ S(B)
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7.4 Sloupcova hodnost matice

VETA 4
NechtmaticeA aB jsoutfadkowe ekvivalentin Pak
dimS(A) = dim §(B).

DUKAZ: Jestlize maticé aB typu (m, n) jsoufadkowe
ekvivalentni, pak jsou také roZ8hé matice A|o| a |B|o]| fadkow

ekvivalentni. Odtud
A A

r18y + -+ 2,8, =0,
prave kdyz
:Izls{?’+---+mnsf’ = O.
Zde vidime, Ze sloupce?, . . ., s;> jsou nezavislé, prévkdyz

sloupces?, ..., s> jsou nezavisleé.
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7.4 Sloupcova hodnost matice

U matice ve schodovém tvaru je bazereaea sloupci obsahujicimi
vedouci prvkyradkl a sloupce matick s tymiz indexy tvdi pak
baziS(A).

PRIKLAD 3 Baze sloupco&ho prostoru maticB z prikladu 1 je
tvorena sloupci _ .

1 0
sP=101|, sp=11
_O_ _0_

Prvn dva sloupce

A

81: , S2: O ]

-
1
O — - —
maticeA proto tvdi baziS(A), nebotA aB jsoufadkowe
ekvivalentn.
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7.5 Hodnost aresitelnost soustav

Z vét 3 a 4 je rejma rovnostadkové a sloupcové hodnosti. Budeme
proto mluvit stri€né ohodnosti matice budeme ji znéit h(A).

VETA 5 (FROBENIOVA)
NechtA je matice typum,n) a nechtb je m-rozmérny sloupcoy
vektor. Potom platnasleduici tvrzen:

1. Soustavadx = b maresen, prave kdyz
h(A) = h(|A|b]) €
2. Jestlze plat (xx) a h(A) = n, potom na soustava jedi
resen.
3. Jestlze plat (xx) ah(A) < n, potom nma soustava nekoneé
mnohorteSen. V fesen lze zvolit rektefychd = n — h(A)
slozek libovolre.
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/.6 Hodnost a regularita

VETA 6
Ctvercova maticeA fadun je regubrri, pravé kdyz

h(A) = n.

DUKAZ: Necht A je ¢tvercova maticéadun. JestlizeA ma hodnost
n, potom podle ety 5 ma kazda soustavax = s;. jedinéfeseni,
takze i soustavAX =l ma jedin&@eSeni. Odtud je matic® regularni.
Obraceew, jestlizeA je regularni, potom pro libovolny sloupcovy
vektory ax = A~ ly plati

y=AA 'y = AAly) = Ax = o8 + - - 4 2,57,

takzeA ma sloupcovou hodnost
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7.7 Hodnost matice a pgaitacova aritmetika

Pojem hodnostiiedpoklada pesnou aritmetiku, nebot’ nepatrna
zména matice muze zpusobit 2mu jeji hodnosti.

PRIKLAD 4

1 1 1 1
A = [ 10799 10~99 ] a B= [ 1098 10~99 ]

Matice se I8l jen velmi malo, assakh(A) =1ah(B) =2

Pokud jsou koeficienty matice vysledkengi®ni, nema protgasto
vubec smysl hovat o hodnosti matice. Pro takové aplikace, séejn
jako pro pa@itacovéreseni soustayv, byla proto vypracovana teorie
zalozena na jinych pojmech, se kterou se seznamimespozd

7. Dimenze deSen soustav — p. 15/15



	Dimenze a øeıení soustav
	7.1 Dimenze vektorového prostoru
	7.1 Dimenze vektorového prostoru
	large 7.2 Dimenze a vyjádøení vektoru jako lineární kombinace
	large 7.2 Dimenze a vyjádøení vektoru jako lineární kombinace
	large 7.2 Dimenze a vyjádøení vektoru jako lineární kombinace
	large 7.3 Øádkový prostor a øádková hodnost
	large 7.3 Øádkový prostor a øádková hodnost
	7.4 Sloupcová hodnost matice
	7.4 Sloupcová hodnost matice
	7.4 Sloupcová hodnost matice
	7.5 Hodnost a øeıitelnost soustav
	7.6 Hodnost a regularita
	large 7.7 Hodnost matice a poèítaèová aritmetika

