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5. Hodnost ǎrešitelnost soustav

6. Hodnost a regularita

7. Hodnost matice a počítǎcová aritmetika
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7.1 Dimenze vektorového prostoru

V ĚTA 1
Necht’ V = 〈e1, . . . , en〉 a necht’ f1, . . . , fm jsou neźavisĺe vektory

prostoruV. Pakm ≤ n.
DŮKAZ : Necht’ platí p̌redpoklady v̌ety am > n. JelikožV = 〈e1, . . . , en〉 a

f1 ∈ V, lze f1 vyjáďrit jako lineární kombinaci vektorů báze, takže vektory

f1, e1, . . . , en jsou závislé. Pak existujek tak, žeek je lineární kombinací vektorů

f1, e1, . . . , ek−1. Odtud snadno plyne, že každý vektor prostoruV lze vyjáďrit

jako lineární kombinaci vektorůf1, e1, . . . , ek−1, ek+1, . . . , en.

Jestliže tento postup zopakujeme s tím, že vezmeme v úvahu nezávislost vektorů

f1 a f2, ukáže se, že každý vektor prostoruV lze vyjáďrit jako kombinacif1, f2 a

některýchn − 2 vektorů vybraných z původní báze(e1, . . . , en).

Kdyby m > n, dostali bychom po vyškrtání všechn vektorů báze(e1, . . . , en), že

každý vektor prostoruV lze vyjáďrit pomocí vektorůf1, . . . , fn. Tak bychom však

mohli vyjáďrit fn+1 jako kombinacif1, . . . , fn, což je ve sporu s předpokladem, že

f1, . . . , fm jsou nezávislé. Platí tedym ≤ n ¤. 7. Dimenze ǎrěseńı soustav – p. 3/15



7.1 Dimenze vektorového prostoru

Z věty ihned plyne, že má-li ňejaký vektorový prostorV bázi, pak

počet vektorů této báze je maximálním počtem nezávislých vektorů

prostoruV apočet vektorů v různých bázích téhož vektorového

prostoru je stejný.

DEFINICE 1
Maximálńı počet neźavislých vektor̊u vektorov́eho prostoruV

naźyváme dimenźı prostoru V a znǎćıme ji dimV. Má-li vek-

torový prostor b́azi, je jeho dimenze rovna počtu vektor̊u báze a

mluv́ıme o koněcněrozm̌erném prostoru. Podle nǎśı definice plat́ı

dim{o} = 0. Neḿa-li nenulov́y vektorov́y prostor b́azi, mluv́ıme o

nekoněcněrozm̌erném prostoru.
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7.2 Dimenze a vyjáďrení vektoru jako
lineární kombinace

V ĚTA 2
Necht’ b, a1, . . . , ak jsou vektory vektorov́eho prostoruV. Oznǎcme

A = {a1, . . . , ak}. Pak plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

1. Vektor b lze vyjáďrit jako lineárńı kombinaci vektor̊u

a1, . . . , ak, právě kdy̌z
dim 〈b, a1, . . . , ak〉 = dim 〈A〉 (∗)

2. Jestlǐze plat́ı (*) a A je neźavisĺa mnǒzina vektor̊u, pak lze

vektorb vyjáďrit jediným zp̊usobem jako linéarńı kombinaci

vektor̊u a1, . . . , ak.
3. Jestlǐze plat́ı (*) a A je závisĺa mnǒzina vektor̊u, pak lze vektor

b vyjáďrit nekoněcně mnoha zp̊usoby jako linéarńı kombinaci

vektor̊u a1, . . . , ak. V této kombinaci lze zvolit ňekteŕychd =

k − dim 〈A〉 koeficient̊u libovolně.
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7.2 Dimenze a vyjáďrení vektoru jako
lineární kombinace

DŮKAZ :

1. Jestližea1 = · · · = ak = o, je tvrzení triviální. P̌redpokládejme tedy, že

některý z vektorůa1, . . . ,ak je různý od nuly. Pak postupným

vyškrtáváním vektorů, které jsou kombinací ostatních, vybereme

z a1, . . . ,ak nějakou báziE prostoru〈A〉. Bez újmy na obecnosti můžeme

předpokládat, žeE = (a1, . . . ,as). Jestližeb nelze vyjáďrit jako kombinaci

vektorů bázeE , pak(b,a1, . . . ,as) tvoří bázi〈b,a1, . . . ,ak〉 a platí

dim 〈b,a1, . . . ,ak〉 = s + 1 6= s = dim 〈A〉 .

Naopak, jestližeb lze vyjáďrit jako kombinacia1, . . . ,as, pakE je báze

〈A〉 i 〈b,a1, . . . ,ak〉 a platí

dim 〈A〉 = s = dim 〈b,a1, . . . ,ak〉 .

2. Jestliže platí (*) aA je nezávislá množina vektorů, pak(a1, . . . ,ak) tvoří

bázi〈A〉 a pak lze vektorb vyjáďrit jako lineární kombinaci vektorů

a1, . . . ,ak. Koeficienty lineární kombinace jsou určeny jednoznǎcně.
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7.2 Dimenze a vyjáďrení vektoru jako
lineární kombinace

DŮKAZ (Pokračování): 3. Necht’ platí (*). P̌redpokládejme op̌et, že

E = (a1, . . . ,as) tvoří bázi〈A〉 as < k. Pak platíb ∈ 〈A〉, takže pro libovolné

ξs+1, . . . , ξk platí takéb − ξs+1as+1 − · · · − ξkak ∈ 〈A〉 .

Existuje tedyξ1, . . . , ξs tak, že

b − ξs+1as+1 − · · · − ξkak = ξ1a1 + · · · + ξsas.

Vektorb lze tedy vyjáďrit ve tvaru

b = ξ1a1 + · · · + ξkak

s libovolnýmiξs+1, . . . , ξk. Pǒcet ťechto koeficientů splňuje

d = k − s = k − dim 〈A〉 . ¤

Věta obsahuje odpověd’ na otázku, kdy má soustava lineárních

rovnic řešení, kdy má jediné̌rešení a kdy má nekonečně mnoho

řešení, a to v termínech dimenze lineárních obalů sloupcůmatice

soustavy a pravé strany. Stačí si za vektoryai dosadit sloupcesA

i

matice soustavyA a zab dosadit vektor pravé strany.
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7.3Řádkový prostor a řádková hodnost

DEFINICE 2
Lineárńı obalR(A) =

〈

rA

1
, . . . , rA

m

〉

řádk̊u rA

i
dańe maticeA typu

(m,n) naźyvámeřádkov́ym prostorem maticeA. DimenzeR(A) se

naźyvá řádkov́a hodnostmaticeA

V ĚTA 3
Necht’ maticeA aB jsouřádkov̌e ekvivalentńı. PakR(A) = R(B)

Řádková hodnost maticeA se elementárnímiřádkovými operacemi

nem̌ení a snadno ji určíme ze schodového tvaru maticeA, nebot’

počet nenulovýcȟrádků matice ve schodovém̌ci normovaném

schodovém tvaru je zřejmě roven její̌rádkové hodnosti.
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7.3Řádkový prostor a řádková hodnost

PŘÍKLAD 1 Určeteřádkovou hodnost matice

A =





1 −1 1 1
1 0 −1 1
0 1 −2 0





ŘEŠEŃI : Element́arńımi řádkov́ymi úpravami dostaneme postupně




1 −1 1 1
1 0 −1 1
0 1 −2 0



−r1 7→





1 −1 1 1
0 1 −2 0
0 1 −2 0





−r2

7→

7→





1 −1 1 1
0 1 −2 0
0 0 0 0





+r2

7→





1 0 −1 1
0 1 −2 0
0 0 0 0





Řádkov́a hodnost maticeA je tedy rovna dv̌ema.
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7.4 Sloupcová hodnost matice

DEFINICE 3
Lineárńı obalS(A) =

〈

sA

1
, . . . , sA

n

〉

sloupc̊u dańe maticeA typu

(m,n) se naźyvá sloupcov́y prostor maticeA. DimenzeS(A) se

naźyvásloupcov́a hodnostmaticeA.

PŘÍKLAD 2 Srovnejme sloupcov́e prostory maticeA a maticeB z

přı́kladu 1, kteŕe jsouřádkov̌e ekvivalentńı:

A =





1 −1 1 1
1 0 −1 1
0 1 −2 0



 , B =





1 0 −1 1
0 1 −2 0
0 0 0 0



 .

Sloupcov́e prostory obou matic jsou růzńe, nebot’ nap̌rı́klad

sA

2
6∈ S(B).
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7.4 Sloupcová hodnost matice

V ĚTA 4
Necht’ maticeA aB jsouřádkov̌e ekvivalentńı. Pak

dimS(A) = dimS(B).

DŮKAZ : Jestliže maticeA aB typu (m,n) jsouřádkov̌e

ekvivalentní, pak jsou také rozšířené matice
[

A|o
]

a
[

B|o
]

řádkov̌e

ekvivalentní. Odtud
x1s

A

1
+ · · · + xns

A

n
= o,

práv̌e když
x1s

B

1
+ · · · + xns

B

n
= o.

Zde vidíme, že sloupcesA

i1
, . . . , sA

ik
jsou nezávislé, práv̌e když

sloupcesB

i1
, . . . , sB

ik
jsou nezávislé.
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7.4 Sloupcová hodnost matice

U matice ve schodovém tvaru je báze tvořena sloupci obsahujícími

vedoucí prvky̌rádků a sloupce maticeA s týmiž indexy tvǒrí pak

báziS(A).

PŘÍKLAD 3 Báze sloupcov́eho prostoru maticeB z p̌rı́kladu 1 je

tvořena sloupci

sB

1
=





1
0
0



 , sB

2
=





0
1
0



 .

Prvńı dva sloupce

sA

1
=





1
1
0



 , sA

2
=





−1
0
1



 ,

maticeA proto tvǒrı́ báziS(A), nebot’ A aB jsouřádkov̌e

ekvivalentńı. 7. Dimenze ǎrěseńı soustav – p. 12/15



7.5 Hodnost ařešitelnost soustav

Z vět 3 a 4 je žrejmá rovnosťrádkové a sloupcové hodnosti. Budeme

proto mluvit strǔcně ohodnosti maticea budeme ji znǎcit h(A).

V ĚTA 5 (FROBENIOVA )
Necht’ A je matice typu(m,n) a necht’ b je m-rozměrńy sloupcov́y

vektor. Potom platı́ následuj́ıćı tvrzeńı:

1. SoustavaAx = b má řěseńı, právě kdy̌z
h(A) = h

([

A|b
])

(∗∗)

2. Jestlǐze plat́ı (∗∗) a h(A) = n, potom ḿa soustava jedińe

řěseńı.

3. Jestlǐze plat́ı (∗∗) ah(A) < n, potom ḿa soustava nekonečně

mnohořěseńı. V řěseńı lze zvolit ňekteŕych d = n − h(A)

složek libovolňe.
7. Dimenze ǎrěseńı soustav – p. 13/15



7.6 Hodnost a regularita

V ĚTA 6
Čtvercov́a maticeA řádun je reguĺarńı, právě kdy̌z

h(A) = n.

DŮKAZ : Necht’A je čtvercová maticěrádun. JestližeA má hodnost

n, potom podle v̌ety 5 má každá soustavaAx = sI

k
jedinéřešení,

takže i soustavaAX=I má jediné̌rešení. Odtud je maticeA regulární.

Obráceňe, jestližeA je regulární, potom pro libovolný sloupcový

vektory ax = A−1y platí

y = AA−1y = A(A−1y) = Ax = x1s
A

1
+ · · · + xns

A

n
,

takžeA má sloupcovou hodnostn.
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7.7 Hodnost matice a pǒcítačová aritmetika

Pojem hodnosti p̌redpokládá p̌resnou aritmetiku, nebot’ nepatrná

změna matice může způsobit změnu její hodnosti.

PŘÍKLAD 4

A =

[

1 1
10−99 10−99

]

a B =

[

1 1
10−98 10−99

]

Matice se lǐśı jen velmi ḿalo, av̌sakh(A) = 1 ah(B) = 2

Pokud jsou koeficienty matice výsledkem mě̌rení, nemá protǒcasto

vůbec smysl hovǒrit o hodnosti matice. Pro takové aplikace, stejně

jako pro pǒcítǎcovéřešení soustav, byla proto vypracována teorie

založená na jiných pojmech, se kterou se seznámíme později.
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