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8.1 Definice a p̌ríklady
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8.1 Definice a p̌ríklady

DEFINICE 1
Necht’ U ,V jsou vektorov́e prostory. Zobrazenı́ A : U → V se

naźyvá lineárńı zobrazeńı (opeŕator), jestliže pro kǎzdé dva vektory

u, v ∈ U a skaĺarα plat́ı:

1. A(u + v) = A(u) + A(v)

2. A(αu) = αA(u)

Lineárńı zobrazeńı U → U sečasto naźyvá lineárńı transformace.

Množinu v̌sech linéarńıch zobrazeńı vektorov́eho prostoruU do

vektorov́eho prostoruV budeme znǎcit L(U ,V). Mı́sto L(U ,U)

budeme pśat strǔcně L(U). Lineárńı zobrazeńı vektorov́eho pros-

toruU doR se naźyvaj́ı lineárńı formynebolineárńı funkciońaly.
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8.1 Definice a p̌ríklady

PŘÍKLAD 1 Funkcey = ax je lineárńı transformaceR pro

libovolné pevňe zvoleńea ∈ R, nebot’

a(u + v) = au + av a a(αu) = αau

pro libovolńa č́ıslau, v aα.

PŘÍKLAD 2 Funkcef : y = 2x + 1 neńı lineárńı transformaceR,

nebot’ f(2 + 2) = f(4) = 9 6= 10 = f(2) + f(2).

PŘÍKLAD 3 Je-liA libovolná réalnám × n matice,Rn,1(Rm,1)

prostor v̌sech sloupcov́ych aritmeticḱych vektor̊u dimenzen(m),

pak je
A : R

n,1 ∋ x 7→ Ax ∈ R
m,1

lineárńı zobrazeńı, nebot’ pro libovolńe vektoryx ay plat́ı

A(x + y) = Ax + Ay a A(αx) = αAx. 8. Linéarńı zobrazeńı – p. 5/39



8.2 Elementární vlastnosti lineárního zo-
brazení

V ĚTA 1
Necht’ U ,V jsou vektorov́e prostory. Pro libovolńe
lineárńı zobrazeńı A ∈ L(U ,V) av ∈ U plat́ı

1. A(o) = o

2. A(−v) = −A(v)

DŮKAZ :

1. A(o) = A(0 · o) = 0 · A(o) = o

2. A(−v) = A
(

(−1) · v
)

= (−1) · A(v) = −A(v)
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8.2 Elementární vlastnosti lineárního zo-
brazení

V ĚTA 2
Jestlǐze A ∈ L(U ,V), pak pro libovolńe skaĺary
α1, . . . , αn a vektoryv1, . . . ,vn prostoruU plat́ı

A(α1v1 + · · · + αnvn) = α1A(v1) + · · · + αnA(vn).
DŮKAZ :
A(α1v1 + · · · + αnvn) = A

(

α1v1 + (α2v2 + · · · + αnvn)
)

=

= A(α1v1) + A(α2v2 + · · · + αnvn) =

= α1A(v1) + A(α2v2 + · · · + αnvn) = · · · =

= α1A(v1) + · · · + αnA(vn).
Všechna lineárních zobrazení definovaná na prostorech konečné

dimenze jsou úplňe uřceny obrazy vektorů libovolné báze, tedy

obrazy koněcného pǒctu vektorů. 8. Linéarńı zobrazeńı – p. 7/39



8.3 Derivace a integrál počástech lineárních
funkcí

PŘÍKLAD 4 Zobrazeńı D : Pn+1 7→ Pn definovańe p̌redpisem

D : p(x) = anx
n+· · ·+a1x+a0 7→ p′(x) = nanx

n−1+· · ·+a2x+a1

je lineárńı.

Opravdu prop(x) = anx
n + · · · + a0 a q(x) = bnx

n + · · · + b0 je

(p + q)(x) = (an + bn)xn + · · · + (a0 + b0),

(αp)(x) = (αan)xn + · · · + (αa0) a

1. D(p + q) = n(an + bn)xn−1 + · · · + (a1 + b1) =

= nanx
n−1 + · · · + a1 + nbnx

n−1 + · · · + b1 =

= p′(x) + q′(x) = D(p) + D(q)

2. D(αp) = n(αan)xn−1 + · · · + (αa1) = α(nanx
n−1 + · · · + a1) =

= αp′(x) = αD(p).
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8.3 Derivace a integrál počástech lineárních
funkcí

DEFINICE 2
Necht’ je dáno ďeleńı intervalu〈a, b〉, t.j. mnǒzinaS = {x0, . . . , xn}

takov́a, žea = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b. Množinu F0,S

všech réalných funkćı definovańych na intervalu〈a, b〉 předpisem

c(x) =















c0, prox ∈ 〈x0, x1)

ci, prox ∈ 〈xi, xi+1), i = 1, . . . , n − 2

cn−1, prox ∈ 〈xn−1, xn〉

kde c0, . . . , cn ∈ R, naźyváme mnǒzinou počástech konstatnı́ch

funkćı na ďeleńı S.
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8.3 Derivace a integrál počástech lineárních
funkcí
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8.3 Derivace a integrál počástech lineárních
funkcí

DEFINICE 3
Necht’ je dáno ďeleńı S = {x0, . . . , xn} intervalu〈a, b〉. Množinu

F1,S všech réalných funkćı definovańych na intervalu 〈a, b〉

předpisem

l(x) =















l0 + l1−l0
x1−x0

x, prox ∈ 〈x0, x1)

li + li+1−li
xi+1−xi

x, prox ∈ 〈xi, xi+1), i = 1, . . . , n − 2

ln−1 + ln−ln−1

xn−xn−1
x, prox ∈ 〈xn−1, xn〉

kde l0, . . . , ln ∈ R, naźyváme mnǒzinou spojit́ych po částech

lineárńıch funkćı na ďeleńı S.

V ĚTA 3
Množiny F0,S a F1,S tvořı́ podprostory vektorov́eho prostoruF

všech réalných funkćı definovańych na〈a, b〉. 8. Linéarńı zobrazeńı – p. 11/39



8.3 Derivace a integrál počástech lineárních
funkcí
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8.3 Derivace a integrál počástech lineárních
funkcí

DEFINICE 4
Necht’ je dáno ďeleńı S = {x0, . . . , xn} intervalu〈a, b〉. Zobrazeńı

D : F1,S 7→ F0,S definovańe p̌redpisemD(l) = l′, ∀l ∈ F1,S

l′(x) =















l1−l0
x1−x0

, prox ∈ 〈x0, x1)
li+1−li
xi+1−xi

, prox ∈ 〈xi, xi+1), i = 1, . . . , n − 2
ln−ln−1

xn−xn−1
, prox ∈ 〈xn−1, xn〉

naźyváme derivaćı spojitých počástech linéarńıch funkćı na ďeleńı

S.

V ĚTA 4
Derivace spojit́ych po částech linéarńıch funkćı na ďeleńı S je

lineárńı zobrazeńı.
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8.3 Derivace a integrál počástech lineárních
funkcí

DEFINICE 5
Necht’ je dáno ďeleńı S = {x0, . . . , xn} intervalu〈a, b〉. Zobrazeńı

I : F1,S 7→ R definovańe∀l ∈ F1,S předpisem

I(l) =
1

2
(x1−x0)

(

l(x0)+l(x1)
)

+· · ·+
1

2
(xn−xn−1)

(

l(xn)+l(xn−1)
)

naźyváme uřcitým integŕalem spojit́ych počástech linéarńıch funkćı

na ďeleńı S a znǎćıme jej
∫ b

a
l(x)dx.

V ĚTA 5
Určitý integŕal spojit́ych počástech linéarńıch funkćı na ďeleńı S je

lineárńı forma naF1,S .

Je-li l ∈ F1,S , l(x) ≥ 0 nebol(x) ≤ 0,∀x ∈ 〈a, b〉, pak
∫ b

a
l(x)dx

reprezentuje obsah plochy vymezené osoux a grafem funkcel.
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8.4 Nulový prostor a obor hodnot

DEFINICE 6
Necht’ U ,V jsou vektorov́e prostory a necht’ A ∈ L(U ,V). Pak

nulov́y prostor (j́adro)N (A) zobrazeńı A je mnǒzina vzor̊u o, t.j.

N (A) = {u ∈ U : A(u) = o}.

V ĚTA 6
Necht’ A ∈ L(U ,V). PakN (A) je podprostoremU .

DŮKAZ : Jestližeu,v ∈ N (A), t.j. A(u) = o, A(v) = o, a je-li α

libovolný skalár, pak platí

A(u + v) = A(u) + A(v) = o aA(αu) = αA(u) = o.
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8.4 Nulový prostor a obor hodnot

DEFINICE 7
Necht’ U ,V jsou vektorov́e prostory a necht’ A ∈ L(U ,V). Pak

oborem hodnotH(A) zobrazeńı A je mnǒzina v̌sech obraz̊u, t.j.

H(A) = {v ∈ V : ∃u ∈ U , A(u) = v}.

V ĚTA 7
Necht’ A ∈ L(U ,V). PakH(A) je podprostoremV.

DŮKAZ : Jestližeu = A(x), v = A(y) aα je skalár, pak

u + v = A(x) + A(y) = A(x + y) aαu = αA(x) = A(αx).
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8.4 Nulový prostor a obor hodnot

V ĚTA 8
Necht’ U , V jsou vektorov́e prostory, necht’ A ∈ L(U ,V) a necht’

A(x0) = b. Potom libovolńe řěseńı x rovnice

A(x) = b

lze zapsat ve tvarux = x0 + n, kden ∈ N (A).

DŮKAZ : Necht’A(x) = b. Potom platí

A(x − x0) = A(x) − A(x0) = b − b = o,

takže vektorn = x − x0 paťrí do jádraN (A) ax = x0 + n.

DŮSLEDEK : Lineární zobrazeníA je prosté, práv̌e když

N (A) = {o}.
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8.4 Nulový prostor a obor hodnot

DEFINICE 8
Necht’ U , V jsou vektorov́e prostory koněcné dimenze a necht’ A ∈

L(U ,V). Pakhodnosth(A) zobrazeńı A definujeme jako dimenzi

H(A) a defektd(A) zobrazeńı A definujeme jako dimenziN (A).

V ĚTA 9
Necht’ U , V jsou vektorov́e prostory koněcné dimenze a necht’ A ∈

L(U ,V). Potom

h(A) + d(A) = dim(U).

DŮKAZ : V důkazu se musíme především vypǒrádat se skutěcností,

žeN (A) aH(A) mohou být podprostory různých prostorů.

Necht’ (h1, . . . ,hm) je bázeH(A) a necht’(n1, . . . ,nk) je báze

N (A).
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8.4 Nulový prostor a obor hodnot

DŮKAZ (Pokračování):

Oznǎcme siv1, . . . ,vm libovolné vzoryh1, . . . ,hm, takže platí

A(v1) = h1, . . . , A(vm) = hm. Ukážeme, že vektory

(v1, . . . ,vm,n1, . . . ,nk) tvoří báziU .

Necht’ platí
ξ1v1 + · · · + ξmvm + η1n1 + · · · + ηknk = o (1)

Pak také
A(ξ1v1 + · · · + ξmvm + η1n1 + · · · + ηknk) = o,

takže s využitím linearityA a definice vektorůvi ani dostaneme
ξ1h1 + · · · + ξmhm = o.

Jelikož vektory(h1, . . . ,hm) tvoří podle p̌redpokladu báziH(A),

jsou nezávislé, takžeξ1 = ξ2 = · · · = ξm = 0. Po dosazení do 1 tedy

platí
η1n1 + · · · + ηknk = o. 8. Linéarńı zobrazeńı – p. 19/39



8.4 Nulový prostor a obor hodnot

DŮKAZ (Pokračování):

Poňevadž jsou vektoryn1, . . . ,nk také nezávislé, plyne odtud

η1 = · · · = ηk = 0. Vektoryv1, . . . ,vm,n1, . . . ,nk jsou tedy

nezávislé.

Necht’ nyníx ∈ U je libovolný vektor. PakA(x) ∈ H(A) a existuje

ξ1, . . . , ξm tak, že platí
A(x) = ξ1h1 + · · · + ξmhm.

Oznǎcme siy = ξ1v1 + · · · + ξmvm, takžeA(y) = A(x), a zapišme

si x ve tvaru
x = y + (x − y).

JelikožA(x − y) = A(x) − A(y) = o, platíx − y ∈ N (A) a tedy
x − y = η1n1 + · · · + ηknk.
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8.4 Nulový prostor a obor hodnot

DŮKAZ (Pokračování):

Vektorx lze potom vyjáďrit ve tvaru

x = ξ1v1 + · · · + ξmvm + η1n1 + · · · + ηknk.

Vektory (v1, . . . ,vm,n1, . . . ,nk) tedy tvǒrí báziU , takže platí

m + k = dim(U), t.j. h(A) + d(A) = dim(U). ¤

DŮSLEDEK : Lineární transformaceA : V → V definovaná na

vektorovém prostoru konečné dimenzeV je zobrazení naV, práv̌e

kdyžA je prosté zobrazení.
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8.5 Princip superpozice a inverze lineárních
zobrazení

Mnoho technických problémů lze zformulovat jako úlohu najít pro

dané lineární zobrazeníA : U → V a prob ∈ V vektorx ∈ U tak,

aby platilo

A(x) = b. (R)

Nap̌ríklad úlohu najít neznámé průhyby lana v úvodní přednášce

můžeme zapsat ve tvaru

A(u) = b

u =











u1

u2

u3

u4

u5











, b =











0.2683
0.2683
0.2683
0.2683
0.2683











aA(u) =











2 −1 0 0 0
−1 2 −1 0 0
0 −1 2 −1 0
0 0 −1 2 −1
0 0 0 −1 2





















u1

u2

u3

u4

u5










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8.5 Princip superpozice a inverze lineárních
zobrazení

P̌redpokládejme nyní, že známe například řešeníx1 ax2 rovnice(R)

pro dv̌e pravé stranyb1 ab2, tedy že platí

A(x1) = b1 aA(x2) = b2,

a že navíc platíb = b1 + b2.

Pak můžeme určit řešeníx rovnice(R) pouhým sěctenímx1 ax2,

nebot’ prox = x1 + x2 platí

A(x) = A(x1 + x2) = A(x1) + A(x2) = b1 + b2 = b.

Tomuto jednoduchému důsledku vlastností lineárních zobrazení se

říká princip superpozice.
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8.5 Princip superpozice a inverze lineárních
zobrazení

V ĚTA 10
Necht’ A : U → V je vzájemňe jednoznǎcné linéarńı zobrazeńı

vektorov́eho prostoruU na vektorov́y prostorV. Pak existujeA−1,

kteŕe je rovňež lineárńı zobrazeńı.

DŮKAZ : Inverzní zobrazeníA−1 existuje pro každé vzájemně

jednoznǎcné zobrazení. Necht’u = A(x), v = A(y), tedy

x = A−1(u) ay = A−1(v), a necht’α je libovolný skalár. Potom

A−1(u + v) = A−1
(

A(x) + A(y)
)

= A−1
(

A(x + y)
)

= x + y =

= A−1(u) + A−1(v),

A−1(αu) = A−1
(

αA(x)
)

= A−1
(

A(αx)
)

= αx = αA−1(u).
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8.6 Matice lineárního zobrazení

V ĚTA 11
Necht’ A : R

m,1 7→ R
n,1 je libovolné linéarńı zobrazeńı. Pak existuje

maticeA typu (n,m) tak, že pro libovolńex ∈ R
m,1 plat́ı

A(x) = Ax.

DŮKAZ : Jelikož libovolný vektorx ∈ R
m,1 lze zapsat ve tvaru

x = x1s
I

1 + · · · + xmsI

m

lzeA(x) zapsat pomocí

A(x) = A(x1s
I

1 + · · ·+ xmsI

m) = x1A(sI

1) + · · ·+ xmA(sI

m) = Ax,

kde
A =

[

A(sI

1), . . . , A(sI

m)
]

= [aij] .
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8.6 Matice lineárního zobrazení

Lineární zobrazení

A : R
m,1 ∋ x 7→ Ax ∈ R

n,1

sečasto ztotož̌nuje s maticíA a o maticiA se mluví jako o lineárním

zobrazení.

V tomto smyslu budeme i my používat pojmyobor hodnot matice

A, nulový prostor maticeA, nebodefekt maticeA.

Pojmy, které jsme si doposud zavedli jsou v souladu s touto

konvencí. Nap̌ríklad obor hodnotH(A) každé maticeA je totožný

s jejím sloupcovým prostoremS(A), takže pro hodnosti matice a

zobrazení platí

h(A) = h(A).
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8.6 Matice lineárního zobrazení

PŘÍKLAD 5 Určete b́azi nulov́eho prostoru matice

A =

[

1 1 2 3
1 1 1 3
2 2 2 6

]

.

ŘEŠEŃI : Budeměrěsit soustavuAx = o. Nejprve uprav́ıme maticiA pomoćı

řádkov́ych úprav na schodov́y tvar

A =

[

1 1 2 3
1 1 1 3
2 2 2 6

]

−r1
−2r1

7→

[

1 1 2 3
0 0 −1 0
0 0 −2 0

]

−2r2
7→

[

1 1 2 3
0 0 −1 0
0 0 0 0

]

.

Odtudh(A) = 2 (počet nenulov́ych řádk̊u) ad(A) = 4 − 2 = 2.

BáziN (A) tedy tvǒrı́ jakékoliv dva neźavisĺe vektory, jejicȟz slǒzky řěśı soustavu

x1 + x2 + 2x3 + 3x4 = 0
− x3 = 0

Vypočteme je tak,̌ze zax2 ax4 dosad́ıme postupňe nap̌rı́klad slǒzky

e1 = [1, 0], e2 = [0, 1] a vypǒctemex1 = −1, x3 = 0 ax1 = −3, x3 = 0.

Bázi nulov́eho prostoru tedy tvǒrı́ vektory

n1 = [−1, 1, 0, 0], n2 = [−3, 0, 0, 1]. 8. Linéarńı zobrazeńı – p. 27/39



8.6 Matice lineárního zobrazení

Jestliže lze maticiA typu (m,n),m < n rozďelit na bloky tak, že
A = [ B C ]

aB je regulární, lze najít vzorec pro maticiN typu (n, n − m), jejíž

sloupce tvǒrí báziN (A). Budeme hledatN ve tvaru:

N =

[

X
I

]

Po rozepsání levé strany rovniceAN = O s využitím blokové

struktury a po vynásobení zleva maticíB−1 dostaneme

B−1 [ B C ]

[

X
I

]

= O,

odkudX + B−1C = O.

OdtudX = −B−1C a

N =

[

−B−1C
I

]

.
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8.6 Matice lineárního zobrazení

Díváme-li se na maticiA jako na lineární zobrazeníA : x 7→ Ax,

můžeme využít dosavadních výsledků o lineárních zobrazeních

k alternativnímu výkladu teoriěrešitelnosti lineárních soustav:

Soustava lineárních rovnic mářešení, prav̌e když pravá strana

paťrí do oboru hodnot matice soustavy

Řešení je jediné, jestližeN (A) = {o}, tedy defektd(A) = 0,

což je ekvivalentní sh(A) = n, kden je pǒcet neznámých.

V ĚTA 12
Necht’ A je matice typu(m,n) pro kterou plat́ı d(A) > 0, necht’

b je m-rozměrńy sloupcov́y vektor, necht’ Ax0 = b a necht’

(n1, . . . ,nd) je bázeN (A). Potom libovolńe řěseńı soustavyAx =

b může b́yt zapśano ve tvarux = x0 + α1n1 + · · · + αdnd.
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8.6 Matice lineárního zobrazení

PŘÍKLAD 6 Najděte v̌sechnǎrěseńı soustavy
x1 + x2 + 2x3 + 3x4 = 0
x1 + x2 + x3 + 3x4 = 1

2x1 + 2x2 + 2x3 + 6x4 = 2

ŘEŠEŃI : Rožśıřenou matici soustavy nejprve upravı́me na schodov́y tvar

A =

[

1 1 2 3 0
1 1 1 3 1
2 2 2 6 2

]

−r1
−2r1

7→

[

1 1 2 3 0
0 0 −1 0 1
0 0 −2 0 2

]

−2r2
7→

[

1 1 2 3 0
0 0 −1 0 1
0 0 0 0 0

]

Z něho dostaneměcástěcné řěseńı x0 řěseńım soustavy
x1 + x2 + 2x3 + 3x4 = 0

− x3 = 1

tak, že polǒźıme nap̌rı́kladx2 = 0 ax4 = 0. Dostanemex1 = 2, x3 = −1.

Jelikǒz matice soustavy je stejná jako maticeA v přı́kladu 5, m̊užeme napsat

libovolné řěseńı soustavy pomoćı parametr̊u α1, α2:

x =







2
0

−1
0






+ α1







−1
1
0
0






+ α2







−3
0
0
1






.
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8.6 Matice lineárního zobrazení

Budeme p̌redpokládat, žeU aV jsou dva vektorové prostory

koněcné dimenze s bázemiE = (e1, . . . , em) aF = (f1, . . . , fn).
DEFINICE 9
Necht’ A : U → V je lineárńı zobrazeńı. Pak m̊užeme vek-

tory A(e1), ..., A(em) vyjáďrit jako lineárńı kombinace vektor̊u

f1, . . . , fm ve tvaru:

A(e1) = a11f1 + · · ·+ an1fn
...

... . . .
...

A(em) = a1mf1 + · · ·+ anmfn

Matici [A]
E,F = [aij] =

[

[A(e1)]F , . . . , [A(em)]
F

]

naźyváme

matićı lineárńıho zobrazeńı A vzhledem k b́aźım (E ,F). Jestlǐze

U = V a E = F, pak budeme mluvit omatici linéarńı transfor-

mace vzhledem k báziE a ḿısto [A]
E,E budeme pśat strǔcně [A]

E
.
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8.6 Matice lineárního zobrazení

PŘÍKLAD 7 Necht’ P3, P2 maj́ı bázeE = (e1, e2, e3), kde

e1(x) = 1, e2(x) = x, e3(x) = x2 aF = (f1, f2), kdef1(x) = 1, f2(x) = x.

Najděte matici derivace

D : P3 ∋ p 7→ p′ ∈ P2.

ŘEŠEŃI : Nejďrı́ve najdeme soǔradniceD(e1), D(e2) aD(e3) v báziF . Jelikǒz

D(e1)(x) = 0, D(e2)(x) = 1 aD(e3)(x) = 2x, můžeme napsat přı́mo:

0 = 0 · 1 + 0 · x
1 = 1 · 1 + 0 · x

2x = 0 · 1 + 2 · x

SoǔradniceD(e1), D(e2) aD(e3) vzhledem kF tvořı́ zřejmě koeficienty na

řádćıch, kteŕe zaṕıšeme do sloupc̊u a dostaneme

[D]
E,F

=

[

0 1 0
0 0 2

]

.
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8.6 Matice lineárního zobrazení

V ĚTA 13
Necht’ A : U → V je lineárńı zobrazeńı, E je bázeU aF je bázeV.

Pak pro libovolńex ∈ U plat́ı

[A(x)]
F

= [A]
E,F [x]

E
.

DŮKAZ :

[A(x)]
F

= [A(x1e1 + · · · + xmem)]
F

=

= [x1A(e1) + · · · + xmA(em)]
F

=

= x1 [A(e1)]F + · · · + xm [A(em)]
F

=

=
[

[A(e1)]F , . . . , [A(em)]
F

]

[x]
E

=

= [A]
E,F [x]

E
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8.6 Matice lineárního zobrazení

PŘÍKLAD 8 S vyǔzitı́m řěseńı přı́kladu 7 vypǒctěte derivaci libovolńeho

mnohǒclenup nejvýše druh́eho stupňe.

ŘEŠEŃI : Mnohǒclenp(x) = ax2 + bx + c ∈ P3 má v b́aziE soǔradnice

[p]
E

=

[

c
b
a

]

.

Jelikǒz jsme si v p̌rı́kladu 6 uḱazali,že derivaceD : P3 7→ P2 má v b́aźıchE , F

matici
[D]

E,F
=

[

0 1 0
0 0 2

]

.

plat́ı

[p′]
F

= [Dp]
F

= [D]
E,F

[p]
E

=

[

0 1 0
0 0 2

]

[

c
b
a

]

=

[

b
2a

]

.

Odtud
p′(x) = b · f1(x) + 2a · f2(x) = b + 2ax.
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8.6 Matice lineárního zobrazení

V ĚTA 14
Necht’ A : U → U a B : U → U jsou linéarńı transformace. Pak

složeńe zobrazeńı AB : U → U definovańe p̌redpisem
(

AB
)

(x) =

A
(

B(x)
)

,∀x ∈ U je lineárńı transformace naU a
[AB]

E
= [A]

E
[B]

E
.

DŮKAZ :
(BA)(αu) = B

(

A(αu)
)

= B
(

α
(

A(u)
)

)

= α
(

B
(

A(u)
)

)

= α
(

(BA)(u)
)

(BA)(u + v) = B
(

A(u + v)
)

= B
(

A(u) + A(v)
)

= B
(

A(u)
)

+ B
(

A(v)
)

=

= (BA)(u) + (BA)(v)

[AB]
E

=
[

[(AB)(e1)]E , . . . , [(AB)(en)]
E

]

=
[

[

A
(

B(e1)
)]

E
, . . . ,

[

A
(

B(en)
)]

E

]

=

=
[

[A]
E

[B(e1)]E , . . . , [A]
E

[B(en)]
E

]

= [A]
E

[

[B(e1)]E , . . . , [B(en)]
E

]

=

= [A]
E

[

[B]
E

[e1]E , . . . , [B]
E

[en]
E

]

= [A]
E

[B]
E

[

s
I

1
, . . . , sI

n

]

=

= [A]
E

[B]
E
I = [A]

E
[B]

E
.
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8.7 Změna báze

Necht’E = (e1, ..., en) aF = (f1, ..., fn) jsou dv̌e bázeU . Necht’

C : U → U je lineární zobrazení takové, žeC(ei) = fi. ZobrazeníC

tedy zobrazuje báziE na báziF , takže podle důsledků vět 8 a 9 je

vzájemňe jednoznǎcné a existujeC−1.

Necht’x ∈ U je libovolný vektor a[x]
E

= [x1, . . . , xn]. Pak z
x = x1e1 + · · · + xnen

plyne
C(x) = x1f1 + · · · + xnfn,

takže
[C(x)]

F
= [x]

E
.

Odtud dostaneme
[C]

F
[x]

F
= [x]

E
.

Oznǎcíme-liT = [C]−1

F
= [C−1]

F
= [[e1]F , . . . , [en]

F
] dostaneme

[x]
F

= T [x]
E
.
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8.7 Změna báze

DEFINICE 10
Necht’ E = (e1, ..., en) aF = (f1, ..., fn) jsou dv̌e b́aze vektorov́eho

prostoruU . Matice

T = [[e1]F , . . . , [en]
F
]

se naźyvá matice zp̌etńeho p̌rechoduod nov́e b́azeF k báziE .

Uvažujmematici přechoduS = [C]
E

od původní bázeE k báziF .

Mezi maticí zp̌etného p̌rechoduT a maticí p̌rechoduS platí vztah
TS =T

[

[C(e1)]E , . . . , [C(en)]
E

]

=
[

T [f1]E , . . . ,T [fn]
E

]

=

=
[

[f1]F , . . . , [fn]
F

]

= I,

takžeT = S−1.

Pro tuto matici platí vztah[x]
E

= S [x]
F

.
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8.7 Změna báze

V ĚTA 14
Necht’ A je lineárńı transformaceU , E aF jsou b́azeU a necht’ T je

matice zp̌etńeho p̌rechodu od nov́e b́azeF k báziE . Pak plat́ı

[A]
F

= T [A]
E
T−1.

DŮKAZ :

[A]
F

=
[

[A(f1)]F , . . . , [A(fn)]
F

]

=
[

T [A(f1)]E , . . . ,T [A(fn)]
E

]

=

= T
[

[A(f1)]E , . . . , [A(fn)]
E

]

= T
[

[A]
E
[f1]E , . . . , [A]

E
[fn]

E

]

=

= T [A]
E

[

T−1[f1]F , . . . ,T−1[fn]
F

]

= T [A]
E
T−1

[

sI

1, . . . , s
I

n

]

=

= T [A]
E
T−1.
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8.8 Podobnost matic

DEFINICE 11
Čtvercov́e maticeA aB stejńehořádu jsoupodobńe, jestliže existuje

reguĺarńı maticeT tak, že

A = TBT−1.

V ĚTA 15
Matice dańe linéarńı transformace v r̊uzńych b́aźıch jsou podobńe.

Dá se dokázat i tvrzení, že jsou-li matice podobné, pak jsou

maticemi ňejaké lineární transformace v různých bázích. Jelikož

podstatné charakteristiky lineárních transformací (například hodnost

nebo defekt) nezávisí na bázi prostoru, dá se očekávat, že podobné

matice budou mít podstatné charakteristiky shodné.
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