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8.1 Definice a piklady
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8.1 Definice a piklady

DEFINICE 1
Necht i/, V jsou vektoroe prostory. Zobrazénd : &/ — V se
naz/valinearni zobrazen(operator), jestlize pro kade dva vektory
u,v € U a skahr o plat:
1. A(u+v) = A(u) + A(v)
2. Alau) = aA(u)
Linearn zobrazenl/ — U secCasto nayva linearni transformace
Mnozinu VvSech lin@rnch zobrazenvektoroveho prostoru/ do
vektoroveho prostoru) budeme znét L£(U,V). Misto L(U,U)

budeme pat stricné L(U). Linearn zobrazen vektoroveho pros:
torul/ doR se nagvaji linearni formynebolinearni funkcioraly.

T~
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8.1 Definice a piklady

PRIKLAD 1 Funkcey = az je linearn transformaceR pro
libovolné pevie zvolere a € R, nebot

a(u+v)=au+av a aloau)=aau
pro libovolm Cislau, v ac.

PRIKLAD 2 Funkcef : y = 2z + 1 neri linearn transformacer,

nebotf(2+2) = f(4) =9 # 10 = f(2) + f(2).

PRIKLAD 3 Je-liA libovolna realnam x n matice, R™!(R™!)

nrostor \Bech sloupcoych aritmetickch vektotl dimenzen(m),

nak |e
J AR 5 x+— Ax ¢ R™!

inearn zobrazen nebotpro libovolré vektoryx ay plat

A(X _|_ Y) — A-X _|_ A-y a A_(OZX) — C\{A.X 8. Linearn zobrazen- p. 5/39




8.2 Elementarni vlastnosti linearniho zo-
brazeni

VETA 1
Necht ¢/,V jsou vektoroe prostory. Pro libovola

linearn zobrazenA € L(U,V) av € U plat

1. A(o) =
2. A(—v) = —A(Vv)

DUKAZ:
L Afo) = A(0:0) =0.
A(=v) = A((=1) -v) = (=1) - A(v) = —A(v)
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8.2 Elementarni vlastnosti linearniho zo-
brazeni

VETA 2
Jestlre A € L(U,V), pak pro libovole skaéry
aq,...,q, avektoryvy, ..., v, prostoru/ platf

Alagvy + -+ -+ a,vyp) = atA(vy) + - + a, A(vy).

DUKAZ:
Alaqvi + -+ + apvy,) = A(aqvi + (aave + -+ + apvy)) =

= A(ayvy) + Al(agve + -+ - + apvy,) =
— A1) + Alaava + -+ agv,) = - =

= a1 A(vy) + - + @, A(vy).
VSechna linearnich zobrazeni definovana na prostorecltkene
dimenze jsou Upka uteny obrazy vektort libovolné baze, tedy

obrazy konéného p@tu vektoru. 5. Linehri zobraze—p. 735




8.3 Derivace a integral pocastech linearnich
funkci

PRIKLAD 4 ZobrazemD : P,.; — P, definova® pgredpisem

D :p(x) = apx™+- - -+arx+ao — p(x) = na,x" 4+ - Fasr+a;
je linearn.

Opravdu prap(z) = a,2" + - - - +ap aq(x) = ba™ + - + by j€
(p+q)(x) = (an + bp)a™ + -+ + (ag + by),

(ap)(x) = (aap)x™ + - - - + (aap) @

1. D(p+ q) = n(a, + b,)z" -+ (ag +b1) =
= na,z" 4+ -+ ap by 4 by =
=p'(z) + ¢'(z) = D(p) + D(q)

2. D(ap) = n(aa,)z" ' + -+ (aa1) = a(naz™ "+ 4 ay) =
= ap'(z) = aD(p).
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8.3 Derivace a integral pocastech linearnich
funkci

DEFINICE 2

Nechtje dano @&leri intervalu(a, b), t.j. mn&inaS = {xg,...,z,}
takova, zea = 29 < 1 < -+ < 21 < 2, = b. MNOZinU Fy s
vSech ralnych funkd definovarych na intervalua, b) predpisem

.
Co, Prox c <330,£I?1)

c(r) =19 ¢, prox € (z;,xipq), i=1,...,n—2

| Cn—1, PIroz € (Tn—1, Ty)

kde ¢y, ...,c, € R, nazvame mndinou pocastech konstatah
funkc na celen S.
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8.3 Derivace a integral pocastech linearnich
funkci
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8.3 Derivace a integral pocastech linearnich
funkci

DEFINICE 3

Nechtje dano &élen S = {x,...,x,} intervalu{(a,b). Mnozinu
Fis vsech ralnych funkda definovarych na intervalu (a,b)
predpisem

( _
lo + li—loof, Proxr < <$0,£C1)

r1—X

_ liv1—L; .

l(x) =X [, + T T, Prow € (i, xi41), 1=1,...,m—2
Il

l,_ 1+ 11:1:, prox € (x,_1,T,)

\ Ln—Ln—
kde ly,...,l, € R, nazvame mndinou spojifch po castech
linearnich funkad na celen S.

VETA 3
Mnoziny Fy,s a JF; s tvorl podprostory vektorodho prostorur
vSech ralnych funkd definovarych na{a, b). 8. Lineari zobrazei-|p. 11/39




8.3 Derivace a integral pocastech linearnich
funkci
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8.3 Derivace a integral pocastech linearnich
funkci

DEFINICE 4
Nechtje dano &leri S = {xq,...,z,} intervalu{a, b). Zobrazeh
D : Fi s — Fos definovae predpisemD(l) =1', Vie Fis

( li=lo prOZUGE Cﬁo,l@)

T1—x0’

U(z) =14 2275 proz € (2, x41), i=1,...,n—2

Li41—Lq

ln—ln—1 , prox € (x,_1,x,)

\ Tn—Tnp—1
naz/vame derivacspojitych pocastech linarnich funkd na celen
S.

VETA 4
Derivace spojj§ch po castech linarnch funkd na clen S je
linearn zobrazen

8. Linearni zobrazen- p. 13/39



8.3 Derivace a integral pocastech linearnich
funkci

DEFINICE 5
Nechtje dano &leri S = {x,...,z,} intervalu{a, b). Zobrazeh
I : F1 s — R definovae Vi € F; s predpisem

1 1 \
I(l) = 5(5131—560) (l(:l:o)+l(x1))+- : -+§(xn—xn_1) (l(xn)—l—l(xn_l) i

naz/vame ucitym integ@alem spojiych pocastech linarnch funka
na celed S a zn&ime jej f(f [(x)dx.

VETA 5

UrcCity integral spojitych pocCastech linarnich funka na celen S je
linearn forma na’f; s.

Je-lil € Fis5,l(x) > 0 nebol(x) < 0,Vz € (a,b), pakffl(x)d:z:
reprezentuje obsah plochy vymezené osa@ugrafem funkceé.
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8.4 Nulovy prostor a obor hodnot

DEFINICE 6
Necht U/, V jsou vektoroe prostory a nechtA € L(U,V). Pak
nulow prostor (adro) N (A) zobrazen A je mn@ina vzor o, t.j.

N(A)={uel: A(u) = o}.

VETA 6
NechtA € £L(U,V). PakN (A) je podprostoreny.

DUKAZ: Jestlizeu,v € N(A), t.j. A(u) = o0, A(v) = 0, aje-lia
libovolny skalar, pak plati

A(lu+v)=A(u)+ A(v) =o0aA(au) = aA(u) = o.
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8.4 Nulovy prostor a obor hodnot

DEFINICE 7
Necht i/, V jsou vektoroe prostory a nechid € L(U,V). Pak
oborem hodnot{(A) zobrazen A je mnazina \Sech obrai, t.j.

H(A)={veV:dJuel, Alu) =v}.

VETA 7
NechtA € L(U,V). PakH(A) je podprostoreny.

DUKAZ: Jestlizeu = A(x), v = A(y) ac je skalar, pak

u+v=Ax)+Aly) =Ax+y)aacu=acAx) = A(ax).
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8.4 Nulovy prostor a obor hodnot

VETA 8
Nechti/, V jsou vektoroe prostory, nechtd € L(i/,)V) a necht
A(xg) = b. Potom libovolre feSen x rovnice

Ax)=Db

Ize zapsat ve tvard = x( + n, kden € NV (A).
DUKAZ: Necht A(x) = b. Potom plati

Ax —xg) = A(x) — A(xg) =b — b = o,
takZe vektom = x — x, pafi do jadraN (A) ax = xq + n.

DUSLEDEK: Linearni zobrazenil je prosté, pra& kdyz

N(A) = {o}.
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8.4 Nulovy prostor a obor hodnot

DEFINICE 8
Nechti/, V jsou vektoroe prostory konéné dimenze a nechtl ¢

L(U,V). Pakhodnosth(A) zobrazen A definujeme jako dimenzi
H(A) adefektd(A) zobrazen A definujeme jako dimenzV (A).

VETA 9
Nechti/, V jsou vektoroe prostory konéné dimenze a nechtl ¢
L(U,V). Potom

h(A) + d(A) = dim(U).
DUKAZ: V dukazu se musimefedevsim vyptadat se skutmosti,
ze N (A) aH(A) mohou byt podprostory riiznych prostoru.
Necht (hy,...,h,,) je bdzeH(A) a necht(n,,...,n;) je baze




8.4 Nulovy prostor a obor hodnot

DUKAZ (Pokratovanf)
Ozna&me sivy, ..., v,, libovolné vzoryh,, ..., h,,, takze plati
A(vy) =hy, ..., A(v,,) = h,,. UKdZeme, ze vektory
(V1,..., Vip,y, ..., 1ny) tvori bazild.
Necht plati
Gvi+ o+ Vi tmng + - g =0 (1)
Pak také
AGivi+ -+ &V iy + -+ - + M) = o,
takze s vyuzitim linearityl a definice vektoriy; an; dostaneme
&ihy + -+ Enhy, = 0.
Jelikoz vektory(hy, ... h,,) tvofi podle pedpokladu bazi(A),
jsou nezavislé, takzg = & = --- =&, = 0. Po dosazeni do 1 tedy

lati
p nlnl _|_ e _|_ nknk} — 0. 8. Linearni zobrazen— p. 19/39



8.4 Nulovy prostor a obor hodnot

DUKAZ (Pokratovanf)

Porevadz jsou vektory,, . . ., n, také nezavisle, plyne odtud
m =---=n = 0. Vektoryvy,...,v,,,nq,...,n; jsou tedy
nezavislé.

Necht nynix € U/ je libovolny vektor. Pakd(x) € H(A) a existuje
£1,..., &, tak, ze plati

A(X) = &ihy + -+ &y
Ozn&me siy = &1vy + -+ - + & Vi, takzeA(y) = A(x), a zapiSme

Sl x ve tvaru
x=y+(x-y)

JelikoZA(x —y) = A(x) — A(y) = o, platix —y € N(A) atedy
X —y =m0 + - + N0y
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8.4 Nulovy prostor a obor hodnot

DUKAZ (Pokratovanf)
Vektor x Ize potom vyjadit ve tvaru

X =&Vi+ -+ &V g + -+ ey

Vektory (vi,..., v, ny, ..., ng) tedy tvai baziid, takze plati
m + k = dim(U), t.j. h(A) +d(A) = dim(U). O

DUSLEDEK: Linearni transformacd : VV — V definovana na
vektorovem prostoru kommeé dimenzé’ je zobrazeni nd, prawe
kdyz A je prosté zobrazeni.
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8.5 Princip superpozice a inverze linearnich
Zobrazeni

Mnoho technickych problém Ize zformulovat jako Ulohuitgio
dané linearni zobrazedl : i/ — V a prob € V vektorx € U tak,
aby platilo

A(x) =b. (R)

Nap‘iklad Glohu najit neznamé priuhyby lana v Gvodrégnasce
muzeme zapsat ve tvaru

A(u)=Db
up [ 0.2683 | 2 —-10 0 O | [ u
Us 0.2683 -1 2 —-10 0 Uo
Us , b = 0.2683 aA(ll): 0 —1 2 —1 0 us
Uy 0.2683 0 0 —1 2 —1 Uy
us | 0.2683 000 0 —-12 || u
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8.5 Princip superpozice a inverze linearnich
Zobrazeni

Predpokladejme nyni, ze zname migad reSenix; ax, rovnice(R)
pro dwe prave strany; ab,, tedy ze plati

A(Xl) — b1 aA(Xg) — bg,

a ze navic platb = b; + bs.
Pak muzeme @it feSenix rovnice(R) pouhym sétenimx; axs,
nebot prox = x; + x, plati

A(x) = A(x1 +x2) = A(x1) + A(x2) = by + by = b.

Tomuto jednoduchému dusledku vlastnosti linearnichazdni se
fika princip superpozice
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8.5 Princip superpozice a inverze linearnich
Zobrazeni

VETA 10

Necht A : U4 — V je vzajemreé jednoznaré linearn zobrazen
vektoroveho prostoru/ na vektoroy prostor). Pak existujed
ktere je rovrez linearn zobrazen

DUKAZ: Inverzni zobrazenfl—! existuje pro kazdé vzajengn

jednozn&né zobrazeni. Nechii = A(x), v = A(y), tedy

x = A7'(u) ay = A~'(v), a nechta je libovolny skalar. Potom
A (u+v) = A AX)+ Aly)) = A N Ax+y)) =x+y =

A7 u) + A7H(v),

A7 (aA(x)) = A7 (A(ax)) = ax = aA™ ! (u).

A (o)
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8.6 Matice linearniho zobrazeni

VETA 11
Necht A : R™! — R™! je libovolné linearn zobrazen Pak existuje

maticeA typu (n, m) tak, Ze pro libovolre x € R™! plaf

| >4

A(x) = Ax.
DUKAZ: JelikoZ libovolny vektorx € R™! |ze zapsat ve tvaru

I I
X =T18] + "+ ITmS,,

Ize A(x) zapsat pomoci
AX) = A(zist + -+ Tsr ) = 2 A(SH + - + 2, A(s)) = Ax,

kde
A = [A(s)),...,A(s

SH
N——"
| I
|
—
S
S
—
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8.6 Matice linearniho zobrazeni

Linearni zobrazeni
A:R™ 3 x— Ax ¢ R™!

secCasto ztotoauje s maticiA a o maticiA se mluvi jako o linearnim
zobrazeni.

V tomto smyslu budeme i my pouzivat pojrmpor hodnot matice
A, nulovy prostor maticé\, nebodefekt matice\.

Pojmy, které jsme si doposud zavedli jsou v souladu s touto
konvenci. Napklad obor hodnot(A) kazdé maticé\ je totozny

S jejim sloupcovym prostoreii( A ), takze pro hodnosti matice a
zobrazeni plati
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8.6 Matice linearniho zobrazeni

PRIKLAD 5 Urcete lazi nuloveho prostoru matice
1 1 2 3
A=|1111 3 |.
2 2 2 0
RESEN: Budemeresit soustaviAx = o. Nejprve upraime maticiA pomod
fadkovych Uprav na schodawtvar
1 1 2 3 1 1 2 3 1 1 2 3
A=]1111 3|-r, —|10 0 —1 0 — | 0 0 —1 0 |[.
2 2 2 0 —21‘1 0O 0 -2 0 —21'2 0 O 0 0
Odtudh(A) = 2 (pocet nenuloychtfadkl) ad(A) = 4 — 2 = 2.
Bazi N (A) tedy tvdi jakékoliv dva neavisk vektory, jejictt slazky FeSi soustavu

331+332+2333+3334=O
— X3 = O
Vypocteme je takze zar, a x4, dosadme postupa napiklad slazky
€] = [1,0],62 = [0, 1] avyp(f:temexl =—1l,z3=0ax; = —3,23 = 0.

Bazi nuloveho prostoru tedy tvovektory
n; = [—1, 1, O, 0], nNo = [—3, 0, 0, ]_] 8. Linearni zobrazen— p. 27/39



8.6 Matice linearniho zobrazeni

Jestlize Ize matich typu (m, n), m < n rozcelit na bloky tak, ze
A=[B|C]
aB je regularni, Ize najit vzorec pro matiitypu (n,n — m), jejiz
sloupce tvéi bazi N (A). Budeme hledal ve tvaru:
N Y
Po rozepsani leve strany rovnidN = O s vyuzitim blokové
struktury a po vynasobeni zleva mafigf! dostaneme

Bl[B\C][X]:O,

1
odkudX + B~ '1C = O.
OdtudX = —B'C a

N:[—B;C].
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8.6 Matice linearniho

Zobrazeni

Divame-li se na matich jako na linearni zobrazemi : x — Ax,

muzeme vyuzit dosavadnich vysledkl o
k alternativnimu vykladu teorigesitelnosti

B Soustava linearnich rovnic niéseni,

Inearnich zolmiahe
Inearnich soustav:

prai kdyz prava strana

pati do oboru hodnot matice soustavy

m Redenije jeding, jestliz& (A) = {o},

tedy defekt/(A) = 0,

coz je ekvivalentni £(A) = n, kden je paCet neznamych.

VETA 12

Necht A je matice typu(m,n) pro kterou platd(A) > 0, necht
b je m-rozmérry sloupcoy vektor, nechtAx, = b a necht
(ng,...,ny) je bazeN (A). Potom libovolfeSen soustavyAx =
b muze byt zapsno ve tvarik = x¢ + ayn; + - - - + agng.
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8.6 Matice linearniho zobrazeni

PRIKLAD 6 Najdéte \BechndeSeri soustavy

r1 + 2o + 223 + 3x4 = 0
r1 + To + r3 + 3xyg = 1
2r1 + 229 + 2x3 + 6b6x4 = 2

RESEN: RoZifenou matici soustavy nejprve upfee na schodovtvar

1 1 2 3]0 1 1 2 310 1 1 2 3
A=|1 11 3|1 |-r;—0 O -1 0|1 — [ 0 0 —1 O
2 2 2 6|2 |—2n 0 0 -2 0|2 | —2r O 0 0 O

Z ného dostaneméast&ne resen x reserm soustavy

0
1
0

r1 + X2 + 25133 + 3[134 = 0
— I3 = 1
tak, ze pol@ime napiklad o = 0 az4 = 0. Dostaneme:; = 2,23 = —1.

Jelikaz matice soustavy je stejrjako maticeA v prikladu 5, nuzeme napsat
libovolné feSen soustavy pomdmarametil o, ao:

2 1] -3 ]
0 1 0
i O _ B 0 ] | ]- i 8. Linearn zobrazen- p. 30/39



8.6 Matice linearniho zobrazeni

Budeme pedpokladat, zéf a)’ jsou dva vektorove prostory
Kone&neé dimenze s bazeréi= (e, ...,e,) aF = (f1,...,f,).
DEFINICE 9
Necht A : U4 — V je linearri zobrazen Pak mizeme vek:
tory A(ey), ..., A(e,,) vyjadit jako linearn kombinace vektar
f,,... 1, vetvaru:

Ale;) = anfi +---+ auf,

Ale,,) = anpfi +-+ awnt,
Matici [A], » = [ay] = [[A(e)]r,. .. [Alen)]s] naZvame
matid linearniho zobrazen A vzhledem k &im (£, F). Jestlze
U =YV a¥f = F, pak budeme mluvit anatici linearni transfor-

mace vzhledem lazi & a misto[A|, . budeme pat striene [A],.
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8.6 Matice linearniho zobrazeni

PRIKLAD 7 NechtPs, P, maji bazef = (eq, es, e3), kde
61(33) — 1762(33) — :Cae?)(x) — ZCQ aF = (f17f2)’ kdef1(£13> — 1,f2(33> = Z.
Najdéte matici derivace

D:7739pl—>p/€732.

RESEN: Nejdfive najdeme sdadniceD(e;), D(e2) aD(es) v bazi F. Jelika
D(e1)(z) =0, D(es)(x) = 1 aD(e3)(x) = 2x, mizeme napsatfmo:

0O = 0-1 + O0-=x
1 = 11 + 0-z
2c = 0-1 + 2-zx

SouadniceD(e1 ), D(e2) a D(es) vzhledem kFtvori ziejmeé koeficienty na
raddch, kteé zapSeme do sloupca dostaneme

Pler=|5 0 5|
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8.6 Matice linearniho zobrazeni

VETA 13
Necht A : U/ — V je linearn zobrazen £ je bazell a F je baze).
Pak pro libovole x € U/ plat

DUKAZ:
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8.6 Matice linearniho zobrazeni

PRIKLAD 8 S vywitimfeSen prikladu 7 vypd@téte derivaci libovolgho
mnoha&lenup nejwse druleho stups.
RESENI: Mnohcalenp(z) = az? + bx + ¢ € P3 ma v bazi £ sofadnice

[p]g: [ b

a

Jelikaz jsme si v pikladu 6 ukazali,ze derivaceD : P3 — Py, mav baach&, F

matici [D]&f ~ [ 8 (1) (2) ] |
plat :

Wl =08l =Dl il = § g 5] | b ] -5
Odtud
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8.6 Matice linearniho zobrazeni

VETA 14

NechtA : U4 — U aB : U — U jsou linearn transformace. Pak
slozeré zobrazenAB : U — U definovae pfedpisem(AB) (x) =

A(B(x)),Vx € U je linearr transformace n& a

[AB]g — [A]g [B]g ’

DUKAZ:

(BA)(aw) = B(A(ow)) = B(a(A(W)) = a(B(Am))) = a((BA)(w)

(BA)(u+v) = B(A(u+v)) = B(A(u) + A(v)) = B(A(u)) + B(A(v)) =

= (BA)(u) + (BA)(v)

AB); = [[(AB)(e1)]g . [(AB)(en)]s] = |[A(Blen)] ¢, [A(Blen)] | =
= |[4]¢ [B(e)]g - -, [A]¢ [Blen)lg] = [Al¢ [[B(e1)]es-- - [B(en)]e] =
= 4], [[B]g eile,. .., 1Bl [en]g} = |A]¢ [B], [s{ ..... sﬂ =
= [A]g [Bl¢ I=[A]¢ [Blg
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8.7 Zmeéna baze

Necht £ = (ey,...,e,) aF = (fi, ..., f,) jsou dv& bazd/. Necht
C' : U — U je linearni zobrazeni takove, £§e;) = f;. Zobrazen”
tedy zobrazuje ba# na baziF, takze podle dusledkiét 8 a 9 je
vzajemm jednoznéné a existujeC .
Necht x € U/ je libovolny vektor ax|. = |z1,...,z,]|. Pak z

X =x1€1+ -+ Tpen

plyne

takze

C(X) = Slel + -+ Zlfnfn,

Odtud dostaneme

Ozn&ime-liT = [C]; = [C7Y, = [[el] 4, ., [e.] -] dostaneme
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8.7 Zmeéna baze

DEFINICE 10
Nechtf = (ey, ...,e,) aF = (fi, ..., f,) jsou d\& baze vektorogho
prostoru/. Matice

T = Hel]]—" e [e”]f]

se nayvamatice zgtneho gechoduod nowe bazeF k bazi €.

UvaZujmematici pfechods = [C], od puvodni baz€ k baziF.
Mezi matici z@tného pechoduT a matici pechoduS plati vztah
TS =T|[C(e1)l,...,[Clen)le] = [TE]e,..., T[f]] =

=[lfi]5,..., [f]] =L,

takzeT = S~ %,
Pro tuto matici plati vztalx|, = S [x] - .
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8.7 Zmeéna baze

VETA 14

Necht A je linearn transformaceé/, £ a F jsou kazell a nechtT je
matice z@treho pechodu od now bazeF k bazi£. Pak plat

(Al =TI[A T

=
’\ﬁ
|

AE)] o [AER)]] = [TIA®E)] - TIA)]] =

[A(f)]g s [AE)]e] = T[[Al [fi]e - -, [Alg [f]e] =
Alg [T_l[fl]}‘ ARRS T_l[fn]]—‘} =T [A]é‘T_l [S{a . ,SI} —

Al T
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8.8 Podobnost matic

DEFINICE 11
Ctvercoe maticeA aB stejrehoradu jsoupodobré, jestlize existuje
regubirn maticeT tak, ze

A =TBT .

VETA 15
Matice da linearri transformace virznych bazch jsou podobe.

Da se dokazat i tvrzeni, ze jsou-li matice podobné, pak jsou

maticemi rejaké linearni transformace v riiznych bazich. Jelikoz
podstatneé charakteristiky linearnich transformaci {ikégod hodnost
nebo defekt) nezavisi na bazi prostoru, da@skavat, ze podobné
matice budou mit podstatné charakteristiky shodné.
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