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9. Bilineárńı formy – p. 1/14



Bilineární formy

1. Definice a p̌ríklady

2. Klasifikace bilineárních forem

3. Matice bilineární formy
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9.1 Definice a p̌ríklady

DEFINICE 1
Necht’ V je réalný vektorov́y prostor. Zobrazeńı B : V × V 7→ R se

naźyvábilineárńı forma, jestliže pro libovolńeu,v,w ∈ V aα ∈ R

plat́ı:

1. B(u + v,w) = B(u,w) + B(v,w)

2. B(αu,v) = αB(u,v)

3. B(u,v + w) = B(u,v) + B(u,w)

4. B(u, αv) = αB(u,v)

Bilineární funkce je tedy p̌ri zvolené hodnoťe jedné prom̌enné

lineární funkcí druhé prom̌enné. Můžeme ji považovat za zobecnění

funkcez = axy dvou prom̌ennýchx ay na vektorové prostory.
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8.1 Definice a p̌ríklady

PŘÍKLAD 1 Na prostoruV = R
3 sloupcov́ych vektor̊u dimenze3 si definujeme

formuB předpisem, kteŕy každé dvojici vektor̊u x = [xi] ay = [yi] přiřazuje

B(x,y) = x⊤y = x1y1 + x2y2 + x3y3.

Interpretujeme-lix jako śılu ay jako dŕahu, pakB(x,y) je pŕace konańa siloux
po dŕazey. Snadno se ov̌ěrı́, žeB je bilineárńı forma.

PŘÍKLAD 2 Necht’ A = [aij ] je dańa réalná čtvercov́a maticěrádu2. Pak

zobrazeńı, kteŕe kǎzdé dvojici sloupcov́ych vektor̊u druh́ehořádux = [xi] a

y = [yi] přiřazuje

B(x,y) = x⊤Ay = a11x1y1 + a12x1y2 + a21x2y1 + a22x2y2,

je bilineárńı forma.

PŘÍKLAD 3 Necht’ F je vektorov́y prostor v̌sech réalných funkćı. Pak p̌redpis,

který každé dvojici funkćı f ∈ F ag ∈ F přiřazuje

B(f, g) = f(1)g(1) + f(2)g(2),

definuje bilinéarńı formu. 9. Bilineárńı formy – p. 4/14



9.2 Klasifikace bilineárních forem

DEFINICE 2
Necht’ V je libovolný vektorov́y prostor. Bilinéarńı forma B se

naźyvá symetricḱa, jestliže pro libovolńe vektoryu,v ∈ V plat́ı

B(u,v) = B(v,u) aantisymetricḱa, jestližeB(u,v) = −B(v,u).

Antisymetrické formy lze ekvivalentňe charakterizovat též rovností

B(u,u) = 0 pro libovolnéu ∈ V .

Skutěcně, platí-liB(u,u) = 0, pak

B(u + v,u + v) = B(u,v) + B(v,u) = 0,

odkud dostanemeB(u,v) = −B(v,u).

Obráceňe zB(u,v) = −B(v,u) plyne

B(u,u) = −B(u,u),

tedy platíB(u,u) = 0.
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9.2 Klasifikace bilineárních forem

PŘÍKLAD 4 Bilineárńı formy z p̌rı́kladu 1 a 3 jsou žrejmě

symetricḱe, zat́ımco forma z p̌rı́kladu 2 je symetricḱa, pŕavě kdy̌z

A = A⊤. Bilineárńı forma z p̌rı́kladu 2 bude antisymetrická, pŕavě

když A = −A⊤

VskutkuB(x,y) = y⊤Ax =
(

y⊤Ax
)⊤

= (Ax)⊤ y = x⊤A⊤y.

Jelikǒz B(y,x) = x⊤Ay pakB(x,y) = B(y,x) ⇔ A = A⊤.

ObdobňeB(x,y) = −B(y,x) ⇔ A = −A⊤.

Nap̌rı́klad pro matici
[

0 1
−1 0

]

.

Bilineárńı forma je antisymetricḱa, nebot’ splňuje

B(x,y) = x1y2 − x2y1 = −(y1x2 − y2x1) = −B(y,x).
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9.2 Klasifikace bilineárních forem

V ĚTA 1
Každou bilinéarńı formuB můžeme vyj́aďrit ve tvaru soǔctu symet-

rické a antisymetricḱe formy

B(u,v) = BS(u,v) + BA(u,v),
kde

BS(u,v) =
1

2

(

B(u,v) + B(v,u)
)

BA(u,v) =
1

2

(

B(u,v) − B(v,u)
)

přičem̌z BS(u,v) = BS(v,u) aBA(u,v) = −BA(v,u).

FormyBS aBA se naźyvaj́ı pořaďesymetricḱa částaantisymetricḱa

částbilineárńı formy B.

DŮKAZ : B(u,v) = 1

2

(

B(u,v) + B(v,u)
)

+ 1

2

(

B(u,v)−B(v,u)
)
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9.3 Matice bilineární formy

Necht’V je vektorový prostor s bázíE = (e1, . . . , en) a necht’B je bilineární

forma naV. Necht’x,y ∈ V jsou dva vektory, které lze zapsat pomocí souřadnic

ve tvaru
x = x1e1 + · · · + xnen, y = y1e1 + · · · + ynen.

Pak

B(x,y) = B(x1e1 + · · · + xnen,y) = x1B(e1,y) + · · · + xnB(en,y) =

= [ x1, . . . , xn ]





B(e1,y)
...

B(en,y)



 = [ x1, . . . , xn ]





B(e1, y1e1 + · · · + ynen)
...

B(en, y1e1 + · · · + ynen)



 =

= [ x1, . . . , xn ]





B(e1, e1)y1 + · · · + B(e1, en)yn

...
B(en, e1)y1 + · · · + B(en, en)yn



 =

= [ x1, . . . , xn ]





B(e1, e1) . . . B(e1, en)
...

B(en, e1) . . . B(en, en)









y1

...
yn




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9.3 Matice bilineární formy

DEFINICE 3
Necht’ V je libovolný vektorov́y prostor a E =
(e1, . . . , en) je jeho b́aze. Matićı bilineárńı formy B v
báziE rozuḿıme matici

[B]
E

= [B(ei, ej)]

V ĚTA 2
Necht’ [B]

E
je matice bilinéarńı formy B v bázi E vek-

torového prostoruV. Pro libovolńe vektoryx, y ∈ V

B(x,y) = [x]⊤
E
[B]

E
[y]

E
.
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9.3 Matice bilineární formy

PŘÍKLAD 5 Najděte matici bilinéarńı formy z p̌rı́kladu 3 definovańe na prostoru

P3 všech mnohǒclen̊u nejv́yše druh́eho stupňe v b́aziE = (e1, e2, e3), kde

e1(x) = 1, e2(x) = x, e3(x) = x2. Výsledek vyǔzijte k vyč́ısleńı B(p, q) pro

p(x) = 1 − x a q(x) = x2 − x.

ŘEŠENÍ: Postupňe vypǒcteme:

B(e1, e1) = e1(1)e1(1) + e1(2)e1(2) = 1 · 1 + 1 · 1 = 2

B(e1, e2) = e1(1)e2(1) + e1(2)e2(2) = 1 · 1 + 1 · 2 = 3

B(e1, e3) = e1(1)e3(1) + e1(2)e3(2) = 1 · 1 + 1 · 4 = 5

B(e2, e2) = e2(1)e2(1) + e2(2)e2(2) = 1 · 1 + 2 · 2 = 5

B(e2, e3) = e2(1)e3(1) + e2(2)e3(2) = 1 · 1 + 2 · 4 = 9

B(e3, e3) = e3(1)e3(1) + e3(2)e3(2) = 1 · 1 + 4 · 4 = 17

Ostatní prvky matice formy dopočteme ze symetrie

B(ei, ej) = ei(1)ej(1) + ei(2)ej(2) = ej(1)ei(1) + ej(2)ei(2) = B(ej , ei).
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9.3 Matice bilineární formy

PŘÍKLAD 5 (Pokrǎcov́ańı)

Matice ḿa tedy tvar:

[B]
E

=









2 3 5

3 5 9

5 9 17









.

Jelikǒz

[p]
E

=









1

−1

0









a [q]
E

=









0

−1

1









,

plat́ı

B(p, q) =
[

1 −1 0
]









2 3 5

3 5 9

5 9 17

















0

−1

1









=
[

1 −1 0
]









2

4

8









= −2.
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9.3 Matice bilineární formy

V ĚTA 3
Necht’ B je bilineárńı forma na vektorov́em prostoruV koněcné di-

menze. PakB je symetricḱa, pŕavě kdy̌z maticeB v libovolné b́azi

E prostoruV splňuje
[B]

E
= [B]⊤

E
(S)

DŮKAZ :Je-liB symetrická bilineární forma, pakB(ei, ej) = B(ej , ei) a vztah

(S) platí.

Obráceňe, necht’ platí(S). Pak podle v̌ety 2 pro libovolné vektoryx,y ∈ V platí

B(x,y) = [x]
⊤

E
[B]

E
[y]

E
=

(

[x]
⊤

E
[B]

E
[y]

E

)⊤

= [y]
⊤

E
[B]

⊤

E
[x]

E
= [y]

⊤

E
[B]

E
[x]

E
=

= B(y,x),

takže formaB je symetrická.

MaticeA, která spľnujeA = A⊤, se nazývásymetrická matice.
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9.4 Změna báze

Necht’E = (e1, ..., en) aF = (f1, ..., fn) jsou dv̌e bázeU . Necht’S
je matice p̌rechodu od bázeE k nové báziF , takže pro libovolný

vektorx ∈ U platí
[x]

E
= S [x]

F
.

S použitím v̌ety 2 dostaneme pro libovolné dva vektoryx,y ∈ U a

bilineární formuB naU

[x]⊤
F

[B]
F

[y]
F

= B(x,y) = [x]⊤
E
[B]

E
[y]

E
= [x]⊤

F
S⊤[B]

E
S [y]

F
.

Zvolíme-li x = fi ay = fj dostaneme

[B]
F

= S⊤[B]
E
S.

Odtud dostaneme s použitím matice zpětného p̌rechoduT = S−1 od

bázeF k báziE
[B]

E
= T⊤[B]

F
T.

9. Bilineárńı formy – p. 13/14



9.5 Kongruentní matice

DEFINICE 4
Čtvercov́a maticeA je kongruentńı s matićı B, jestliže existuje

reguĺarńı maticeT tak, že

A = T⊤BT.

V ĚTA 4
Matice dańe bilinéarńı formy v růzńych b́aźıch jsou kongruentńı.

Je možno dokázat i tvrzení, že jsou-li matice kongruentní, pak jsou

maticemi ňejaké bilineární formy v různých bázích. Jelikož

podstatné vlastnosti bilineárních forem (například symetrie) nezávisí

na bázi prostoru, dá se očekávat, že kongruentní matice budou mít

podstatné charakteristiky shodné.
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