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0.1 Definice a piklady

DEFINICE 1
NechtV je realny vektorow prostor. ZobrazeénB : V x V — R se

naz/vabilinearni forma jestlize pro libovolieu, v, w € Vaa € R
plat:

1. B(u+v,w)=B(u,w)+ B(v,w)
2. B(au,v) = aB(u,v)
3. B(u,v+w)= B(u,v)+ B(u,w)

4. B(u,av) = aB(u,v)
Bilinearni funkce je tedy ip zvolené hodna jedné prorannée

linearni funkci druhé proBmné. MuzZeme ji povazovat za zobéaof
funkcez = axy dvou pronmeénnychx ay na vektorové prostory.

9. Bilinearri formy — p. 3/14




8.1 Definice a piklady

PRIKLAD 1 Na prostoru) = R? sloupcoych vektofi dimenze3 si definujeme
formu B predpisem, kter kazdé dvojici vektotl x = [z;] ay = [y;] pfifazuje

B(x,y) = x'y = z1y1 + Taya + T3Ys.
Interpretujeme-lx jako dlu ay jako diahu, pakB(x,y) je prace konaa siloux
po diazey. Snadno se @¥1, ze B je bilinearn forma.

PRIKLAD 2 NechtA = [a;;] je dara realna Ctvercoa maticefadu?2. Pak
zobrazen které kazdé dvoijici sloupcoych vektotl drurehofadux = [z;] a
y = [y:] prifazuje

B(x,y) = x'Ay = a112191 + 01221y + G21T2y1 + A22T2Ys,
je bilinearn forma.
PRIKLAD 3 NechtF je vektorow prostor \6ech r@lnych funkd. Pak gedpis,
ktery kazde dvoijici funkd f € F ag € F pfifazuje

B(f,g9) = f(1)g(1) + f(2)g(2),
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9.2 Klasifikace bilinearnich forem

DEFINICE 2

Necht V je libovolny vektorow prostor. Bilinéarn forma B se
naz/va symetricla, jestlize pro libovole vektoryu,v € V plat
B(u,v) = B(v,u) aantisymetrich, jestlize B(u,v) = —B(v,u).

Antisymetricke formy Ize ekvivalenthcharakterizovat téz rovnosti
B(u,u) = 0 pro libovolnéu € V.
Skutene, plati-li B(u,u) = 0, pak

Bu+v,u+v)=B(u,v)+ B(v,u) =0,
odkud dostanemB(u, v) = —B(v,u).
Obracee zB(u,v) = —B(v,u) plyne

B(u,u) = —B(u,u),

tedy platiB(u,u) = 0.
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9.2 Klasifikace bilinearnich forem

PRIKLAD 4 Bilinearn formy z prikladu 1 a 3 jsouizjmé
symetricle, zatmco forma z pikladu 2 je symetric&, pave kdyz
A = A'. Bilinearri forma z ikladu 2 bude antisymetriék pave
kdyz A = —AT
VskutkuB(x,y) =y ' Ax = (yTAX)T — (AX)T y=x A'y.
Jelikaz B(y,x) = x' Ay pakB(x,y) = B(y,x) & A= A",
Obdobre B(x,y) = —B(y,x) & A = —-A".
Napiklad pro matici

Ex

—1 0 |-

Bilinearri forma je antisymetrick, nebotspliuje

B(x,y) = z1y2 — 221 = — (1122 — yox1) = —B(y, x).
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9.2 Klasifikace bilinearnich forem

VETA 1
Kazdou bilinéarn formu B mizeme vyadit ve tvaru sogtu symets
ricke a antisymetrick formy

B(u,v) = B>(u,v) + B*(u,v),

B°(u,v) zl(B(u, v) + B(v,u))

kde

N — DO

BA(u, V) :—(B(u,v) — B(v, u))

pficent B°(u,v) = B5(v,u) aB*(u,v) = —B*(v,u).
FormyB® a B” se nagvaji poface symetricla tastaantisymetrick
castbilinearn formy B.

DUKAZ: B(u,v) = 3(B(u,v) + B(v,u)) + 3(B(u,v) — B(v,u))
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9.3 Matice bilinearni formy

Necht' V je vektorovy prostor s ba#l = (e, ..., e,) a nechtB je bilinearni
forma na). Necht x,y € V jsou dva vektory, které |ze zapsat pomocifsalnic

ve tvaru
X=Ii€e1 + -+ Tp€n, Y =Y1€1+ -+ Yn€n.

Pak
B(x,y) = B(zie1 + -+ zpen,y) = 21B(e1,y) + -+ z,B(en,y) =
- B(e1,y) ] " B(ei,y1e1+ -+ ynen)
=|T1,..., Ty ] =|Z1,...,%p | =
. B(en,y) | B(en,y1€1+ -+ yney) |
- B(ej,e1)yr +---+ Bler,en)yn T
= T1,...,Tyn ] =
L B<en7el)y1 +"'+B<enven)yn -
- B(ei,e1)...B(ei,en) 1T y1 ]
= Z1,...,%n | : :
| B(en,e1)...B(en,en) 1 L yn |
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9.3 Matice bilinearni formy

DEFINICE 3
Necht V je libovolny vektorow prostor a& =
(e1,...,e,) Je jeho taze. Mati¢ bilinearn formy B v
bazi £ rozumme matici
[B]S — [B(eia ej)]

VETA 2
Necht [B]. je matice bilinérri formy B v bazi £ vek-
toroveho prostorw’. Pro libovolre vektoryr,y € V

B(x,y) = [x|¢ [Bl¢ [yl
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9.3 Matice bilinearni formy

PRIKLAD 5 Najdéte matici bilinérn formy z gfikladu 3 definova@ na prostoru
(e1,e2,€3), kde

e1(x) = 1,ex(x) = z,e3(x) = 22 Vysledek vyiijte k vy¢isleri B(p, q) pro

p(z) =1—-=xaq(x) =2°— =.

P; vSech mnohdlenl nejse druleého stupg v bazi £ =

A4

RESE

B(ei, ej) = ei(1)

Ni: Postup®e vypateme:

B( (

B(e, e2) (L)ea(

B(ei,e3) = ei(1)es(

B(ez,e2) = ea(l)eaf

B(es, e3) (L)es(
B(es, e3)

= e3(1)es(1) + e3(2)es(2)
Ostatni prvky matice formy dog@teme ze symetrie
e;(1) +€i(2)e;(2) = ej(Dei(1) + e;(2)e(2)

T N g G

1+1-
1+1-
1+1-
142
142
1+4-

=~ = N &= DN =

|
© Ut W N

= 17

— B(ej,ez-).
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9.3 Matice bilinearni formy

PRIKLAD 5 (Pokratovani)
Matice na tedy tvar:

Jelikaz

[p]g —
plat
B(p,q) = [ 1 -1 0 }
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9.3 Matice bilinearni formy

VETA 3
Necht B je bilinearn forma na vektorogm prostoriy konené di-
menze. PalB je symetricla, pave kdyz maticeB v libovolne bazi
& prostoruV splhuje
-
[B]g — [B]g (5)
DUKAZ :Je-li B symetricka bilinearni forma, pak(e;, e;) = B(e;,e;) avztah
(S) plati.
Obraceg, necht plati(.5). Pak podle @ty 2 pro libovolné vektork,y € V plati
T
B(x,y) = [z [Ble yle = (K [Ble Y]e) = vz [BJ: e = [y]E [Ble (¥ =

= B(y,x),
takze formaB je symetricka.

Matice A, ktera spliuje A = A', se nazyvdymetricka matice
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9.4 Zména baze

Necht £ = (eq,...,e,) aF = (fi, ..., f,) jsou d& bazd{. Necht S
je matice pechodu od bazé& k nové baziF, takze pro libovolny

vektorx € U plati

[X]g =95 [X]}"'
S pouzitim ety 2 dostaneme pro libovolné dva vekteryy € U a
bilinearni formuB nal/

x| (Bl [ylr = B(x,y) = x|¢ [Ble [yle = ] ST[Ble S [yl
Zvolime-lix = f; ay = f; dostaneme
[B]f — ST[B]EJ S.

Odtud dostaneme s pouzitim matic&upého pechoduTl = S~! od

bazeF k bazi& N
Ble =T [B]zT.
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9.5 Kongruentni matice

DEFINICE 4
Ctvercosa maticeA je kongruentih s matié B, jestlize existuje
regubirn maticeT tak, ze

A = T'BT.

VETA 4
Matice dam bilinearn formy v riznych bazch jsou kongruentn

Je mozno dokazat i tvrzeni, ze jsou-li matice kongruentiK,jpou
maticemi rejaké bilinearni formy v ruznych béazich. Jelikoz
podstatné vlastnosti bilinearnich forem (hiakad symetrie) nezavisi
na bazi prostoru, da s&€ekavat, ze kongruentni matice budou mit
podstatné charakteristiky shodné.

9. Bilinearri formy — p. 14/14



	Bilineární formy
	9.1 Definice a pøíklady
	8.1 Definice a pøíklady
	9.2 Klasifikace bilineárních forem
	9.2 Klasifikace bilineárních forem
	9.2 Klasifikace bilineárních forem
	9.3 Matice bilineární formy
	9.3 Matice bilineární formy
	9.3 Matice bilineární formy
	9.3 Matice bilineární formy
	9.3 Matice bilineární formy
	9.4 Zmìna báze
	9.5 Kongruentní matice

