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Uvod

Skriptum z linearni algebry, které prave dostavate do rukou, obsahuje latku prednasky
,Linearni algebra“ uréené pro studenty Fakulty elektrotechniky a informatiky VSB -
Technické univerzity Ostrava s hlubsim zdjmem o teoretické obory inzenyrského studia.
Cilem skript je uvést ¢tenadfe do studia linearni algebry a seznamit jej se zakladnimi
pojmy tak, aby mohl pochopit jejich tlohu pfi feseni technickych problémi.

Linearni algebra je jednim ze zékladnich kamen® matematického vzdélani moderniho
inZenyra, nebot se zabyva jak konkretnimi vypocetnimi postupy, tak abstraktnimi po-
jmy, jejichz zvladnuti je uzitecné pro popis technickych problémt. Kdo zvladne zakladni
pojmy tak, Ze bude védét jak spolu souvisi, jaky maji vyznam pro poc¢itani a pro formu-
laci technickych problémt, pro toho bude mnohem snadnéjsi nejen dalsi studium, ale i
sledovani rozvoje zvoleného oboru.

Ve vykladu maji vyznamné misto dtikazy. Jejich cilem je zejména ukazat ctenari
uvahy, které vedou c¢asto od drobnych pozorovani k pojmtim a zavértim, které jsou dii-
lezité pro aplikace. Studium dikazi tak rozviji vSeobecnou schopnost analyzovat a resit
problémy.

Do skripta je zafazena také méné tradicni latka, jako nékteré rozklady nebo elemen-
tarni vod do principt varia¢nich metod. Autora k tomu vedlo presvédcenti, Ze tato latka
neni o nic tézsi nez tradicni latka linearni algebry, jako tieba teorie determinantii, avsak
zpristupniuje ¢tenari pojmy, které se vyuzivaji v soucasnych metodach reseni technickych
problému. Jako piiklady uvedme bilinedrni formy, které jsou zékladnim prostfedkem
pro varia¢ni formulaci rovnic elektromagnetického pole nebo rovnic rovnovahy, na niz je
zaloZeno jejich feseni pomoci prakticky jakéhokoliv moderniho software, nebo singularni
rozklad, ktery lze vyuzit mimo jiné pii implementaci vyhledavac.

Do textu byla zafazena i latka, ktera byva tradi¢né soucasti numerickych metod, jako
trojihelnikové rozklady a jejich pouziti. Zde byla dana prednost vykladu ,,od problému
k tfeseni“, ktery se zda byt pro technické skoly prirozeny. Navic byla technika rozkladt
vyuzita i v fadé dikazt, takze ji pozorny ¢tenar mize dobie pochopit.

Rad bych na tomto misté podékoval vSem, ktefi se na vzniku skripta primo ¢i nepfimo
podileli, a to zejména ing. Jifimu Kubicovi, ktery napsal prevaznou cast skripta vcéetné
obrazkd v TEXu, pani P.Frélichové za kone¢nou redakci skript, RNDr. L. Sindelovi, ktery
cetl peclivé vsechny verse rukopisu, a pani ing.M.Litschmannové za pomoc s prvni kapito-
lou. Diky za ¢etné pfipominky patii i doc.ing.N.Castové, CSc., doc. RNDr.J.Vi¢kovi,CSc.
a Mgr. V. Vondrakovi. Za omezeni po¢tu chyb dékuji téz RNDr.L.Teskové,CSc ze ZCU
v Plzni. Za vSechny dalsi zdroje inspirace a radosti z prace bych rad podékoval prof.
RNDr. Ivo Markovi, DrSc. z MFF UK/CVUT Praha za piispéni k pocitu, Ze linedrni
algebra je nejen dtlezita disciplina, ale také zajimava Svanda.
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1. Zobrazeni a linearni rovnice

Soustavy linearnich algebraickych rovnic ¢asto vznikaji pfi feSeni praktickych pro-
blémi. V této tvodni kapitole si nejprve odvodime soustavu linedrnich rovnic, kterou
miiZzeme povazovat za matematicky model elektrického obvodu. Potom si pripomeneme
pojem zobrazeni a ukaZeme si réizné interpretace feseni vysledné soustavy. Uvodni p¥i-
klad nam bude v dalsim vykladu slouzit k ilustraci a motivaci zavedeni nékterych novych
pojmii.

1.1 Elektricky obvod se zdrojem a spotrebici

Uvazujme elektricky obvod na obr. 1.1 se zadanymi odpory spotiebic¢i Ry, R, R3, R4.
K odvozeni rovnic pro neznamé potencialy 1, x2, x3, s jejichz pomoci mizeme vypocitat
neznamé hodnoty napéti na spottebicich Uy, Us, Us, U4 a hodnoty proudti prochazejicich
spottebici Iy, I, I, 14, pouzijeme zakladni fyzikalni zdkony a nasledujici konvence:

(i) Jeden uzel, v nasem pfipadé uzel 3, je uzemén, tedy x3 = 0.

(ii) Hodnota napéti na spotfebici je dano rozdilem potencialii na jeho svorkach (napft.
U2 = T2 — xl).

(iii) Proud ve sméru Sipky mé kladnou hodnotu.

(iv) Hodnoty napéti i proudu mohou byt kladné i zaporné. Proud se zapornou hodno-
tou ma smér opacny, nez je jeho smér vyznaceny ve schématu. Obdobné zaporna
hodnota napéti charakterizuje skutecny pokles potencialu v opacném sméru.
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Obr. 1.1: Modelovy elektricky obvod se zdrojem a spotiebidi.

V dalsim textu si postupné vyjadiime napéti a proudy pomoci potencialti a pro
proudy vyjadfené vztahy obsahujici potencialy si napiSeme Kirchhoffiv zakon proudi.

Poznamka: Pokud jste se (zatim) s elektrickymi obvody nespfatelili, miZete se na
nasledujici predpisy ¢i rovnice divat jako na zadané zobrazeni.



Kapitola 1. Zoorazent a linearni rovnice
1.2 Vztah mezi napétimi a potencialy

Hodnoty napéti na spotiebicich jsou dany podle obr. 1.1 nésledujicim predpisem:

U1 = 1 — I3
Up=—x1+ 22 (11)
Us = To — T3
U4 = 9 — I3

Je to predpis, ktery kazdé trojici potencialii x1, x2, x3 prifazuje ¢tverici hodnot napéti
Uy, Us,Us, Uy. Snadno se zjisti, ze pro nékteré hodnoty napéti neexistuji potencialy
(napt. pro Us # Uy). Ani kdyZ potencidly k hodnotdm napéti existuji, nejsou uréeny
jednoznaé¢né: Jsou-li rovnice (1.1) splnény pro x1, x2, x3, pak jsou splnény i pro =1 + c,
x2 + ¢, x3 + ¢, kde ¢ je libovolné realné cislo. Jednoznacnost vSak bude zarucena, pokud
pridame rovnici x3 = 0.

1.3 Zobrazeni

Predpis (1.1) je zvlastnim piipadem jednoho ze zdkladnich matematickych pojmi.

Definice: Zobrazent f : U — V mnozZiny U do mnoZiny V je predpis, ktery
kazdému prvku mnozZiny U prirtazuje néjaky prvek mnoziny V. MnoZina U se nazyvd defi-
niént obor zobrazeni f, mnozina )V se nazyvd obor hodnot zobrazeni f. Zobrazeni f se
nazyvd zobrazeni na mnozinu V, jestlize kazdy prvek mnoZiny V je obrazem méjakého
proku mnoZiny U. Jestlize maji kaZdé dva rizné proky mnoZiny U rizné obrazy, nazyva
se zobrazeni f prosté. Zobrazeni, které je soucasné prosté a na (mnoZinu), se nazgvd
vzajemné jednoznacné.

Ptedpis (1.1) tedy miZeme povazovat za zobrazeni, jehoz defini¢nim oborem je mno-
zina vSech trojic realnych cisel x1, z9, 3 a oborem hodnot je mnozina vSech ¢tvefic real-
nych c¢isel Uy, Ua, Us, Uy. Jak jsme si ukazali vyse, toto zobrazeni neni ani prosté ani na
(mnoZinu vSech usporadanych ¢tvetic), takze neni vzéjemné jednoznacné.

1.4 Proud a napéti

Vztah mezi hodnotami proudu a napéti je ddn Ohmovym zadkonem:

1
L=—U
1 Rl 1
1
I = R—U2
2 . (1.2)
I3 = — U
3 R3 3
1
I = — U
4 R4 4



1.5 Kwrchhoffuv zakon proudu

Predpis (1.2) zfejmé definuje prosté, vzajemné jednoznacné zobrazeni (alespori za
ptirozeného predpokladu R; > 0). Nés vSak zajimé vyjadieni hodnot proudi pomoci

potenciald, které ziskame, kdyz dosadime vztahy (1.2) do (1.1):

7 1 1
1 R 1 7 3
I 1 +1
=— —x —
2 7 1 7 2 (L3
J 1 1 '
= — T2 — — X
3 i 2 s 3
1 1
I = - _
4 R45L’2 R433'3

1.5 Kirchhoffuv zakon proudu

Kirchhofftiv zakon proudt tvrdi, Ze soucet proudt v uzlu je nula. V nasem pripadé

dostaneme postupné:

Uzel 1: —I1 + I = 0 (1.4.&)
Uzel 2 : - IQ - [3 - [4 =—-10 (1.4.b)
Uzel 3 : I + I3+ 1Iy= 10 (1.4.c)

Pokud Iy, Io, I3, I4 spliuji prvni dvé rovnice, pak zFejmé spliuji i t¥eti, nebot tato je
souctem prvnich dvou s opacnym znaménkem. TTeti rovnice tedy nenese zadnou novou
informaci a lze ji vynechat. Dosadime-li do rovnic (1.4.a) a (1.4.b) vyrazy pro potencialy

(1.3), dostaneme po tprave:

1 N 1 N 1 . 1 0
—_ JR— JR— €T —_— €T D — €T =
Rl Ry) ! Ry 2 R s (15)
1 1 n 1 n 1 n 1 n 1 10 '
— r—-—|=+=+—=]x — 4+ — | x3 = —
RQ 1 RQ R3 R4 2 R3 R4 ’
Zvolime-li Ry = Ry = R3 = R4 = 1 a vezmeme-li v ivahu, ze x3 = 0, dostaneme
soustavu:
—2x1 + X9 = 0
b (1.6)

r1 — 3x9 = —10
Soustava se nazyva linearni, protoze neobsahuje mocniny ani sou¢iny neznamgych. Jak se
dé ocekavat z fyzikalniho vyznamu tlohy, soustavu (1.6) splituje jedina dvojice potenciali
x1, ra. Matematické argumenty si ukazeme pozdéji.

1.6 Interpretace reSeni soustavy rovnic

Resen{ soustavy (1.6) mtize byt interpretovano zcela nezavisle na ptivodni tloze.
Prvni interpretaci dostaneme, kdyz se na soustavu (1.6) budeme divat po rdadcich.
Jednotlivé rovnice jsou vlastné rovnicemi pfimek a tkolem je najit jejich prisecik, jak je



Kapitola 1. Zoorazent a linearni rovnice

X2
-2%+X,=0

—

-10 0 2 X1
Obr. 1.2: Geometrické znazornéni soustavy (1.6) po Fadcich.

to znazornéno na obr. 1.2. Jelikoz pfimky maji rizné smeérnice, je zfejmé, ze prisecik
existuje. Pro soufadnice priseciku plati x1 = 2, x2 = 4. Snadno si ovéfime, ze splnuji
soustavu rovnic (1.6).

Na soustavu (1.6) se vSak mtizeme také divat po sloupcich. V tomto piipadé je nasim

-2 , .
} secteny s xro-nasobkem vektoru

ukolem najit x1 a x9 tak, aby se x1-nasobek vektoru { 1

1 , AV . ;
{_ 3] rovnal vektoru { } . Ciselné feseni je ovsem totéz, nebot

] el = )

Soustavu rovnic (1.6) lze popsat i pomoci zobrazeni

—10

AR | D] o | T2 T2 g2
9 1 — 3T9

kde R? znaéi mnozinu viech uspofadangch dvojic redlnjch ¢isel. Oznac¢ime-li si

[z) - []

pak tiloha najit feseni rovnice (1.1) je ekvivalentni tiloze najit x € R? tak, aby
A(x) = b. (1.7)

Soustava rovnic (1.6) mé FeSeni, pravé kdyz b € H(A), kde H(A) je obor hodnot
zobrazeni A. Jestlize b € H(A) a A je prosté zobrazeni, pak soustava rovnic (1.6) ma
jediné Teseni.



1.6 Interpretace resent soustavy rovnic

-10 -

ot
12 _3

Obr. 1.3: Sloupcova interpretace soustavy (1.6).

Priklady k procviceni:
Cviceni 1.1. Necht je zaddna mechanickéd soustava sestavajici ze ti¥i pruzin a dvou
téles jako na obrazku 1.4. Najdéte rovnice pro posunuti ui, us, vite-li, zZe:
e Prodlouzeni i-té pruziny je dano vztahem [; = u; — u;_1.
o ug = uz = 0.

e Sila y; v natazené i-té pruziné spliuje Hooktv zakon y; = ¢;l;. Vertikalni pruzina
tedy ptisobi na dolni téleso silou —y; a na horni téleso silou ;.

e Soucet sil ptuisobicich na kazdé téleso je nula. To lze vyjadrit také tak, ze hmotnost
fi = myg i-tého télesa je vyrovnana odporem pruzin. Sila f; (kladna je orientovana
dolit) natahuje i-tou pruzinu a stlacuje pruzinu i + 1, takze plati f; = y; — yi+1-

NAPOVEDA: Postupujte analogicky jako u elektrického obvodu z obr. 1.1.



Kapitola 1. Zoorazent a linearni rovnice

uo=0
C1
| o
my
C2
[ o
mp
Cs3

Uz= 0

Obr. 1.4: Soustava pruzin.
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2. Upravy a reseni soustav linearnich rovnic

V této kapitole se budeme zabyvat feSenim obecné soustavy linearnich rovnic, tj.

ulohy najit x1, ..., z, tak, aby pro dané ¢isla a;; a b;,i = 1,...,m,j = 1,...,n platilo

a11r1 + ...+ aipxy, = b1
(2.1)

Am1Z1 + ... + GmnTn = by

Soucasti této ulohy je rozhodnout, zda viibec néjaké feseni dané soustavy existuje,
kolik jich je a co o nich lze fici v piipadé, ze je jich nekoneéné mnoho. Konkrétnim
pripadem soustavy (2.1) je soustava (1.6), jejimz feSenim jsou neznamé potencialy obvodu
na obr. 1.1. Sezndmime se zde zejména s velmi u¢innou metodou Feseni soustavy (2.1),
jejiz objev je pfipisovan vyznamnému némeckému matematikovi K.F.Gaussovi (1777-
1855). V Ciné vsak byla tato metoda zndma nejméné 180 let pfed nasim letopoctem pod
jménem fang cheng.

2.1 Ekvivalentni upravy

Zakladni myslenka teseni soustavy linearnich rovnic spoc¢iva v nahrazeni dané sou-
stavy jinou soustavou, kterd ma stejné feSeni a je jednodussi. V pripadé dvou rovnic
o dvou neznamych je jednodussi takova soustava, ktera obsahuje alespon jednu rovnici
s jedinou neznédmou, nebot takovou rovnici uz muzeme feSit nezavisle na druhé rovnici.
Novou soustavu muzeme dostat postupnym pouzitim tzv. ekvivalentnich dprav zvo-
lenych tak, aby reSeni ptivodni soustavy bylo i feSenim soustavy upravené:

(E1) Vzajemna vyména libovolnych dvou rovnic soustavy.
(E2) Nasobeni obou stran nékteré rovnice soustavy nenulovym ¢islem.

(E3) Pri¢teni nasobku nékteré rovnice soustavy k jiné rovnici.

Vhodné tprava soustavy

—2x1 + 19 = 0 (2.2.&)
1 — 3.’[2 = —-10

je napiiklad vynédsobeni rovnice (2.2.b) dvéma, podle pravidla (E2), a pfi¢teni rovnice
(2.2.a) k upravené rovnici (2.2.b), v souladu s pravidlem (E3). Upravené soustava bude

mit tvar

—2x1 + x9 = 0
— bxo = —20

Z rovnice (2.3.b) vypoc¢teme x2 = 4 a po dosazeni do rovnice (2.3.a) dostaneme

—211 +4 =0, (2.4)
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Kapitola 2. Upravy a teSeni soustav linedrnich rovnic

odkud z; = 2. Dosazenim do (2.2) si ovéfime, Ze jsme opravdu ziskali feSeni soustavy
(2.2).

Ekvivalentni ipravy maji tu vlastnost, Ze jejich pomoci miizeme z upravené soustavy
ziskat zpét ptivodni soustavu. Napfiklad soustavu (2.2) mtizeme dostat ze soustavy (2.3)
tak, Ze rovnici (2.3.a) odecteme od rovnice (2.3.b) a takto upravenou rovnici (2.3.b)
vynasobime ¢islem %

Obecné plati:

e Jestlize soustava S’ vznikla ze soustavy S vzdjemnou vyménou i-té a j-té rovnice
podle pravidla (E1), pak tatdz iprava pouzita na S’ nés piivede zpét k S.

e Jestlize soustava S’ vznikla ze soustavy S nasobenim i-tého fadku nenulovym ¢islem
a podle pravidla (E2), pak nasobenim téhoz fadku soustavy S’ ¢islem é obdrzime
zpatky soustavu S.

o Jestlize soustava S’ vznikla ze soustavy S pfictenim a-nasobku i-té rovnice k j-té
rovnici (i # j), pak pfi¢teni (—a)-ndsobku i-té rovnice soustavy S’ k j-té rovnici
soustavy S’ vede opét k S.

Dvé soustavy linearnich rovnic nazyvame ekvivalentni soustavy, jestlize jednu
z nich lze ziskat z druhé ekvivalentnimi upravami. Jelikoz feSeni ptivodni soustavy je

také fesenim upravené soustavy a upravenou soustavu mizeme ekvivalentnimi tipravami
prevést na pivodni soustavu, plati nasledujici véta.

Véta: Jsou-li dve soustavy linedrnich rovnic ekvivalentni, potom maji stejne resent.

2.2 Maticovy zapis

P1i tpravé rovnic si mtizeme usetfit praci, kdyz nebudeme opisovat neznamé. Sou-
stavé rovnic (2.1) bude v tomto tsporném zapisu odpovidat tabulka

ail ... Qin bl
, (2.5)

aml --. Amn bm

kterou nazyvame rozdirend matice soustavy (2.1). Cést tabulky bez posledniho
sloupce se nazyva matice soustavy (2.1). Posledni sloupec se nazyva pravd strana
soustavy. Pokud budeme mluvit o tabulce, jako je matice soustavy, bez odkazu na
soustavu, budeme ji nazyvat strucné matice.

Ekvivalentnim tpravam soustavy rovnic odpovidaji operace s radky rozsitené matice
soustavy, které nazyvame elementarnt (7adkové) operace:

(el) Vzajemna vyména libovolnych dvou fadki.
(e2) Nésobeni nékterého fadku nenulovym ¢islem.
(e3) Pfi¢teni nasobku nékterého fadku k jinému fadku.

Méame-li dvé matice, z nichz jedna vznikla z druhé pomoci elementarnich radkovych
operaci, fikame, Ze matice jsou 7adkové ekvivalentni. Vétu 2.1 si miuZeme vyjadrit
pomoci novych pojmii.
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2.8 Uprava na schodovy tvar

Véta: Maji-li dve soustavy linedrnich rovnic vadkove ekvivalentni rozsirené matice,
potom magji stejné resent.

Upravu soustavy (2.2) na (2.3) miizeme zapsat pomoci elementérnich operaci ve tvaru

2 1] 0 —2 1| 0
{ 1—3’—10]21‘2—1—1‘1'_)[ 0—5’—20}' (2:6)

2.3 Uprava na schodovy tvar

Podivejme se, jak muzeme pomoci elementarnich fadkovych operaci prevést matici
(2.5) na tzv. schodovy tvar, tj. na tvar, v némz jsou prvni nenulové prvky radku
zvané vedouct prvky uspordadany jako schody klesajici zleva doprava. Pozaduje se
pritom, aby vedouci prvky nebyly nad sebou a aby vSechny pripadné nulové radky byly
dole. Prikladem matice ve schodovém tvaru je pravd matice ve vyrazu (2.6) nebo matice

022 032
A:[ggg], B=|[002|, C=(000
000 000

Pfi tpravé matice vyuzijeme pozorovani, Ze je-li v matici (2.5) prvek a;; nenulovy, pak
vynasobime-li i-ty fadek této matice ¢islem —ay;/a;; a pricteme-li ho ke k-tému radku,
bude mit upravena matice v k-tém radku a j-tém sloupci prvek

agj + (—akj/aij) ai; = 0. (2.7)

Pokud je prvek aj; nenulovy, 1ze takto transformovat matici (2.1) na tvar

all] a12 ... Qin bl
1 1 1

0 a3y ... ag, | b3
1 1 1

0 apy - - Ay | by,

Pokud bude také prvek a%z nenulovy, mizeme obdobné dosdhnout pomoci elemen-
tarnich fadkovych operaci, aby i pod nim byly v upravené matici nuly. Bude-li pokazdé
ai; 1 -4 0, dostaneme nakonec matici (2.8) ve schodovém tvaru s nenulovymi prvky

ail, a%Z, Ce allzlzl.
ail ai ... aik ... Qain b1
0 a%Q - @%k o a%n b%
k—1 k—1 k—1
0 0 A N A (2.8)
0 0 ... 0 ... 0 [bf,
o o0 ... 0 ... 0 0
i 0 O 0 0 0 ]
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Kapitola 2. Upravy a teSeni soustav linedrnich rovnic

Rozlozeni nenulovych prvki v levé ¢asti upravené matice soustavy pripomina troji-
helnik, proto iikdme, Ze matice je v trojihelnikovém tvaru. Upravu na trojthel-
nikovy tvar lze provést i v pripadé, ze pokazdé, kdyz aé;l = 0, je mozno nalézt prvek
aj.l-_l # 0,7 > i. Staci vzajemné vymeénit pred tpravou i-ty a j-ty fadek.

Kazdou matici vSak nelze elementarnimi fadkovymi tipravami prevést na trojihelni-
kovy tvar. Kdyby byl napriklad cely prvni sloupec nulovy, nebyli bychom schopni zadnou
radkovou tpravou zajistit, aby se do levého horniho rohu upravené matice dostal nenulovy
prvek. V takovém piipadé bychom pfesli na tipravu prvniho nenulového sloupce. Ob-
dobné bychom postupovali i pti apravé dalsich radki. Nedospéli bychom vsak k matici
(2.8), ale k obecnéjsi matici ve schodovém tvaru.

Varovani: Z naSich uvah vyplyva, Ze postupnym provadénim ekvivalentnich tprav
dostaneme soustavu, ktera ma stejné feseni jako ptivodni soustava. Neprovadime-li na-
slednou tpravu na upravené matici, mtzeme se dopustit chyby. Naptiklad Gpravami

1111 1 11 1 111 1
211 ]0|rp—13—1]0 10| -1 — [0 1 0| —1
2 01 ] 1]r3—r19 0 -1 0 1 |r3+4+r19 00O 0

dostaneme rozsifenou matici soustavy, kterda mé jiné reSeni nez soustava odpovidajici
puvodni matici soustavy. Této chybé se mizeme vyhnout tak, ze vybereme néktery pevné
zvoleny tadek, ktery neupravime, ale pouzijeme ho k tpraveé ostatnich radkt. Napiiklad
upravy

1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 11 0O|lrg—2r; — | 0 -1 —1 —2 — | 0 -1 —1 2
2 01 1 rs — 21‘1 0 -2 -1 —1 rs — 21‘2 0 0 1 3

jsou ekvivalentni.

2.4 Zpétna substituce

Nyni si ukdzeme, jak ziskat feSeni soustavy s matici ve schodovém tvaru. Budeme
rozlisovat tii pripady:

e Jestlize posledni nenulovy radek rozsifené matice soustavy méa nenulovy pouze po-
sledni prvek bz 11, pak tomuto fadku odpovida rovnice
_ 1k
0= bk:—&—l?

z 7’ k A v Ve v/ v ’ ,
ktera nemé pro byy1 # 0 TeSeni. V tomto pripadé tedy dand soustava nema
resent.

o Jestlize rozsifena matice ma trojthelnikovy tvar (2.8) s k = n, b ., =0a aﬁ;l # 0,
1 =1,...,n, pak n-td rovnice ma tvar

n—1 _ n—1
Ay Ty = by

ze které snadno vypocteme z,,. Po dosazeni do predchozich rovnic zbude v (n — 1)-ni
rovnici jedina neznama, kterou také snadno vypocteme. Budeme-li takto postupovat
déale, uréime snadno jediné resent soustavy.
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2.5 Gaussova eliminace

e Jestlize rozsifend matice mé obecny schodovy tvar, pak z kazdé rovnice soustavy
vyjadiime neznamou, kterd odpovida vedoucimu prvku. Postupnym dosazovanim
od posledniho fadku dostaneme vzorce pro neznamé odpovidajici vedoucim prvkim
vyjadrené pomoci neznamych na pravé strané. V tomto pripadé ma soustava neko-
necéné mnoho reseni.

2.5 Gaussova eliminace

Vypocetni postup pro feseni soustav linearnich rovnic, se kterym jsme se pravé se-
znamili se nazyva Gaussova eliminace. Prvni krok, redukce na schodovy tvar, se pfi
FeSeni soustav nazyva dopredna redukce, zatimco feseni soustavy se schodovou matici
se nazyva zpétna substituce.

Priklad 2.1. Soustava s jedinym resenim.

ResSme soustavu

219 + 313 = 2
o+ 3 =0 (2.9)
T + x3 =4

~

RESEN{: Ekvivalentnimi fadkovymi ipravami dostaneme postupné

023 r3 10114 1014
011 — 10110 —l011]0]. (2.10)
101 ol 023 | 2]|r3—2r 001/ 2

Resenim rovnic, které odpovidaji matici napravo, dostaneme postupné z3 = 2, 9 =
= —x3 = —2,x1 =4 — x3 = 2, coz je jediné FeSeni nasi soustavy (2.9). 0

Priklad 2.2. Soustava, kterda md nekonecné mnoho resend.

Resme soustavu
r1 + 29+ x3=1

r1 — I3 = 1 (2.11)
To + 223 =0
RESEN{: Ekvivalentnimi tipravami dostaneme postupné
11 1|1 1 1 1|1 1 1 11
10 -1 | 1|rpg—1r1+— 1|0 -1 =210 — |0 -1 =2 [ 0
01 210 0 1 2|0 |r3+r 0 0 01O

Posledni matice je rozsifenou matici soustavy

1+ 220+ 23=1

— T2 — 2]}3 =0 (2-12)
0=0

Posledni rovnice nenese zadnou informaci.

Z ptredposledni rovnice vypocteme xy pomoci 3, tj. xo = —2x3. Po dosazeni za w9
do prvni rovnice dostaneme x; = 1 + x3. Soustava ma tedy nekonecné mnoho feseni ve
tvaru x3 libovolné, xro = —2x3,x1 = 1 + x3. Mlzeme je zapsat také pomoci libovolného
parametru p ve tvaru xs = p,xo = —2p,x1 = 1 + p.
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Kapitola 2. Upravy a teSeni soustav linedrnich rovnic

Poznamka: M4-li soustava nekone¢né mnoho feseni, je mnozina feseni urcena jedno-
znacneé, nikoliv vsak jeji parametrizace, tj. analyticky tvar. Napriklad zo = p, 23 = —%p
axr = —%p + 1 je jiny tvar téhoZ Teseni. ]

Priklad 2.3. Soustava, kterd nemd resent.

Resme soustavu
2x1 + a9 = 2

1+ 229 — x3= 1 (2.13)
4r1 + dxg — 223 = —1

RESENI: Ekvivalentnimi Gipravami rozsifené matice soustavy dostaneme postupné

21 0 2 21 0 2 21 0 2

1 2 -1 1 |[2rg—11 — |0 3 -2 0 — | 0 3 —2 0

4 5 =2 | —1 |r3—2n 0 3 -2 | =5 |r3—r9 00 0] =5

Posledni rovnici 0x1 + 0z 4+ 0x3 = —5 nelze splnit zddnou volbou 1, x2, 3. Soustava
proto nema tesSeni. O

2.6 Gauss-Jordanova metoda

P1i ekvivalentnich tpravach se nemusime zastavit u schodového tvaru. Jestlize po-
délime kazdy fadek (tj. prvky kazdého Fadku) vedoucim prvkem a pomoci transformace
(2.7) upravime matici dale tak, aby i nad vedoucim prvkem kazdého fadku byly nuly,
dostaneme matici v normovaném schodovém tvaru.

Gauss-Jordanova metoda se od Gaussovy eliminace lisi tim, Ze se pfi dopiedné
redukci upravi rozsifena matice soustavy na normovany schodovy tvar misto na schodovy
tvar. Zpétna substituce je pak snadnéjsi a nemusi se provadét od posledni rovnice.

Napiiklad dodate¢nou tpravou rozsifené matice soustavy (2.10) dostaneme

1 01 |4 |r;—rs 100 2

01 1|0|rg—r3+— 1010/ -2

001 |2 0 01 2
Reseni soustavy se nachazi v poslednim sloupci matice vpravo, nebot rovnice, které od-
povidaji rozsifené matici soustavy napravo, jsou r1 = 2,29 = —2 a 13 = 2. m

2.7 Pracnost reSeni

Gaussova eliminace je velmi efektivni metoda pro ru¢ni feseni malych soustav a pro
pocitacové feseni soustav stovek az tisicii rovnic. Metoda je velmi efektivni i pro poci-
tacové Teseni vétsich soustav se specialni strukturou rozlozeni nenulovych prvki, ktera
usnadnuje doprednou redukci soustavy. Pro rozsahlejsi soustavy existuji efektivnéjsi me-
tody, které se rozvijeji i v soucasné dobé.

Pracnost feseni soustavy metodou Gaussovy eliminace lze vystizné charakterizovat
poc¢tem nasobeni. Piimym vypoctem lze ovérit, ze pro m = n vyzaduje dopredna redukce
%(2n + 1)(n + 1)n nésobeni, zatimco zpétna substituce vyzaduje asi %n(n — 1) nésobeni.
Pro velka n pritom plati

1 1 4 1
6(271 + 1)(n+ 1)n ~ 3 @ én(n —1) ~ oLk
Doptedna redukce je tedy podstatné pracnéjsi nez zpétna substituce.
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2.1 Pracnost reseni
Priklady k procviceni:
Cviceni 2.1. Zduvodnéte, pro¢ neni zadné z matic
01 00 01 01
S L R AL Y
ve schodovém tvaru.

Cviceni 2.2. Najdéte schodovy tvar matic A, B, C, D ze cviceni 2.1.

Cviceni 2.3. Najdéte vSechna feseni soustavy

201 — a2+ 13 — x4 =
T1 + 229 — 23+ 4= 2
r1 — 3x9 + 223 — 214 = —1

Cviceni 2.4. ResSte soustavu

1 + T2 =0
r1 + 2x9 + 23=0
T + 223 =4

a) pomoci Gaussovy eliminace.

b) pomoci Gauss—Jordanovy metody.
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3. Aritmetické vektory

V rovnicich, které popisuji elektricky obvod na obr. 1.1, se vyskytuji skupiny velicin,
jako je x1,x2,x3 nebo Iy, I, I3, 14, kterym lze pfipsat spolecny fyzikalni vyznam; zde
potencialy nebo proudy obvodu z obr. 1.1.

V této kapitole budeme zkoumat, jak se s takovymi skupinami manipuluje vcelku,
coz nam umozni jednodussim zptisobem zapsat vztahy podobné tém, kterymi jsme se
zabyvali v predchéazejicich kapitolach, aniz bychom méli pred sebou stale vSechny detaily.
To nas privede k aritmetickym vektorim a operacim s nimi.

3.1 Aritmetické vektory

n-rozmérny aritmeticky vektor je usporadand n-tice ¢isel, jejiz prvky se nazyvaji
slozZky. Tyto uspotadané n-tice budeme zapisovat do hranatych zavorek do fadkd nebo
sloupct. Napriklad vektor proudi obvodu z obr. 1.1 muZeme definovat predpisem i =
= [I1, 12, I3, 14].

Aritmeticky vektor je urcen svymi slozkami. Jestlize v je aritmeticky vektor, pak
i-tou slozku vektoru v budeme znacit [v]; (napt. [i]; = ;).

Pocet slozek aritmetického vektoru nazyvame jeho rozmérem nebo téz dimenzi.
Napfiiklad vektor u = [1, 2] je dvourozmérny vektor, i je ¢tyfrozmérny.

Dva aritmetické vektory u a v povazujeme za stejné (piSeme u = v), jestlize maji
stejnou dimenzi n a stejné odpovidajici slozky, tj. [u]1 = [v]1, ..., [u]p = [v],. Vektory u
a v, které nejsou stejné, jsou ruzné (piseme u # v). Jestlize tedy u = [1,2] av = [2, 1],
pak [u]; = 1, [v]; = 2, takze u # v.

Dvourozmérné nebo tiirozmérné aritmerické vektory si mizeme znazornit v dané
kartézské soustaveé souradnic Sipkami vedoucimi od pocatku do bodi, které maji stejné
soutradnice jako prislusné vektory. Tyto Sipky se také nazyvaji polohové vektory pii-
slusnych bodu. JelikoZ vSechny Sipky vychazi z jednoho bodu, nazyvaji se také vazané
vektory.

Kazdy aritmeticky vektor u dimenze dvé nebo tfi definuje zobrazeni posunuti py,
které kazdy bod A posune do polohy py(A) tak jako na obr. 3.1. KaZdy aritmericky
vektor dimenze dvé nebo tfi si tedy mizeme predstavit také jako zobrazeni posunuti.

Zobrazeni py je urceno libovolnou rovnobézné prenesenou kopii polohového vektoru u
s pocatkem v kterémkoliv bodu. Rovnobézné kopie vektoru u miizeme proto povazovat za
rizné reprezentace jednoho a téhoz aritmetického vektoru. V takovém piipadé mluvime
o volngych vektorech.

Aritmetické vektory dimenze vyssi nez tfi si nemiiZzeme predstavit jako Sipky. Muzeme
si je vSak predstavovat jako funkce definované na indexech slozek, jako na obr. 3.2.
Soucin skalaru (¢isla) o a aritmetického vektoru u = [uy, ..., uy] je vektor au
definovany predpisem

au = |ouy, ..., o). (3.1)

Pro slozky au tedy plati
[au]; = aful;, i=1,...,n, (3.2)

napriklad
3[1,2] = [3-1,3-2] = [3,6],

[3[1,2]], =3-1=3, [3[1,2]],=3-2=6.
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3.1 Aritmeticke vektory

>
0 1
Obr. 3.1: Volné a vazané vektory.
A
-+ + +
2
+ o+ +
1
| | | | >
0 1 2 3 4

u+v v
u
0 A
a) Vazané vektory b) VoIné vektory
Obr. 3.3: Soucet vektort.
Soucet aritmetickych vektoru u = [uy, ..., uy|av = [v1,...,v,] stejné dimenze
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Kapitola 3. Aritmeticke vektory

je vektor u 4+ v definovany predpisem
u+v=1[u +v,...,u, + vy (3.3)
Pro slozky u + v tedy plati
[u+v=[u)i+[v)i =1...,n, (3.4)

napriklad
[1,2] +(2,3] = [1 + 2,2+ 3] = [3,5],
[1,2]+[2,38]], =14+2=3, [[1,2]+[23]],=2+3=5.

Soucet dvourozmeérnych nebo tiirozmérnych aritmetickych vektori 1ze znédzornit jako

na obr. 3.3.

Snadno se ovéri, ze pro libovolna ¢isla «, § a vektory u,v,w stejné dimenze plati:

ut(v+w)=(u+v)+w (3.5.a)
ut+v=v+u (3.5.b)
au+v) =au+av (3.5.¢)
(a + f)u = au + fu (3.5.d)
a(fu) = (af)u (3.5.¢)
lu=u (3.5.f)

Diikazy téchto tvrzeni se provadi po slozkach s vyuzitim definic a vlastnosti Cisel.
Napfiklad vztah (3.5.f) dokdzeme pomoci vztahu (3.2) a vlastnosti ¢isla 1. Pro libovolnou
slozku ¢ dostaneme

[Tui = 1u]; = [u;, (3.6)

coz dokazuje (3.5.f).
Nové pojmy nam umoznuji alternativni zapis vztahi z 1. kapitoly. Naptiklad vztah
(1.1) lze zapsat ve tvaru

Uy 1 0 1
| | -1 1 0
Us =1 + x9 1 + x3 1 (37)
N 0 1 -1
3.2 Nulovy a opacny vektor
Pfi pocitani s vektory mé zvlastni dlohu vektor o = [0,...,0], ktery se nazyva

nulovy vektor, nebot ma pri s¢itani vektora stejnou tlohu jako ¢islo nula pii s¢itani
¢isel. Nulovy vektor dimenze n budeme znacit o, nebo o, kdyz lze urcit n z predpokladu,
Ze vyraz, ve kterém se vyskytuje, ma smysl. Je-li u libovolny n-rozmérny vektor, pak
nulovy vektor dimenze n je jediny nulovy vektor o, ktery splnuje

u+o=u (3.8)
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3.2 Nutovy a opacny vektor

Je-1i vektor u = [uy, ..., uy,| libovolny aritmeticky vektor, pak se vektor
—u=[—ujp,...,—uy] = (=1)u (3.9)
nazyva opacény vektor k vektoru u. Opacny vektor je jediny vektor, ktery spliuje
u+ (—u) = o. (3.10)

Jestlize u a v jsou libovolné aritmetické vektory stejné dimenze, pak jediny vektor x,
ktery spliuje
ut+x=v (3.11)
lze zapsat ve tvaru

X =vVv+(—u) =(—u)+v. (3.12)

Poznamka: V rovnici (3.12) jsme se vyhli zdpisu x = v — u, protoZe se v ném
vyskytuje rozdil aritmetickych vektorti, ktery jsme si zatim nedefinovali. Mohli bychom
to ovSsem snadno dohnat predpisem

v—u=v+(—u). (3.13)
Priklady k procviceni:

Cviceni 3.1. Vypoctéte, pripadné oznacte vyrazy, které nejsou definovany:
a) 3[1,2]
b) [1,2] + [3,4]
c) [L,2]+11,2,3]
Cvicéeni 3.2. Necht tfi pracovnici P, P», P3 maji hodinové mzdy 50, 80 a 120 K¢

v pracovni dny a 60, 100 a 150 K¢ v sobotu a v nedéli. Oznac¢me si p = [50, 80, 120],
s = [60, 100, 150).

a) Vycislete 40[p]; a [40p + 8s]a.
b) Jaky je vyznam 40[p|; ve slovnim vyjadieni?

c) Jaky je vyznam [40p + 8s|2 ve slovnim vyjadieni?

Cviceni 3.3. Necht u = [1,2] a v = [2,4]. Vypoctéte vektor, ktery spliiuje u 4+ x =
= V.

Cvi€eni 3.4. Dokazte vztah (3.5.a).

21



4. Matice a vektorové operace

vektort. Napiiklad tfi sloupcové vektory na pravé strané vyrazu (3.7) obsahuji informaci
o spojeni uzli sité z obrazku 1.1, takze spojeni uzli sité je popsano tabulkou

1 0 -1
-1 1 0

c=| "7, 1| (4.1)
01 -1

Podobné tabulky vznikaji v mnoha dalsich situacich, s nimiz se postupné sezndmime.
Nejsou pro nds tplnou novinkou, nebot jsme je v ¢asti 2.2 pouzili ke struénému zapisu
soustav rovnic a zavedli jsme si pro né nazev matice. Nyni budeme matice povazovat za
svébytné matematické objekty a naucime se s nimi pocitat. V této kapitole se omezime
na rozsifeni operaci s¢itani a nasobeni skalarem na matice.

4.1 Definice a oznaceni

Necht jsou dany prvky aii, ais, ..., amn z dané mnoziny F, jejiz prvky lze scitat a
nasobit obdobné jako ¢isla. Prvky mmnoziny F nazyvame také skalary. Matice typu
(m,n) (struéné m x n matice) je obdélnikova tabulka

ailp ... Qain

aAml --- Amn

kterd ma mn prvkid a;; usporddanych do m radkd rﬁ an sloupcu S}A, takze

A
r
. A A
A= : :[sl,.. ,sn],
A
rm
A A .
r, = [ail,...,ain], Sj = .
amj
Strucné piseme téz A = [a;;]. Mnozinu vSech matic typu (m,n) s prvky z mnoziny F

budeme znacit F""

Jestlize m = n, pak se A nazyva étvercovd matice tadu n. Matici typu (1,n)
nazyvame radkovym vektorem iadu n, matici typu (m, 1) nazyvame sloupcovgm
vektorem tadu m. Kromé fadkd a sloupci matice A je vyznacnou c¢asti matice jeji
diagondla tvotena prvky aii,...,ass, s = min{m,n}. Diagonala matice C z (4.1) je
tedy tvorena prvky 1,1, —1.

Matice obvykle znac¢ime velkymi pismeny, kterd mohou byt vysazena tuéné. Prvek
v i-tém Tadku a j-tém sloupci matice A budeme znacit [A];;, takze pro matici C z (4.1)
plati [C]a; = —1. Mnozinu F, ktera obsahuje prvky matice budeme v piipadé potieby
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4.2 Nasobent matice skatarem a scitani matic

specifikovat prislusnym pridavnym jménem, takze budeme mluvit o realnych maticich,
komplexnich maticich, polynomialnich maticich atd.

Dvé matice A a B povazujeme za stejné (piseme A = B), jestlize jsou stejného
typu a maji stejné odpovidajici prvky, tj. [A];; = [B];;. Matice A a B, které nejsou
stejné, jsou ruzné (piseme A # B). Napiiklad

broa i[5

4.2 Nasobeni matice skalarem a scéitani matic

Operace s¢itani a nasobeni ¢islem (skaldrem), které jsme si zavedli pro aritmetické
vektory, mizeme prirozené rozsirit na matice. Soucin skalaru o a matice A je matice
aA stejného typu jako A definovana predpisem

[C(A]Z']' = Oé[A]Z] (4.2)

[o1]- 1]

Obdobné soucet matic A a B stejného typu je matice A + B stejného typu jako
A a B definovana predpisem

Napriklad

[A + BJ;; = [A];j + [Bli;. (4.3)

R R

Pro ilustraci smyslu praveé zavedenych operaci s maticemi oznacme L a P matice
doby letu a ¢asovych naroki na dopravu z centra mésta na letisté a zpét v minutach mezi
meésty Ostravou (O), Prahou (P) a Brnem (B).

Napriklad

O P B O P B

O] 0 50 40 O 0 100 100

L= P |5 0 30|, P= P | 100 0 100
B|40 30 O B | 100 100 O

Pak matice T = L + P obsahuje ¢as potfebny na cestu mezi uvazovanymi mésty v mi-
nutach. V matici 6—10T je tentyz ¢as v hodinach.

Jelikoz obé nové operace jsou definovany po slozkach, obdobné jako odpovidajici
operace pro aritmetické vektory, plati pro jakékoliv ¢iselné matice A, B, C stejného typu

a pro libovolné skalary «, 5 vztahy obdobné vztahtim (3.5):

A+B+C)=(A+B)+C (4.4.a)
A+B=B+A (4.4.b)

a(A 4+ B) = aA + aB (4.4.c)
(a4 B)A = aA + fA (4.4.d)
a(FA) = (aB)A (140)

1A =A (4.4.1)
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Kapitola 4. Matice a vektorove operace

4.3 Nulova matice a odeditani matic

P1i s¢itani matic ma obdobnou tlohu jako nula pii s¢itani ¢isel nebo nulovy vektor
pri séitani vektori nulova matice

jejiz vSechny prvky jsou nuly. Snadno se ovéri, ze pro libovolnou matici A a nulovou
matici stejného typu plati

[A + OJ;; = [A]ij + [O]ij = [Alij + 0 = [A]j,

takze
A+0O0=A. (4.5)

Nulovou matici typu (m, n) znac¢ime také Oy, avsak indexy obvykle vynechavame, kdyz
je lze urcit z predpokladu, zZe dany maticovy vyraz ma smysl.

Obdobné, jako jsme si zavedli po slozkach opacny vektor, mizeme ke kazdé Ciselné
matici A definovat matici opaénou —A predpisem

[—Ali; = [(_1)A] ij —[Aly, (4.6)

takze plati
A+(-A)= O (4.7.a)
—-A =(-1A (4.7.b)

Jestlize matice A a B jsou libovolné matice stejného typu, pak jedinou matici X,
ktera spliuje

A +X =B,

lze zapsat ve tvaru
X=B+(-A)=(—-A) +B. (4.8)

rozdil matic predpisem
A —-B=A+(-B).
4.4 Matice rozdélené na bloky

V nékterych pripadech je vyhodné rozdélit danou matici pomoci vhodné zvolenych
horizontalnich ¢i vertikalnich ¢ar na mensi matice, zvané téz submatice nebo bloky.
Napfiklad néasledujici matici typu (3, 4) mizeme rozdélit na ¢tyfi bloky

10[12
A= 2131:[ (4.9)
54(01
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4.4 Matice rozaelene na 0loky

Matice, jejichz prvky jsou usporadany do bloki, nazyvame blokové matice.

Rozdéleni na bloky je uzitecné pii odvozovani vztahi, ve kterych figuruji ¢asti matice,
a pfi manipulaci s velkymi maticemi, nebot ty mohou byt postupné provadény po blocich.
Napftiklad, je-li matice B typu (3, 4) rozdélena na bloky P, Q, R, S, stejné jako matice
A z (4.9), pak

_ [aC aD [cD],[PQ] [C+P D+Q
aA_{aE aF]’ A+B_lE F}JF{R S]_{EJrR F+S |

Pro blokové matice pouzivame obdobnou terminologii jako pro bézné matice, takze
mluvime o blokové diagonale nebo o blokovych radcich. Napiiklad matice

1
2
0

O = W
OO O

ma nenulové pouze diagonalni bloky.
Priklady k procviceni:

Cviceni 4.1. Urcete, pro které dvojice nasledujicich matic lze vypocitat soucet:

[\]

1
12 20
s=3i) mefai) e [0

Cviceni 4.2. Urcete, pro kterd z, vy, z je splnéna maticova rovnost

)] - 1)

Cviceni 4.3. Obchodni sif mé 3 prodejny, které prodévaji 2 produkty spotiebni
elektroniky. Ptedpokladejme, Ze odbyt v prvnim a druhém pololeti je zapsan do matic
P a D typu (3,2) tak, Ze v i-tém fadku a j-tém sloupci je prodej j-tého produktu v i-té
prodejné. Necht

120 100 140 120
P=| 8 120 |, D= | 100 100
100 80 160 180

a) Vypoitéte S=P +Da A = 1(P + D).
b) Jaky je vyznam prvki [S]o; a [A]e?

Cviceni 4.4. Dokazte vztah (4.4.a).
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5. Nasobeni a transponovani matic

5.1 Nasobeni matice a vektoru

Znovu se vratme ke vztahu (3.7). Jeho prava strana je sestavena ze slozek vektoru
T
X = |2

T3

a ze sloupct matice C z (4.1). Takovy vyraz budeme povazovat za sou¢in Cx matice C
a sloupcového vektoru x, takze
Cx = mls? + xgsg + 1‘38?():.

Obecné definujeme soucin matice A = [a;;] typu (m,n) a sloupcového vektoru
x = [z;] dimenze n predpisem

y = Ax =z + .+ x50 (5.1)
Rozepsénim definice (5.1) po slozkach dostaneme
lyli = [Ax]; = apnz1 + ... + aipxy = r;-Ax. (5.2)

Toto pravidlo si miizeme znazornit pomoci:

A X
71
vi |l = a1 ...  ain ‘ (5.3)
% .
Tn,

Jako priklady nasobeni matice a vektoru si uvedme

aip aig || 1| _ | anr1 + 6122
az azz || T2 az1r1 + agrs |’
1
210] | _[ 2-1+1-2+0-3] _[4
—-131 3 S -1-14+3-24+1-3| |8]

Pro libovolné matice A, B typu (m, n), n-rozmérné vektory u, v a skalar « plati:

A(ou) = a(Au) = (@A)u (5.4.a)
A(u+v) = Au+ Av (5.4.b)
(A+B)u= Au+ Bu (5.4.c)
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5.2 Nasobent matic

Rovnosti (5.4) se dokazuji po slozkach. Tim se vlastné redukuji na dikaz tvrzeni
pro matice typu (1, n). Naptiklad s pouzitim definic a vlastnosti s¢itani a nésobeni ¢&isel
dostavame

[A(u + V)L = rf‘(u +v) = aj1(ur +v1) + ...+ ain(up + vy) =

= (aﬂul + ...+ amun) + (ailvl + ...+ amvn) =
= rfu + r?v = [Au]; + [Av];,

coz dokazuje (5.4.b).
Pomoci souc¢inu matice a vektoru si mizeme strucné zapsat vztahy mezi napétim,
potencialy a proudy obvodu z obr. 1.1. Oznac¢me si

Up . L 0
1
u= Us , X=|x2|, 1= Ly , c¢c=|—101,
Us x s 10
Us 5 Iy
10 -1 RfY 0 0 0
1-1 0 0 Lo
c= |t % e o1 1 1|, D= O 00 5y
01 —1 011 0 0 Ry' 0
01 —1 0 0 0 Ry
Potom (1.1), (1.2) a (1.4) lze zapsat postupné ve tvaru
u=Cx, i=Du a (-Chi=c.
Postupnym dosazenim s pouzitim —C" = (—1)C' dostaneme
~C'(D(Cx)) =c. (5.6)

Specifikaci matice D, dosazenim z3 = 0 a vynechanim posledni slozky vektorii na obou
stranach rovnice (5.6) dostaneme vyraz ekvivalentni (1.5). O

5.2 Nasobeni matic

Ackoliv jsou koeficienty rovnice (1.5) plné uréeny maticemi C', D a C, vyraz (5.6)
nam je umoznuje vypocitat pouze s pomoci neznamych potenciali x1, x2, 3. Nasim cilem
ted bude toto omezeni prekonat.

Podivejme se nejprve podrobnéji na vyraz D(Cx). S pouzitim (5.4) dostaneme

D(Cx) =D (xls? + mgsg + xgsg) = xle? + ngSQC + ngsg,
odkud s pomoci nového oznaceni

DC = |Ds®, Ds$, Ds§ 5.7
1 2 3
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Kapitola 5. Nasooeni a transponovani matic
a definice sou¢inu matice a vektoru (5.1) dostaneme
D(Cx) = (DC)x.

Vztah (5.7) je vzorem obecné definice souc¢inu matic. Jestlize A je matice typu (m, p)

a B je matice typu (p, n), pak souéin matic A a B je matice AB typu (m, n) definovana
predpisem

AB = |AsB, . AsB|. (5.8)

Rozepiseme-li si tuto definici po slozkach, dostaneme

[AB]Z] = ailblj + ...+ aipbpj = I‘ZAs;3 (59)
rfsB .. rfsP rB
rﬁ;sllg ... rAsB rAB

Pfi odvozeni rovnosti (5.10) jsme pro kazdy fadek pouzili definici (5.8) s tim, Ze za
levou matici jsme si postupné dosazovali fadky matice A. Pravidlo pro nasobeni matic
lze také znazornit pomoci

AB A B
blj
[AB]” = ;1 e Qip
- .
bp;

Jako priklady nasobeni matic si uvedme

{all (112} [511 512} _ {allbll + aizbyr  a11biz + a12b22}

a1 a2 | | ba1 b2 a21b11 + ag2ba1  a21b12 + ag2bao
2 1 192 2-1+1-0 2:241-1 2 5
0 -1 l()l]— 0-1—1-0 0-2—1-1| = 0 -1
-2 3 —-2-14+3-0 —-2-24+3-1 -2 —1

Povsimnéme si, ze definice sou¢inu dvou matic je zvolena tak, aby platilo
A(Bx) = (AB)x (5.11)

pro libovolné matice A, B a sloupcovy vektor x, pro které ma alespon jeden z vyrazt
vyznam. Levou stranu rovnice (5.6) tedy miZeme zapsat ve tvaru soucinu matice a
vektoru x, nebot

~C'(D(Cx)) = —(C'D)(Cx) = —((C'D)C)x.

Na moznost vynechani vnitinich zévorek se podivame v ¢lanku 5.3.
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9.8 Praviala pro nasobent matic
5.3 Pravidla pro nasobeni matic

Z definice (5.8) vyplyva, Ze pro sou¢in matic plati obdobna pravidla jako pro nasobeni

matice a vektoru (5.4), takze pro skaldr o a matice A, B, C plati

A(aB) = o(AB) = (¢A)B (5.12.a)
A(B+C)=AB+ AC (5.12.b)
(A +B)C = AC + BC, (5.12.c)

kdykoliv jsou piislusné vyrazy definovany. Tato pravidla pfipominaji znadma aritmeticka
pravidla pro pocitani s ¢isly.
Pro néasobeni matice A typu (m, p), matice B typu (p, ¢) a matice C typu (g, n) plati
také asociativni zakon
A(BC) = (AB)C, (5.13)

nebot podle definice souc¢inu matic a (5.11)

n

A(BC) = A [Bs?,...,Bsgj‘] - [A(BS?),...,A(BSC) -

— [(AB)sf,... (AB)s{| = (AB)C,

Z asociativniho zakona (5.13) plyne, Ze vysledek soucinu tii matic nezavisi na rozmis-
téni zavorek, které proto muzeme vynechat. Indukci lze dokazat obdobné tvrzeni i pro
soucin vice nez tfi matic. Odtud specidlné vyplyva, ze mocnina ctvercové matice

AF = AA..-A
k

je definovana jednoznac¢né v tom smyslu, Ze nezéalezi na ,uzavorkovani* pfi jejim vycisleni.
Odtud bezprostiedné plyne

A+ — AA... A AA--- A = AFAL

k l

S pouzitim asociativniho zdkona mizeme upravit levou stranu rovnice (5.6) na
—(C"DC)x = c.
Stoji za povSimnuti, Ze tento vztah nam umoznuje vy¢islit matici soustavy nezavisle na

x, zatimco (5.6) ndm umoziioval pouze ovérit, zda pro dané x plati pfislusné rovnost.
Ulohu jedni¢ky pii ndsobeni matic ma jednotkovd matice

10 ...0
01 0
I= ,
0 0 1
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Kapitola 5. Nasooeni a transponovani matic

Jednotkovou matici fadu n znacime také I, avSak index obvykle vynechdvame, kdyz ho
miizeme urcit z predpokladu, ze dany maticovy vyraz ma smysl. Jestlize A je libovolna

matice, pak pro jednotkové matice prislusné dimenze plati

Al = A (5.14.a)
IA = A. (5.14.b)
Napriklad
A I
[ 1 11 0 i
1 a1 ... QAj5 ... Qin j 1 = Qjj. (515)
i 1 nl 0 1]
1 J n J

Zatim jsme si ukazali pravidla pro pocitani s maticemi, ktera jsou obdobna pravidlim
pro pocitani s ¢isly. To nas vSak nesmi vést k ukvapenému zavéru, ze se s maticemi pocita
uplné stejné jako s ¢isly. Naptiklad pro

a= i == o]

plati
12(]01 01 01|12 34
an= 53] [00) = [0s) ma=[00][33]=100) o
takze
AB # BA.

Navic plati

2 |01((01]

w2100 <0 on

Pro nasobeni matic tedy neplati komutativni zakon a mocnina nenulové ma-
tice muze byt nulova matice!

5.4 Transponované matice

Porovname-li matice C a C' v (5.5), zjistime, ze Fadky matice C jsou tvofeny sloupci
matice C' a obracené. Matici takto vytvorenou z dané matice nazyvame matici trans-
ponovanou. Formélnéji, k dané matici A typu (m, n) definujeme matici transponovanou
AT typu (n, m) pfedpisem

[AT] Al

Ji
1237 |}
456|
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Napriklad

[\]
W

5

w
(@]



9.9 Nasovbent a transponovant olokovycn matic

Snadno se ovéfi po slozkach, Zze pro matice stejného typu plati:
(A+B) = A" +Bf (5.19.a)
(@A) = aA’ (5.19.b)
Napriklad
[(A+B)],; =[A+Bl; = [A];; + [B]; = [A];; + [B];;.
Jestlize je A matice typu (m, p) a B je matice typu (p, n), pak plati:
(AB) =B'A" (1 (5.20)

Na prvni pohled prekvapiva identita plyne z toho, Ze transponovanim se vymeéni radky
se sloupci, takze

[(AB)TL]- = [AB];i = rf‘s? = (S?)T (r?)T = [BTAT]ij'

5.5 Nasobeni a transponovani blokovych matic

Jiz v casti 4.4 jsme vidéli, ze blokové matice lze sc¢itat podle stejnych pravidel po

vvvvvv

1 (a1121 + aax2) + ai3zs
ag age |azs | | 2 | = | (a2121 + azxe) + azsws
agy azz | asz | [ r3 (ag171 + azaxe) + azzws
mizeme zapsat pomoci oznaceni
B C [ a11 aio 1
{D E} = = | r2 (5.21)
| a31 a32 xs

ve tvaru
BC||ly| |By+Cz
DE||z| |Dy+ Ez|
Priklad lze zobecnit na vy¢isleni souc¢inu libovolnych blokovych matic. Jestlize
Ay ... Alp B ... By,
A = . |, B= Do
At ... Ay By ... By

jsou dvé blokové matice rozdélené na bloky tak, ze pocet sloupcti blokt A je stejny jako
pocet fadkt blokti By, pak se libovolny blok C;; souc¢inu AB vycisli podle pravidla

Cij = AilBlj + ...+ Aipoj- (5.22)

Pravidlo pro transponovani blokovych matic 1ze snadno pochopit, kdyz si prohlédneme,

jak se transponuji blokovy vektor a blokova matice (5.21). Dostaneme

I =loaln) = v )

Hig I

Obecnou blokovou matici tedy transponujeme tak, ze zaménime fadky se sloupci a
kazdy blok navic transponujeme.
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Kapitola 5. Nasooeni a transponovani matic
Priklady k procviceni:

Cviceni 5.1. Necht
30 01 10 12
m= o) p=[io) o= [30) a=[51]

MA, AM, PA, AP, AG, GA.

Vypoctéte

Popiste vysledky v terminech operaci s fadky ¢i sloupci matic.

Cvigeni 5.2. Vypoctéte C'C pro matice ze vztahu (5.5) a porovnejte vysledek
s matici soustavy (1.5).
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6. Inverzni matice

V této kapitole se vratime k feseni soustav linearnich rovnic, avsak elementarni upravy
z oddilu 2.2 budeme zapisovat pomoci maticovych operaci. Ziskdme tak nejen novy
pohled na znamé algoritmy, ale postupné se seznamime s matici, ktera se chova vzhledem
k nasobeni matic jako prevracené nenulové ¢islo vzhledem k nasobeni cisel.

6.1 Maticovy zapis elementarnich uprav

Nejprve si vSimnéme, Ze nasobeni matici zleva lze popsat jako manipulaci s radky
nasobené matice. Napfiklad pro matice T = [t;;] a A = [a;;] Ffadu dvé plati

TA — [tll tm] [I“{&] _ [tnr{* + t12r§]‘ (6.1)

A A A
to1 to22 r; to1ry + toory

Vhodnou volbou T pak miiZeme dosdhnout toho, aby matice A’ = TA byla pravé matici,
ktera vznikne z A zvolenou elementarni tpravou. Napriklad matice

01
v 1)
provede vyménu 1. a 2. fadku, tedy elementarni apravu (el) z oddilu 2.2.

K nalezeni vSsech matic, které realizuji elementarni tpravy z 2.2, tedy vymeénu radki,
nasobeni fadku nenulovym c¢islem a pri¢teni nasobku nékterého fadku k jinému, staci
provést tyto ipravy na jednotkové matici I. Jestlize T je matice, ktera realizuje nékterou
elementarni transformaci, tj. A' = TA vznikne z A néjakou pevné zvolenou elementarni
transformaci, pak také I' = TI = T vznikne z jednotkové matice I toutéZ transfor-

maci. Napfiklad vyménu Fadkid v matici typu (2, n) realizuje matice, kterou dostaneme
z jednotkové matice vyménou piislusnych radki, tedy

10l [O1] o
[o 1]1«1H{10}_I =T

Vollazel=is)

Pro elementarni ipravy matic typu n x m dostaneme nasledujici tfi matice radu n:

Skutecné,

(rl) Vyména i-tého a j-tého radku.

i J
1...0...0...0 1...0...0...0

~
.
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Kapitola 6. Inverzni matice

(r2) Néasobeni i-tého fadku nenulovym ¢islem «.

1...0...0 1...0...0
I=4¢|0...1...0]ar;— [0 ... a...0| =M« (6.3)
0...0...1] 0...0...1]
(r3) Pfi¢teni nasobku i-tého fadku k j-tému radku.
v J v J
[1 0 0...0] 1 0 0]
t| 0 1 0 0 t| 0 1 0 0
I= = Gij(e)  (6.4)

J10...0...1...0r; + ar J10...a ... 1 ... 0

0...0...0...1 0...0...0...1

Matice P;; se nazyva elementdrni permutacni matice, zatimco G;j(«) se nazyva
matice Gaussovy transformace.

6.2 Inverzni matice

Definice: Necht A je ¢tvercovd matice. JestliZe existuje matice B tak, Ze
AB =BA =1, (6.5)

pak se matice B nazjvd inverzni matici k matici A. Ctvercovd matice, ke které existuje
inverzni matice, se nazyvd regularnt. V opacném pripadé takovou matici nazijvdme
singularni.

Véta: Ke kazZdé reqularni matici A existuje prdvée jedna inverzni matice.

DUKAZ: Necht A je regularni a necht B, By jsou inverzni matice k matici A, takze
plati

AB; =1 a BA=1 (6.6)

Vynasobime-li prvni rovnost zleva matici Bo a druhou rovnici zprava B1, dostaneme
B>, = BoAB; = B;. (6.7)
O

Jedinou inverzni matici k dané regularni matici A budeme nadéle znacit AL

V obecném ptipadé je pomérné obtizné rozhodnout, je-li dand matice regularni nebo
singularni. Jestlize v8ak méa dana matice cely fadek nulovy, pak je uré¢ité singularni, nebot
ma-li matice A nulovy radek a je-li B libovolna matice, pak plati

AB= |0 ... 0] 4L (6.8)

34



0.3 Llementarnt upravy a requiarita

6.3 Elementarni tpravy a regularita

Nyni si ukdzeme, ze elementarnimi tipravami se zachovava regularita matic. Nejprve
si vSimneme, Ze jsou-li matice A, B regularni, potom je také matice AB regularni a plati
(AB)"! =B AL (6.9)
nebot
ABB A" =B A"AB = 1.
Vztah (6.9) lze pomoci matematické indukce zobecnit na
(A Ap)t=At AL (6.10)

Dale si vSimneme, ze matice elementarnich transformaci jsou regularni. Ptislusné
inverzni matice najdeme tak, ze sestrojime matice ekvivalentnich tprav, které prevadi
upravenou soustavu na ptivodni a jsou popsany na konci oddilu 2.1. Dostaneme vzorce

P,gl =Py, M;'(a) =M ) proa #0, G;jl(a) = Gjj(—a). (6.11)
K matici kazdé elementarni transformace T tedy existuje inverzni matice T~ Jestlize
matice A vznikne z reguldrni matice A elementdrnimi fadkovymi tpravami, pak
A=T, --T1A
a z (6.10) dostaneme
(A) " = ATy
tedy Al je regularni.

6.4 Vypocet inverzni matice

Véta: Necht A je ctvercovd matice vddu n. Pak rovnice
AX =1 (6.12)
md jediné veseni X prdavé tehdy, kdyZ A je requldrni. V tom pripadé plati X = A~L

DUKAZ: Jestlize A je regularni, pak pfendsobenim obou stran rovnice (6.12) zleva
matici A~! dostaneme X = AL
Obracené, jestlize rovnice AX = I ma jediné feseni, pak rozsifenou matici [A ] I] je
mozno pomoci ekvivalentnich fadkovych tprav prevést na tvar [I ] B ] Podle pravidel
z oddilu 6.1 potom existuji elementarni matice transformaci T, ..., T} tak, Ze pro matici
T =T, ---T plati
T[A|I]=[I|B]. (6.13)
Roznésobime-li matice vlevo podle pravidla o nasobeni blokovych matic (5.22), dostaneme
porovnanim obou C¢asti rozsifené matice
TA =1 T =B, (6.14)
BA =1 (6.15)
Jelikoz matice [I ‘ B} vznikla z [A ‘ I} ekvivalentnimi rddkovymi dpravami, ma
rovnice (6.12) jediné feSeni X, které je FeSenim soustavy
IX = B,
tedy X =B aAB =1 O
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Kapitola 6. Inverzni matice

Pravé dokazana véta redukuje vypocet inverzni matice na feSeni rovnice (6.12) s né-
kolika pravymi stranami.

Priklad 6.1. Zjistéte, zda existuje inverzni matice k matici

A= [_f _ﬂ (6.16)

Jestlize ano, vypoctéte AL

RESENT: Postupnou tpravou rozsifené matice pro soustavu AX = I dostaneme

_ [0 _ 2 42
[A‘I]: 2-1110 +—>2 110r1+3r2|_> 203321"1'_>
-1 2/01|ra+3m1 |0 3|31 0313123
[10]21
33| _ —1
— 15 —[I’A }
101]33
Matice A je tedy regularni a plati
1
Al = gﬁ H (6.17)

6.5 Inverzni matice a FeSeni soustav
Necht A je dané regularni matice. Vynésobime-li soustavu
Ax =b
matici A~! zleva, dostaneme
x = A 1(Ax) = A'b.

Odtud a z jednoznacnosti inverzni matice vyplyva dulezita véta:

Véta: Necht A je requldrni matice a necht b je sloupcovy vektor stejného fddu. Pak
md soustava Ax = b jediné teseni x = A" 'b.

Priklad 6.2. Najdéte feseni soustavy

200 — 19 =1

(6.18)
—x1 + 229 = 2
pomoci inverzni matice.
RESEN{: Soustavu (6.18) lze zapsat maticové ve tvaru
2 -11[=z] [1
-1 20|z |2]|
S vyuzitim vysledku (6.17) pfikladu 6.1 dostaneme
m] 1[217[1] 1[4
xo | 3|12(|2] 3|5]|
U
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0.6 Vycisleni vyrazu s mverznt matict

6.6 Vycisleni vyrazu s inverzni matici

Pti vycisleni vyrazi s inverzni matici je vétSinou vyhodné vyhnout se explicitnimu
vyjadreni inverzni matice tim, ze se vyc¢isleni souc¢inu inverzni matice s vektorem ¢i matici
prevede na feseni soustavy linearnich rovnic.

Priklad 6.3. Necht

2 -1 12 1
A= , B= , b= :
-2 2 34 1
Vy¢islete A~'Bb.

RESEN{: Nejprve vypocteme vektor

3
= Bb = .
Vektor x = A~lc je jedinfm feSenim rovnice Ax = c, kterou vyiesime Gaussovou

eliminaci
2 —-11]3 . 2 —-11] 3
—2 2|7|r1 +12 0 1]10}°
odkud =1 = 1—23,3:2 = 10. Tedy

X 13
aomn [ 4]

Poznamka: Nasobeni matic je sice asociativni, takze plati
(A"'B)b = A!(Bb),
avsak pracnost vycisleni obou vyrazi je rozdilna!

6.7 Pouziti inverzni matice

Rozborem poctu operaci zjistime, ze k vypoctu inverzni matice fadu n je tieba asi
n® nasobeni. Srovname-li toto &slo s poctem nasobeni potfebnym k FeSeni soustavy
Gaussovou eliminaci uvedenym v oddilu 2.7, dojdeme k zavéru, Ze se inverzni matici
nevyplati pouzivat pro feseni jedné soustavy rovnic, avsak muze se vyplatit pti feseni
soustavy s vét$im poctem pravych stran, nebot je-li inverzni matice k dispozici, je pak
k vlastnimu feSeni zapotiebi pouze n? operaci. V kapitole 7 si viak ukazeme algoritmus,
se kterym lze dosdhnout stejného vysledku za nejméné polovi¢nich nakladt na pfipravu
feSeni. Inverzni matice je tedy spis dilezity teoreticky néastroj pro feseni technickych
problémt nez prostfedek k efektivnimu provadéni numerickych vypocti.
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Kapitola 6. Inverzni matice
Priklady k procviceni:

Cviceni 6.1. Napiste matice Pa3, M2(3) a Goz(4) (viz oddil 6.1) pro elementérni
transformace matic, které maji 3 fadky a ovéfte si jejich i¢inek na matici

12
A=|214
4 8

Cviceni 6.2. Vypiste matice elementarnich transformaci, které realizuji elementarni
upravy v prikladu 6.1.
Cviceni 6.3. Necht

L= a U=L

[ S —y
NN O
w OO

Vypoététe L™ U~! a rozhodnéte, zda
@) =@

Cviceni 6.4. Vypoctéte A~! pro

A:

o N
[N
o = O

Povsimnéte si zaplnéni inversni matice nenulovymi prvky ve srovnani s ptivodni matici.
Cviceni 6.5. Dokazte, ze pro libovolnou regularni matici A plati
-1 _
(A7) = (a7

NAPOVEDA: Stadf ovefit, ze (A71)'AT = 1.
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7. Trojuhelnikovy rozklad

Pokracovanim tivah z kapitoly 6 si nyni ukdzeme, ze kazdou regularni matici mtizeme
zapsat jako soucin t¥i matic, pro které se snadno fesi soustavy linearnich rovnic. Narozdil
od kapitoly 6 nevystacime s fadkovymi tpravami, ale budeme potfebovat také vymeény
sloupcii.

7.1 Permutacni matice

Matice P se nazyva permutacéni matice, je-li mozno P ziskat z jednotkové matice
I stejného typu postupnou vyménou radkt. Jelikoz vymeénu i-tého a j-tého radku dané
matice muzeme provést tak, Ze tuto matici vynasobime zleva elementarnt permutacni
matici P;; (viz. (6.2)), je mozno kazdou permuta¢ni matici P zapsat ve tvaru

P =P - Pyjl="P, - Pyy. (7.1)
Napriklad matici
010
P={(001
100
muizeme ziskat z jednotkové matice vyménami
100 |13 001 |ro 010
I=]010 — [010frp— |001] =P,
001 | 100 100

takze P muzZeme zapsat ve tvaru
P = PoPi3l = PioPys.

Z rozkladu (7.1), ze ziejmé rovnosti Pj; = PZT]-, déle z P&l = P;; (viz. (6.11)) a
pomoci (5.20) dostaneme pro P ve tvaru (7.1)
PP’ =P,

kJk 171 TJk

T _ p . -1 1
e Pi1j1(Pikjk T Pi1j1) - Plk-]k T P2131P P
inde " P Pijy - Py, = L

takze
P! =P (7.2)

Elementarni permutacni matice P;; miZzeme také pouZit k vyméné i-tého a j-tého
sloupce. K tomu stac¢i nasobit matici P;; zprava. Napiiklad vynasobime-li matici
A = [a;;] Tadu 2 matici P2 zprava, dostaneme

_laira |01  |a2 ann _[A A}
AP12—[G21 agz}{l@]_{am a21}_ 52081

K odvozeni obecného pravidla miizeme pouzit transponovani.
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Kapitola 7. 1rojuheinikovy rozklaa

7.2 Trojuhelnikové matice

Ctvercova matice L(U) se nazyva dolni (horni) trojihelnikovd matice, jestlize
mé nad (pod) diagonalou vSechny prvky nulové. Pro prvky /;; dané dolni trojihelnikové
matice L tedy plati /;; = 0 pro ¢ < j, zatimco pro prvky w;; dané horni trojihelnikové
matice U plati u;; = 0 pro ¢« > j. Matice L je tedy dolni trojahelnikovd, pravé kdyz L'
je horni trojuhelnikova matice.

Snadno se ovéri, ze soucin dvou trojuhelnikovych matic stejného typu je trojuhelni-
kové matice téhoz typu. Jsou-li napiiklad L = [l;;] a M = [m;;] dvé dolni trojihelnikové
matice a 1 < 7, pak

[LM]ij:li1m1j+---‘|‘lmmnj:lil'O‘|‘---+lii‘O+O'mii+1+---+0'min207

takze LM je také dolni trojihelnikova matice.
Budeme potiebovat jesté jedno méné ziejmé pozorovani.

Véta: Necht L = [l;;] je ¢tvercovd dolni trojihelnikovd matice s nenulovymi diago-
ndlnimi proky. Pak L je requldrni a L' je dolni trojuhelnikovd matice.

DUKAZ: Je-li L dolni trojuhelnikovd matice s nenulovymi prvky na diagonéle, pak
existuji matice elementérnich operaci T, = Gy j,(ap) sip > jp, piipadné T) = Mip(li; le)
tak, ze pro matici T = T} --- T plati

pJp

T[L|1] = [1|B].

Porovnanim levych ¢asti ptislusnych matic dostaneme TL = I. Podle véty 6.4 tedy plati
L =T odkud LT =Ia T = L% JelikoZ viechny matice T; jsou dolni trojihelnikové,
je také matice

Ll=T=1T,---T4

dolni trojuhelnikova matice. ]

7.3 Trojuhelnikovy (LU) rozklad

Véta: (o existenci LU rozkladu). Necht A je requldrni ¢tvercovd matice. Pak existuje
dolni trojuhelnikovd matice L, horni trojuhelnikovd matice U a permutacni matice P tak,
ze

AP =LU. (7.3)

Matice L, U jsou requldrni.

DUkAz: Necht A = [a;;] je Ctvercova matice fadu n. 7 regularnosti matice A a
z (6.8) plyne, Ze existuje i1 tak, Ze ay;, # 0, takze A = APj;; m4 v levém hornfm rohu
nenulovy prvek ai; = ay;;.

Nyni si v§imnéme, Ze prvni krok ipravy matice A, ktery zname z Gaussovy elimimace,
muzeme zapsat ve tvaru

LlAPMl = Al, (7.4)
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7.4 Vypocet LU rozkladu

kde
ail a2 ... Gin ay ajy ... a,
Al — 0 a%Q ..ad, _ 0 a‘%2 a%n (7.5)
0 al, ... al 0 al, ... al
a
L1 = Gip(=@n1/a11) - - - Gia(—a21/a11) (7.6)

je dolni trojuhelnikové matice, nebot je vyjadiena jako soucin dolnich trojthelnikovych
matic.

Matice A je ziejmé soucinem reguldrnich matic, takze podle (6.10) je A také regu-
larni a existuje 2 < 9 tak, ze a%iz # 0. Matice A1 = A1Py;, ma tedy nenulovy prvek aso
a stejny prvni sloupec jako matice A;. Opakovanim tohoto postupu dosdhneme toho, ze

LAP = U, (7.7)
kde
-1, n—1 -1
ay] = ajs AR a?nl
0 aby ...ah
u=| 0 Mmoo (7.8)
0 0 Cal !
a ~
P=P; - ---P1i ,, L=L,1---Ly. (7.9)
Ziejmé P je permutacni matice a L je dolni trojihelnikova matice, nebot kazda matice
L; je sou¢inem dolnich trojahelnikovych matic Gij(—a;;l Jat 1) s i < j. Piendsobime-li

(7.7) zleva matici L = L% dostaneme
AP =LU.

Matice L je podle véty 7.2 regularni dolni trojihelnikova matice, nebot je inverzni k dolni
trojuhelnikové matici L, a matice P je zfejmé permutacni matice. Jelikoz matice A; jsou
reguldrni, je podle (7.8) také matice U regularni. O

Vyjadfeni matice ve tvaru soucinu (7.3) se nazyva LU rozklad podle pocatecnich
pismen anglickych slov Lower (dolni) a Upper (horni). Pfenasobime-li (7.3) zprava matici
P = P’, dostaneme vyjadieni A ve tvaru

A =LUP (7.10)

s permutacni matici P. Matice L, U a P nejsou urceny jednoznacné.

7.4 Vypocet LU rozkladu

Rozbor dikazu véty o existenci trojuhelnikového rozkladu nam davé navod k in-
struktivnimu vypoctu tohoto rozkladu. Staci postupné upravovat matici [A ‘ I} na tvar
[ U | L] obdobng, jako jsme to délali ve 2. kapitole, aviak bez pouziti vimény radkii.
Tim dosdhneme toho, Ze matice L bude dolni trojuhelnikova. Je-li to nutné, provadime
misto vymeény fadk vymeény sloupcii, které neprovadime jen na matici A, ale také zv1ast
na dalsi jednotkové matici, kterd se postupné transformuje na P. Dolni trojihelnikovou
matici L dostaneme inverzi matice L, tedy s pomoci elementarnich radkovych operaci,
které prevedou matici [f, ‘ I} na [I ] L].
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Kapitola 7. 1rojuheinikovy rozklaa

Priklad 7.1. Najdéte trojuhelnikovy rozklad matice

0-1 2
A=1|-1 2-1/{. (7.11)
2 -1 0
RESENT:
e Sledovani vymeén sloupcii:
100 001 B
I=1010]| (010 =P=P
001 100
S3 S1

A I
0 -1 2[100 2 -1 0]100
[A|I]=]-1 2 -1[010|+~|-1 2 -1]010]|2rp+r1;
2 -1 0]001 0 -1 2001
53 s1 _
U L
2 -1 0]100 2 -1 0100
— 10 3 -2]120 — 10 3 -2|120]|=
0 -1 2[00 1]3r3+r1 0 0 4]123
- [U]|L]
e Uprava [Ij‘I} — [I‘L}:
L I
B 100[100 100] 100
L|I]=|120]010|rp-11+—|020|-110 —
123[001 |r3—1 023|-101]r3—19
I L
00| 1 00 10 1 00
= 0] -1 103+ 1 -1 lo|=[1|L]
31 0 —11]3rs 0 0 —3 3
e Odtud
100 2 -1 0 001
L=|-3 30|, U=|0 3 -2, P=|010 (7.12)
0 -1 1 0 0 4 100
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7.5 Reseni soustav pomoci LU rozkladu
Pfimym vypoctem si mizeme ovérit, ze plati

AP =LU a A =LUP

7.5 ResSeni soustav pomoci LU rozkladu

Reseni soustav pomoci trojuhelnikového rozkladu spociva v postupném feseni soustav
s maticemi L, U a P. Jestlize tedy A = LUP, pak misto soustavy Ax = b budeme fesit
soustavu

L(U(Px)) = b
tak, ze postupné vytesime
Lz=b, Uy=z Px=y. (7.13)
Piiklad 7.2. Vyuzijte rozkladu (7.12) matice (7.11) k feSeni soustavy:

—x9 + 223 =1
—r1 + 219 — 23 =1
201 — 9 =1

RESEN{: Nejprve fesime soustavu Lz = b, tedy

I

)

I
_ = =

%1
1
—321 +

W= N
I

)

+
W=

N

w

I

odkud z; = 1, z0 = 3, 23 = 6. Potom vyfesime soustavu Uy = z, tedy

2y1 — o =1
3y2 — 2y3 =3
4y3 = 6.

Odtud y; = %, Y2 = 2,y3 = % Koneéné uréime x ,feSenim“ Px = y nebo z x = Py,

takze x1 = %,xz = 2,13 = % O

Poznamka: Pokud hodldme pouzit LU rozklad k feSeni soustav, neni tfeba vycislit
matici L explicitné. Vystadime totiz s matici L = L. s jejiz pomoci vypoéitame z
v (7.13) ze vztahu

z = Lb.
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Kapitola 7. 1rojuheinikovy rozklaa
7.6 Pouziti LU rozkladu
1.3

Lze ukazat, Ze k vypoctu LU rozkladu ¢tvercové matice A tadu n staci asi 5n° néaso-
beni, coz je asi polovina poc¢tu nasobeni potiebného k vypoctu inverzni matice. Mame-li
LU rozklad, mtizeme ziskat FeSeni soustavy Ax = b pomoci n? nasobeni, stejné jako
u inverzni matice. Pouziti LU rozkladu je tedy efektivnéjsi néstroj pro feseni soustav
linedrnich rovnic s vice pravymi stranami nez inverzni matice. Tento rozdil se mtiize
jesté drasticky zvétsit, mé-li matice A mnoho nulovych prvki, nebot pfi Gpravé se troj-
thelnikové faktory zaplnuji nenulovymi prvky méné nez inverzni matice. Trojihelnikovy
rozklad je také dilezity nastroj teorie matic.

Priiklady k procviceni:
Cviceni 7.1. Najdéte LU rozklad symetrické matice
2 -1 0
A=|-1 2 -1
0 —1 2

a porovnejte rozlozeni nul v obou trojihelnikovych faktorech a v matici A.
Cviceni 7.2. Vyuzijte rozkladu z predchoziho cviceni k feseni soustavy
21‘1 — X9 =1

—r1 +2x9 — z3=1
— 9 + 223 = 2.
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8. Algebraické operace a struktury

V predchozich kapitolach jsme se seznamili s riznymi pravidly, které dvéma prvkim
jedné mnoziny piifazuji néjaky prvek téze mmnoziny. Jako pfiklad uvedme s¢itani arit-
metickych vektor nebo nasobeni ¢tvercovych matic. Ukazuje se, ze tato pravidla maji
nékteré vlastnosti, které lze studovat spolecné bez ohledu na objekty, kterych se tykaji, a
ze vysledky tohoto studia lze pak aplikovat na feseni nejriiznéjsich konkrétnich problémi.
Pro studium téchto pravidel si nejprve zavedeme abstraktni pojem operace, a pak si ro-
zebereme nékteré vlastnosti, které operace muze mit. Nakonec se seznamime s nékterymi
algebraickymi strukturami, coz je abstrakce umoznujici pochopit obecné zakonitosti po-
¢itani s nejriznéjsimi objekty, jako naptiklad s ¢isly, maticemi nebo zobrazenimi.

8.1 Algebraické operace

Definice: (Bindrni) algebraickd operace o na neprazdné mnoziné A je zobrazeni
o: Ax A> (a,b) —aobe A

Operace o na mnoziné A tedy kazdé usporadané dvojici (a,b) € A x A proki a,b € A
pritazuje jednoznacné urceny prvek aob € A.

Jako priklad algebraické operace si uvedme séitani + definované na mnoziné realnych
Cisel R, které naptiklad dvojici (2,3) € R x R pfifazuje prvek 2 +3 = 5 € R. Jiné
priklady algebraickych operaci jsou sc¢itani readlnych aritmetickyjch vektort stejné dimenze
nebo nasobeni komplexnich ¢tvercovych matic stejného radu.

Diilezity ptiklad algebraické operace je skladani zobrazeni o definované na mnoziné
v8ech zobrazeni Z(.A) dané mnoziny A do sebe. Tato operace pfifazuje kazdé usporadané
dvojici zobrazeni (f, g) € Z(A) x Z(A) slozené zobrazeni f o g € Z(A) definované pro

kazdé = € A predpisem
(fog)(x) = f(g()).

Jestlize naptiklad f € Z(R) a g € Z(R) jsou definovany piedpisem f(z) = 22 a g(z) =
= 22 + 1, pak

(fog)(x) = flg(x) = (22 +1)°

Vsimnéme si, ze nasobeni aritmetického vektoru skalarem neni operaci na mnoziné
v nasem smyslu, nebot nepfifazuje vektor dvojici vektort, ale skalaru a vektoru.

8.2 Asociativni operace

Definice: Algebraickd operace o na mnoziné A je asociativnt, jestlize pro libovolné
proky a, b, c mnoZiny A plati

ao(boc)=(aob)oc. (8.1)

Operace s¢itani a nasobeni ¢isel jsou dobfe znamé asociativni operace, stejné jako

sCitani aritmetickych vektort stejné dimenze nebo nasobeni ¢tvercovych matic stejného
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Kapitola §. Algebraicke operace a struktury

fadu. Také operace skladani zobrazeni mnoziny A do sebe je asociativni, nebot podle

definice slozeného zobrazeni plati pro kazdé © € A a f,g,h € Z(A)
((fo9) 0 h)(@) = (f 0 9) (h(2) = F(g(n(2))).
(f o (gom)@) = f((gom)@) = F(g(h()).

takze
((fog)oh)(z)=(folgoh)(x)
Posledni rovnost znamend, Ze zobrazeni f o (go h) i (f o g) o h piifazuji kazdému x € A
tentyz prvek, takze plati f o (goh) = (fog)oh.
Operace T definovana na mnoziné vsech prirozenych ¢isel N predpisem
"NxN>3(a,b) —a® eN
neni asociativni, nebot
21312 =200=2" a (2713)12=(2%)"=2"

Je-li o asociativni operace na mnoziné A, pak lze u vyrazu (8.1) vynechat zévorky.
Vyraz a o b o ¢ 1ze potom vy¢islit bud jako (a o b) o ¢ nebo a o (b o ¢). D4 se dokazat,
Ze pro asociativni operace neni potieba pouzivat zavorky vibec. Napiiklad pro kazdou
asociativni operaci plati

((aob)oc)od=ao (bo(cod)),
nebot
((aob)oc)od=(ao(boc))od=ao((boc)od) =ao (bo(cod)).

8.3 Komutativni operace

Definice: Algebraickd operace o na mnoziné A se nazyvd komutativni, jestlize pro
kazdé a,b € A platiaob = bo a.

Priklady komutativnich operaci jsou scitani ¢isel, aritmetickych vektort stejné di-
menze nebo matic stejného typu. Naopak nasobeni ¢tvercovych matic fadu vétsiho nez
jedna neni komutativni, jak je patrné z piikladu (5.16).

Snadno se muzeme presvédcit, ze ani operace T definovana v oddilu 8.2 neni komu-
tativni, nebot

213=224£32=312.
Pokud je pocet prvk mnoziny A vétsi nez jedna, neni ani operace skladani zobra-
zeni mnoziny A do sebe komutativni. Jestlize totiz v dané mnoziné A existuji prvky
a,b € A, a # b, pak napriklad pro zobrazeni

f:A32x—a a g: A>x—0b
a pro kazdé x € A plati
(fog)@)=a#b= (g0 f)(z),

tedy
fog#golf.
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8.4 Neutralnt prvek

8.4 Neutralni prvek

Definice: Prvek e € A nazgjvame neutralnim prvkem vzhledem k operaci o defi-
novan€ na mnoziné A, jestlize pro kazdé a € A plati

aoe=e¢eoa=a.

Napriklad prvek 0 je neutralnim prvkem vzhledem ke s¢itani realnych nebo kom-
plexnich ¢isel. Prvek 1 je zase neutralnim prvkem vzhledem k nasobeni realnych nebo
komplexnich ¢isel. Jednotkova matice I daného fadu je neutralnim prvkem vzhledem
k nasobeni ¢tvercovych matic stejného radu.

Existuje také neutralni prvek vzhledem k operaci skladani vSech zobrazeni mnoziny
A do sebe. Je jim identické zobrazeni id4 mnoziny A, nebot pro kazdé f : A — A a
x € A plati

(idao f)(x) = ida(f(x)) = f(2),
(f oida)(z) = f(ida(z)) = f(2),
takze f = foidy =idygo f.
Poznamka: Neutralni prvek musi spliiovat obé rovnosti uvedené v definici. Napii-
klad pro vyse uvedenou operaci umocnovani piirozenych cisel plati a T 1 = a, avsak

1 T a =1, takze 1 neni neutralnim prvkem vzhledem k operaci T.

Na prvni pohled neni jasné, jestli nemiize byt vice neutralnich prvkd vzhledem k né-
jaké operaci. Nasledujici véta dava tplnou odpovéd na tuto otézku.

Véta: Necht o je algebraickd operace na mnoziné A a necht ey, es € A jsou neutrdlni
prvky vzhledem k operaci o. Potom ey = e3.

DUKAz: Podle definice neutralniho prvku

€1 = €1 0 eQ = €9.

8.5 Inverzni prvek

Definice: Necht o je algebraickd operace na mnoZiné A, necht e € A je neutrdlni
prvek vzhledem k o a necht a € A. Prvek b € A nazgvdme levgm inverznim prvkem
k proku a, jestlize b o a = e, pravgm inverznim prvkem k prvku a, jestliZe ao b = e,
a tnverznim prvkem k prvku a, jestliZe aob =boa = e.
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Kapitola §. Algebraicke operace a struktury

Pro kazdé realné ¢islo a € R je —a inverzni prvek vzhledem ke s¢iténi, nebot 0 je
neutralni prvek vzhledem ke s¢itani a (—a)+a = a+(—a) = 0. Ke kazdé regularni matici
A existuje také inverzni prvek vzhledem k nasobeni matic. Je jim inverzni matice A~}
nebof jednotkova matice I je neutrdlnim prvkem vzhledem k nasobeni matic a A™A =
= AA! = I. Naopak k prvku 0 neexistuje inverzni prvek ani vzhledem k nasobeni
redlnych ¢isel, ani vzhledem k nésobeni komplexnich ¢isel, nebot rovnice 0 - x = 1 nemé
zadné realné ani komplexni feseni.

Podivejme se nyni na inverzni prvky vzhledem ke skladani zobrazeni mnoziny A do
sebe. Necht f,g € Z(A). Jestlize f o g = idy, potom f je zobrazeni na A, nebot
libovolny prvek a € A lze vyjadrit ve tvaru

a =ida(a) = (f o g)(a) = f(g(a)),

tedy jako obraz prvku g(a) € A pfi zobrazeni f. Zobrazeni g je pfitom nutné prosté,
nebot pro libovolné a,b € A by z g(a) = ¢g(b) plynulo

a =idy(a) = (f o g)(a) = f(g(a)) = f(9(b)) = (f © g)(b) = ida(b) =b.

Zobrazeni f € Z(A) ma tedy inverzni zobrazeni ve smyslu definice inverzniho prvku 8.5,
pravé kdyz f je vzajemné jednoznacné.

Poznamka: Pokud je A nekoneénd mnozina, existuji v Z(.A) prvky, které maji jen
levy nebo pravy inverzni prvek, ale nemaji inverzni prvek. Naptiklad zobrazeni

f:Nok—k+1eN a g:N>kr—max{k—1,1} € N
splituji g o f = id, nebot pro k € N

(go f)(k) =g(f(k) = gk +1) =k = id(k),

avsak
(fog)1) = f(g(1) = f(1) =2,
takze
fog#id.
8.6 Grupa

Mnozina spolu s jednou ¢i vice operacemi, které splinuji predepsané vlastnosti, tvori
algebraickou strukturu. Zde se seznamime s dilezitou algebraickou strukturou s jed-
nou operaci, ktera se nazyva grupa. Grupy se v matematice objevily pfi studiu teorie ¢isel,
v geometrii a pri feseni algebraickych rovnic. Netrividlni technické aplikace vyuzivajici
poznatkl o struktufe grup zahrnuji kédovani nebo krystalografii.

Definice: Mnozina G s operaci o se nazyvd grupa, jestlize:

(G1) o je asociativni operace na G.
(G2) Ezistuje e € G tak, Ze pro kaZdé a € G platiaoe =eoa = a.
(G3) Ke kazdému a € G ezistuje prvek b € G tak, Zeaob=boa = e.

Grupa je tedy urcena uspordidanou trojici (G, o,e), kde G je mnoZina, o je asociativni
operace na G, a e € G je neutralni prvek vzhledem k operaci o.
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5.0 Grupa

Jako piiklady grup ndm mohou slouzit (R, +,0) a (C\ {0}, -, 1). Reguldrni ¢tvercové
matice stejného fadu tvori vzhledem k nasobeni matic také grupu, jejiz jednotkovy prvek
je identickd matice I.

Snadno se ovéii, ze pokud A mé vice nez jeden prvek, pak (Z (A), o7id) netvori
grupu, avSak podmnozina Z(A) sestavajici ze vSech vzajemné jednoznacnych zobrazeni
grupu tvori.

Obdobné jako u jednotkového prvku vznika otazka, zda k nékterému prvku nemtize
existovat vice nez jeden inverzni prvek. Vyjasnime si tento problém soucasné s otazkami
tykajicimi se feseni rovnic.

Véta: Necht (G,o,e) je grupa. Potom plati nasledujici turzeni:

(i) Ke kazdému proku a € G existuje prdavé jeden inverzni prvek a™%.
(ii) Necht a,b,c € G. JestliZeaob =aoc neboboa = coa, pakb = c.

(iii) Necht a,b € G. Potom ezistuje jediné x € G tak, Ze plati a o x = b a jediné y € G
tak, Ze yoa = b.

DUKAZ:
(i) Necht a,b,c € Giaob=boa=eaaoc=coa=e. Pak
b=boe=bo(aoc)=(boa)oc=coc=rc.

(ii) Necht a,b,c € G atiebaaob = aoc. Paka lo(aob) = a o (aoc). Upravime-li
obé strany rovnice pouZitim asociativity, dostaneme (a"'o a)ob = (a"loa) oc.

Vyraz v zavorce je ovSem neutralni prvek, takze vysledkem je
b=eob=coc=c
(iii) Necht a,b € G. Pro x = a~'o b plati
aoxr=ao(atob)=(acal)ob=ecob=b,

takze © = a~lo b je FeSenim rovnice a o x = b. Nechf z; a 9 jsou FeSeni rovnice
aox =b,tj. aoxy =baaoxy =0 Pakplati a o x; = a o x9 a podle tvrzeni (ii)
tedy x1 = x2.

O

Cviceni 8.1. Nechf (G, o, e) je grupa anecht a, b € G. Ovéite, Ze (aob) ' = b~toa™L

S pojmem grupa jsou spojeny nekteré konvence v terminologii a v oznaceni. Grupa
(G, o, e) se nazyva komutativni, jestlize je operace o komutativni. Operace v komuta-
tivni grupé se casto oznacuje znaménkem +, i kdyz se mize jednat o tiplné jinou operaci
nez s¢itani ¢isel. Pii takovém zapisu, ktery nazyvame aditivni, mluvime misto o neutral-
nim prvku o nulovém prvku, ktery také oznacujeme pomoci nuly. Pfi této konvenci se
inverzni prvek k prvku a zapisuje —a. Znak operace se také Casto zapisuje pomoci tecky
nebo se v prislusnych vyrazech zcela vynechava. V takovém pfipadé mluvime o mul-
tiplikativnim zapisu, neutralni prvek znacime jedni¢kou a inverzni prvek k prvku a
znacime % nebo a1 Nékdy se také pouziva nazvu aditivni grupa pro grupu zapsanou
v aditivnim zapisu a multiplikativnt grupa pro grupu zapsanou v multiplikativnim
zapisu.
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Kapitola §. Algebraicke operace a struktury

8.7 Komutativni téleso

Nyni se seznamime s algebraickou strukturou se dvéma operacemi, které maji obdobné
vlastnosti jako s¢itani a nasobeni na nékterych ciselnych mnozinéach.

Definice: Komutativni téleso (T,+,0,-,1) je mnoZina, na niZ jsou definovany
dvé bindrni algebraicke operace + a -, které splnuji nasledujici axiomy:
(T1) (T, +,0) je komutativni grupa.
(T2) (T \ {0}, -, 1) je komutativni grupa.
(T3) Pro kazdé a,b,c € T plati distributioni zdkon a(b + ¢) = ab + ac.
(T4) 0 # 1.

Mnozina vSech realnych c¢isel spolu s operacemi sc¢itani a nasobeni je tedy téleso,
stejné jako mnozina vSech komplexnich ¢isel C spolu s operacemi séitani a nasobeni.
V nékterych aplikacich, jako napiiklad v kédovani, se miizete setkat s konecnymi télesy.

Nejjednodussim ptikladem je téleso ({0,1}, +,0, -, 1) s operacemi, které jsou definovany
tabulkami:

+ 01 01
0 0 1 0100
1 10 1 1

I pro obecné téleso lze dokazat nékteré dalsi vliastnosti, které plati pro pocitani s ¢isly.
Napiiklad v télese plati 0 - 1 = 0, nebot

0=14+(-1)=1-1+(-1)-1=(1+(-1)-1=0-1

Vzhledem k tomu, ze v dalsim vykladu budeme pracovat jen s télesy realnych a komplex-
nich ¢isel, budeme pouzivat znama pravidla pro nasobeni a sc¢itani bez dikaz.
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9. Vektorové prostory

Ve 3. kapitole jsme se seznamili s aritmetickymi vektory, které jsme si ve zvlastnich
pripadech mohli znazornit Sipkami, takze jsme si je byli schopni predstavit. Pro arit-
metické vektory jsme definovali skladani (s¢itani) a nasobeni skaldrem, které spliiovaly
urc¢ita pravidla. Nyni si pojem vektoru zobecnime jesté vice, takze nas novy pojem vek-
toru bude zahrnovat nejen aritmetické vektory a tim i ,staré znamé sipky“, ale také jiné
objekty, jako napfiklad matice a funkce. Ukazuje se, ze alespon v matematice neni pod-
statné to, co konkrétné povazujeme za vektory, ale jaka pravidla spliuji operace s nimi.
Rozsiteni pojmu vektoru nam bude slouzit jako opora nasi intuice.

9.1 Vektorovy prostor

Definice: Vektorovy prostor nad komutativnim télesem (T, +,0, -, 1) je komuta-
tivnt grupa (V,+,0) a zobrazeni T x V 3 (a,v) — av € V), které nazyvdme nasobent
skalarem, pricemz pro libovolné o, 3 € T au,v € V plati:

(V1) a(u+v) = au+ av
(V2) (a4 f)u = au+ fu
(V3) a(fu) = (af)u
(V4) lu = u

V definici vektorového prostoru mé znak + dva rtzné vyznamy, které vsak vzdy
dokazeme rozli§it podle operandi. Prvky télesa T nazyvame skalary, prvky grupy V
vektory. Jestlize T = R, mluvime o realném wvektorovém prostoru, jestlize T =
= C, mluvime o komplexnim wvektorovém prostoru. V dalsim vykladu budeme
predpokladat, pokud nebude uvedeno jinak, Ze T je téleso realnych cisel, nebo téleso
komplexnich ¢isel. Pokud budeme dale stru¢né mluvit jen o vektorovém prostoru, budeme
predpokladat, ze skalary jsou prvky jednoho z uvedenych ¢iselnych téles.

Priklad 9.1. Realné aritmetické vektory daného fadu n se s¢itanim vektortu a s na-
sobenim skalarem po slozkach tvoii readlny vektorovy prostor. Jeho nulovy prvek je o =
=1[0,...,0], pro a = [ay1,...,ay] je inverznim prvkem —a = [—ay, ..., —ay]. Pron =1
je mnozina skalart i vektort stejna.

Priklad 9.2. Mnozina F vSech realnych funkci s operaci + definovanou pro kazdé
realné x rovnosti

(f +9)(z) = f(z) + g(2)
a s nasobenim skalarem, které pro kazdé o € R a f € F definuje funkci af € F rovnosti
(af)(z) = af(z),
tvofi realny vektorovy prostor. Nulovy prvek o tohoto prostoru je dan predpisem
o(z) =0,
prvek opacny k f je definovan pomoci

(=f)(x) = = f(z).
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HKapitola 9. Vektorove prostory
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Obr. 9.1: Soucet funkei f(z) = }2° + 3 a g(z) = 3 definovanych na intervalu [0,1].

9.2 Rovnosti odvozené z axiomu

Axiomy vektorového prostoru jsou vybrany tak, aby pro abstraktni vektory platila
vSechna tvrzeni, ktera jsou ziejméa pro Sipky. Néktera takova tvrzeni si na ukazku doka-
Zeme v nasledujici vété.

Véta: Necht'V je vektorovy prostor s nulovym prvkem o, u € V a necht « je libovolny
skalar. Pak plati nasledujici rovnosti:

(i) Ou = o (9.1)
(ii) a0 = o 9.2
(iii) (—)u = —u (9.3)

DUKAz: Bez blizsi specifikace budeme pouzivat vlastnosti télesa a pouziti axiomi
grupy nebo axiomii vektorového prostoru vyznac¢ime odkazy nad rovnostmi.

(i)
Ou (@2) Ou+o @ Ou + (011 + (—(Ou))) < (Ou + Ou) + (—(Ou)) -

(V2) 0+ 0)u + (—(Ou)) = Ou + (—(Ou)) (@) o.

(ii) Pouzijeme-li (i) pro u = o, dostaneme 0o = o, takze

(V3)

ao = a(0o) "=’ (a0)o = 0o = o.

(ili) u+ (-Du ) u+ (=1)u (2 (1+(=1))u=0u

—
[|I=
=

0.
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9.8 Podprostory

9.3 Podprostory

Definice: Neprazdnd mnoZina U C V je podprostorem vektorového prostoru V,
jestlize U je vektorovy prostor vzhledem ke scitani vektori a nasobent skalarem v prostoru

V.

K tomu, aby &/ C V byl podprostorem vektorového prostoru )V staci, aby U byla
uzaviena vzhledem ke sc¢itani vektorti a nasobeni skalarem, tedy aby pro libovolné dva
prvky u,v € U a pro libovolny skalar o platilo u + v € U a au € U. 7Z posledniho
predpokladu totiz plyne Ou € U i (—1)u € U, takze podle (9.1) a (9.3) také nulovy prvek
o = Ou i opacny prvek —u = (—1)u patii do U, pfi¢emz je zfejmé, Ze ostatni axiomy
vektorového prostoru jsou splnény.

Priklad 9.3. Necht p je pevné zvolend piimka v prostoru prochazejici zvolenym
pocatkem soufadnic. Pak mnozina vsech polohovych vektort bod na pfimce p tvofi
podprostor vektorového prostoru vSech vazanych vektort v prostoru.

Priklad 9.4. Pro dané k£ > 1 je mnozina P vSech mnohoclent stupné mensiho nez
k podprostorem vektorového prostoru F z ptikladu 9.2.

Piiklad 9.5. Necht V je libovolny prostor. Pak O = {o} je podprostorem V)
nebot o + o = o a podle (9.2) plati pro libovolny skalar a, Ze a0 = o. Vektorovy
prostor O je nejmensi podprostor daného vektorového prostoru a nazyva se nulovym
podprostorem.

Priklad 9.6. Necht & = {vyi,..., v} je konetnd mnozina vektori vektorového
prostoru V. Neni tézké ovérit, ze mnozina vSech vektori, které lze zapsat ve tvaru

u= vy + ...+ apvg, (9.4)

je podprostorem vektorového prostoru V, ktery nazyvame linearni obal mnoziny S.
Linearni obal dané mnoziny vektori S znacime (S).

Piiklad 9.7. Jestlize pi(x) = 1 a pa2(x) = x jsou dva mnohocleny, které povazu-
jeme za prvky vektorového prostoru P vSech redlnych mnohoélentt, pak Py = (p1, p2) je
podprostor P tvofeny vSemi linedrnimi mnohocleny. Jestlize p3 = p1 + p2, pak zfejmé

(p1,p2) = (P1, D2, D3)-

9.4 Soucet a prunik podprostora

Pro libovolné dva podprostory U, V daného vektorového prostoru YV miizeme vytvorit
prunik podprostoru U NV a soucet podprostori

U+YV ={u+vVv:uel,veV}
Prinik podprostori neni nikdy prazdny, nebot do ného vzdy patii nulovy prvek.

Véta: Necht U,V jsou podprostory vektorového prostoru W. PakU NV iU +V jsou
podprostory W.
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HKapitola 9. Vektorove prostory

DUKAZ: Necht u,v e U NV, tedyue d,ueclV.veldav e JelikozU aV jsou
podprostory téhoz prostoru, platiu+v e f au+v € V tedyu+v € YNV, a pro
libovolny skalar « plati také au € U i au € V, takze au € U N V. Dikaz, ze U + V je
podprostorem W je obdobny. 0

Jestlize prinik podprostort U, V daného vektorového prostoru W je nulovy podpro-
stor O, pak se soucet U + V nazyvé direktni (primy) soucet podprostord a znaci
se U ® V. Direktni soucet je tedy definovan jen pro nékteré podprostory W.

Dilezitou vlastnosti direktniho souc¢tu podprostori je to, ze kazdy prvek w € U &V
lze vyjadfit jednoznaéné ve tvaru w = u+vsu € U av € V. Skutecné, necht plati

W = uj + V] = ug + vo.

Potom o = w —w = (uj; +v1) — (u2 + v2), tedy u; — ug = vg — vi. To vSak znamena,
ze vektory u; — ug i vi — vy patii do U NV, takze podle definice direktniho souctu jsou
oba vektory nulové a plati

u; = u2,VvVy = Va.

9.5 Vektory v matematice a ve fyzice

V této kapitole jsme si zavedli novy pojem vektoru, ktery je zobecnénim pojmu vektor,
tak jak se pouziva naptiklad ve fyzice. To, Ze pouzivame stejny néazev, tedy vektor, nas
nesmi vést k domnénce, ze se jedna v podstaté o jedno a totéz. Nase abstraktni vektory
rozhodné nejsou veli¢iny, které maji velikost a smér. Co je velikost funkce, kterad je
prvkem prostoru F ?

Ani veli¢ina, ktera mé velikost a smér, nemusi byt vektorem v takovém smyslu. Pred-
stavme si krizovatku, z niz lze vyjet ¢tyfmi sméry. Zname-li primérny pocet aut, kterd
projedou kiizovatkou v kazdém smeéru v néjakém pevném casovém obdobi, mizeme defi-
novat v kazdém sméru veli¢iny, které budou mit smér ptislusného vyjezdu z kiizovatky a
jejichz velikost bude rovna primérmému poctu aut, které v tomto sméru ve sledovaném
obdobi vyjely. Pro tyto veli¢iny, které maji velikost i smér, lze tézko smysluplné definovat
skladani vektorti, které by spliovalo axiomy vektorového prostoru.

Ve zvlastnich pripadech vsak lze dat nasim novym pojmim stejny smysl, jako maji
ve fyzice nebo v geometrii. Reseni tiloh, ve kterjch se vyskytuji abstraktni vektory,
napfiiklad funkce, si tak nékdy mtizeme usnadnit tim, Ze si predstavime feseni obdobného
problému se Sipkami.

Priklady k procvicéeni:

CviCeni 9.1. Dokazte, Ze linedrni obal (S) mnoziny & = {vi,..., vy} vektort
vektorového prostoru V z ptikladu 9.6 tvoii vektorovy prostor.

CvicCeni 9.2. Necht Fj je mnozina v8ech redlnych funkei f, které spliiuji f(0) = 0.
Dokazte, ze Fq je podprostorem vektorového prostoru F z prikladu 9.2.
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10. Linearni nezavislost a baze

Pro vektory, které jsme zavedli v kapitole 9, zavedeme obdobu nékterych pojmui
znamych z analytické geometrie, jako jsou kolinedrnost (rovnobéznost) dvou vektorti nebo
komplanarnost (moznost umisténi ve stejné roviné) t¥i vektort. Vystacime pfitom pouze
s vlastnostmi vektorového prostoru, zejména se obejdeme bez thlti. Nakonec si zavedeme
pojem baze, ktery mé pro vektorovy prostor obdobny vyznam jako soustava souradnic
v geometrii.

10.1 Zavislé a nezavislé vektory

Prvni novy pojem, ktery si zde zavedeme, je obdobou vlastnosti, kterou maji dva
volné vektory, lze-li je umistit na jednu primku, nebo tii volné vektory, lze-li je umistit
do spole¢né roviny.

Definice: Neprdzdnd konecnd mnoZina vektori S = {vi,..., vy} vektorového pro-
storu V je linearné€ nezavisla, jestlize rovnice
a1Vl + ...+ Qv = O (10.1)
mda jedin€ resent
a1:...:ak:O.
Jestlize S = {v1,...,Vi} je nezavisla, Fikdme také, Ze vektory vy, ..., Vi jsou nezavislé.

Ma-li rovnice (10.1) i jiné teseni, pak Tikdme, Ze S je linedrné zdvisld a vektory
V1,..., Vg jsou zavisle.

Geometricky vyznam linearni zavislosti pro dvourozmérné vazané vektory je na obr.
10.1.

Priklad 10.1. Jestlize vi = [2,—1,0], vo = [1,2,5] a v3 = [7, —1, 5], pak mnozina
vektoria § = {vq, vo, v3} je linedrné zavisla, nebot 3v; + vy — vy = o.

P#iklad 10.2. Mnohocleny pi(z) = 1 — x,p2(z) = 5+ 32 — 222 a p3(z) =
= 1+ 3z — 22 tvoii linedrné zavislou mnozinu v Ps3, nebof pro kazdé z € R plati
3p1(z) — p2(x) + 2p3(x) = 0, tj. 3p1 — p2 + 2p3 = o.

Piiklad 10.3. Vektory e; = [1,0,0],e2 = [0,1,0] a e3 = [0,0, 1] tvoii linedrné
nezavislou mnozinu realnych t¥irozmérnych aritmetickych vektori, nebot z aje; + ases +
+ aszes = o plyne a; = 0,0 = 0, a3 = 0.

Poznamka: Zavislost ¢i nezavislost mnoziny vektort zavisi na mnoziné skalar.
Napriklad povazujeme-li V = C za realny vektorovy prostor, pak jsou komplexni jednotka
i a 1 nezavislé, nebot pro libovolna redlné ¢isla aq, as plyne z

ait + asl =0,
7e a; = ag = 0. Pokud vSak tutéz mnozinu, tedy V = C, povazujme za komplexni
vektorovy prostor, plyne z

(—1)i + il = o,

ze 1 a 1 jsou zavislé!
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aiu=u

0
\
/
/
/ /o
7 O3W = -w , OvV=-u
/ 4
v
a:u+ay +03W=0 a.u+ay=0

Obr. 10.1: Linearné zavislé vektory v R?

10.2 Linearni kombinace a zavislost

Na obr. 10.1 vlevo vidime trojici zavislych vektort u, v, w. Soucasné je naznaceno, ze
vektor w 1ze vyjadrit jako soucet nasobktl vektord u a v. Soucet nasobki vektori se bude
v dalsim vykladu vyskytovat tak ¢asto, Ze si pro né€j zavedeme samostatny nazev. Vektor v
z vektorového prostoru V budeme nazyvat linearni kombinact vektora vy, ..., vy € V,
jestlize existuji skalary aq, ..., ap tak, ze

vV=o1vy+ ...+ opvg.

Naptiklad mnohoclen p; z vektorového prostoru P; vSech linedrnich realnych mno-
hoclenti, ktery je definovan predpisem pj(x) = =z, je linedrni kombinaci mnohoclent
p2(x) =z + 1 a p3(z) = x + 2, nebot pro libovolné realné x plati

pi(z) =2 =2(x + 1) — (z + 2) = 2pa(x) — p3(2),
takze p1 = 2p2 — ps3.

Véta: Konecnd mnoZina nenulovych vektori S = {vi,...,vm,} je linedrné zdvisld,
pravé kdyz existuje k > 2 tak, Ze vektor vy je linedrni kombinaci vektord vy, ..., Vg_1.

DUKAZ: Necht S je mnoZina nenulovych linearné zavislych vektort. Uvazujme mno-
ziny 81 = {v1},S2 = {v1,va},...,Sm = {v1,..., v} a necht Sy je nejmensi mnozina
vektortl, které jsou linearné zavislé, takze plati

a1vi + ...+ apvg =0 (10.2)

a néktery z koeficient aq, . . ., o je nenulovy. Pak & > 2, nebof S; je ziejmé nezévisla
mnozina vektort, a ay # 0, nebot jinak by Si_1 byla linedrné zavisla. Rovnici (10.2)
miizeme tedy upravit pomoci axiomu vektorového prostoru na tvar

— —f—
Vk:(—l)vl—i—...—i—( kl)vk_l.
293 Qp
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10.5 Postacuyici podminky pro nezavisiost funkct

Obrécené, jestlize pro 2 < k < m plati
Vi = Q1V] + ... + Qkp—1VE—1,

pak
—(a1vy) — ... — (gp_1VE_1) + v + Ovgyy + ... + 0vy = 0O,

takze S, je linearné zavisl4, nebot koeficient 1 u vj, je nenulovy. ]

10.3 Postacujici podminky pro nezavislost funkci

Necht § = {f1, ..., fx} je koneénd mnozina redlnych funkci vektorového prostoru F
z ptikladu 9.2. Podle definice je S nezavisla pravé tehdy, kdyz pro libovolné koeficienty
at, . ..,q plyne z

alfl(:c) + ...+ ozkfk(x) =0 (10.3)

pro viechna z € R, ze a; = ... = ag = 0. Ovéfeni podminky (10.3) pro vSechna z € R
vsak vyzaduje dosazeni nekonecné mnoha c¢isel do levé strany rovnosti, coz mutze byt
v obecném pripadé neproveditelné. Prtesto lze s trochou Stésti nezévislost mnoziny S
poznat.

Prvni postup vychézi z pozorovani, ze dosadime-li v (10.3) za = postupné ruzna cisla

x1, ..., Tk, dostaneme soustavu k linearnich rovnic o k neznamych aq, ..., aj ve tvaru:

ayfi(z1) + ...+ apfr(r) =0
(10.4)

a1 fi(og) + ..+ opfre(zg) =0

Pokud ma tato soustava regularni matici, plyne odsud, ze a1 = ... =a; = 0 a S je
nezavisla mnozina.

Druhy postup vychazi z pozorovéani, ze pokud plati pro néjaké x € R rovnost (10.3),
zustane tato rovnost v platnosti i po derivovani. Pro pevné zvolené ¢islo x tak dostaneme

pro «i, ..., qp soustavu

afP@) + ...+ afP@) =0
(10.5)

arf{" V@) + @) =0

Pokud ma tato soustava regularni matici, plyne odsud, ze a; = ... =a; = 0 a S je
nezavisla mnozina. Matice této soustavy se vyskytuje ve vice aplikacich a nazyva se
Wronského matice.

P¥iklad 10.4. Rozhodnéte, zda jsou mocniny x, 22 a 23 linearné nezévislé.
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HKapitola 10. Linearni nezavislost a baze

RESEN{ 1: Zvolime si body 1 = 1,29 = 2 a 23 = 3, které postupné dosadime do

funkci f1(x) = @, fa(z) = 22, f3(z) = 23, a vytvofime soustavu (10.3). Dostaneme:

a1+ as+ a3=0
201 + 4aa + 8az =0 (10.6)
31 + 9ag + 273 = 0

Matici této soustavy prevedeme na schodovy tvar. Dostaneme

11 1 11 1 111
24 8|rg—2r1— |02 6 — | 026
3927 |r3— 3 0624 |r3— 3r 006

Matice soustavy je reguldrni, takze soustava (10.6) mé jen nulové feseni a1 = a2 = a3 =0.
Funkce z, 22 a 22 jsou tedy linedrné nezavislé. m

RESEN{ 2: Vypocteme prvni a druhou derivaci funkei fi(z) = =z, fa(z) = 22, f3(z) =
= 2% v bodé 1 a vytvofime Wronského matici, kterou pfevedeme na schodovy tvar.
Dostaneme

111 111 111
123 |rg—11— [012 — 012
026 026 |13 — 29 00 2

Matice je tedy regularni, z ¢ehoz opét vyplyva, ze funkce x, 22 a 23 jsou linedrné neza-

vislé. m

Poznamka: Pokud by nam vyslo, Ze vysledna matice neni regularni, nemohli bychom
ucinit zadny zavér. K tomu, abychom mohli prohlasit, ze uvazované funkce jsou zavislé,
bychom museli vyzkouset v prvnim pripadé vSechny trojice redlnych ¢isel x1, z9, x3, ve
druhém ptipadé vsechna z € R. Singularni matici bychom dostali naptiklad pii volbé
z1 = 0 nebo x = 0.

10.4 Baze vektorového prostoru

Pojem baze, ktery si zavedeme v tomto oddilu, nam umozni popsat vektory pomoci
skalarti. Ve svych disledcich to vede k redukci tiloh, v nichz se mohou vyskytovat libo-
volné vektory, na tlohy, v nichz se objevuji pouze vektory baze a cisla.

Definice: Konecnd mnoZina £ vektoru vektorového prostoru V je baze vektoro-
vého prostoru V), jestlize
(i) & je nezdvisla.

(il) Kazdy vektor v €V lze vyjddrit jako linedrni kombinaci vektori E.

Priklad 10.5. Vektory e; = [1,0,0],eo = [0,1,0],e3 = [0,0,1] tvoii bazi
V = R3 Jakykoli vektor v = [v1,v9,v3] tohoto prostoru lze vyjadfit ve tvaru v =
= vie; + vyeg + vses. Baze £ = (e, eq, e3) je zvlastnim piipadem standardni baze
R" ktera je tvorena radky ¢i sloupci jednotkové matice I,,.
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10.4 Daze vektoroveho prostoru

Piiklad 10.6. Mmnohocleny pi(xz) = 1 a pa(x) = x tvoii bazi vektorového prostoru
Py. Kazdy mnohoé¢len p(z) = ag + a1« 1ze zapsat ve tvaru p = agp1 + a1p2. Mnohoéleny
zde povazujeme za realné funkce definované na celé realné ose. Necht agp; + a1p2 = o,
tj. ap + a1x = 0 pro vSechna x. Pro x = 0 dostavame ag + a1 - 0 = 0, odkud ag = 0, a
proz = 1 pak z a; - 1 = 0 dostaneme a; = 0, takze p; a py jsou nezavislé.

Piiklad 10.7. Necht £4 je mnozina vSech spojitych funkci I na intervalu [0, 1],
které splituji {(0) = 0 a které jsou linedrni na intervalech [0, 1], [1, 3], [3, 2], [3, 1]. Potom
funkce 1, @2, @3, @4 z obr. 10.2 tvori bazi Ly.

&l gl Y
1 1 1
¢1 ¢2 ¢3

I ! I I > 0 | | ! I ™y 0 I 1 I >
0 0,5 1 0,5 1 0,5 1
2 Yr
1 1

ba [(x) =x
1 1 3
I(X) =Z¢1 +§¢2 +Z¢3 +¢’4
I I l > | | | >
X X

0 05 1 ¢ 0 05 1

Obr. 10.2: Po ¢astech linearni funkce.
Poznamka: Ne kazdy vektorovy prostor ma bazi ve smyslu nasi definice. Napriklad

neexistuje zadna koneéna mnozina realnych funkci, jejichz linedrni kombinaci by bylo
mozno vyjadfit libovolnou realnou funkci.
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11. Souradnice

V kapitole 10 jsme si zavedli pojem béaze, ktery nyni vyuzijeme k definovani soutadnic.
Pak si ukazeme, jak lze pomoci souradnic pfevést tlohy s abstraktnimi vektory na tlohy
s aritmetickymi vektory, s nimiz umime ¢iselné pocitat.

11.1 Souradnice vektoru

Definice: Necht & = (ey, ..., e,) je usporddand baze vektori vektorového prostoru
V. Necht v € V. Potom ¢isla vy, . . ., vy, pro kterd plati

vV =vie1 + ...+ vpep,
nazyvame souradnice vektoru v v bdzi £.

Napfiiklad libovolny aritmeticky vektor v = [v1,v2,v3] mé ve standardni bazi
& = (e1, ez, e3) z prikladu 9.7 soufadnice vy, v2, v3, nebot

[Uly V2, ’U3] = ’Ul[l, 07 0] + U2[07 17 O] + Ug[O, Oa 1]

Mnohoélen p(x) = = + 2 ma v bazi P = (p1,p2) z piikladu 9.7, kde pi(z) = 1 a
p2(x) = x, soutadnice 2, 1, nebot

p(x) = 2+ 2 = 2p1(x) + 1p2(2).

Soufadnice zavisi nejen na zvolené bazi, ale i na ocislovani vektorti baze. Naprtiklad
v = [1,2] ma v bazi £ = (e1, e2), kde e; = [1,0] a e3 = [0, 1], prvni soufadnici 1, avSak
pokud e; = [0, 1] a e3 = [1, 0], potom m4 tentyz vektor prvni soufadnici 2.

Nasledujici véta rika, ze soufadnice daného vektoru jsou urceny jednoznacné.

Véta: Necht £ = (ey,...,e,) je usporidand bdze vektorového prostoru V a necht
Tlyevs Ty QYL - - -, Ypn JSOu soutadnice vektoru v € Vv bazi £. Pak x1 = y1, ..., 0, =
= yn'

DUkAz: Necht £ = (e1,...,e,) je baze a

vV=ux1€e1 + ...+ Tpen =y1€e1 + ...+ Ypey.

Pak
o=v+(-l)v=xie1+...+axpep+ (—1)(v1€1 + ... + ynen) =
= (331 - yl)el + ...+ (xn - yn>en-
Jelikoz vektory béaze jsou nezavislé, plyne odtud z1 = y1, ..., 2y = Yn- O]

Soutadnice kazdého vektoru v € V jsou v dané bazi £ urceny jednoznacné. Budeme
je zapisovat také do aritmetického vektoru, ktery se nazyva souradnicovy wvektor a
znadi se [v]e.
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11.2 Pouzitt souradnic

Piiklad 11.1. Libovolny aritmeticky vektor v = [v1, v, v3] ma v bazi £ = (eq, ez, e3)
z ptikladu 9.7 souradnicovy vektor

v]e = [v1,v2, v3].

Pifiklad 11.2. Mnohoélen p(z) = = + 2 ma v bazi P = (p1, p2) z ptikladu 10.6
soufadnicovy vektor [plp = [2,1].

Priklad 11.3. Libovolné po ¢astech linearni funkce [ vektorového prostoru L4 z pii-
kladu 10.7 ma v bazi £ = (¢1, p2, p3, p4) soufadnicovy vektor

[”5 = [l(%)vl( )71(%)71(1)} :

11.2 Pouziti souradnic

D=

Pomoci souradnic mizeme prevést tlohy s vektory, které lze popsat pomoci linearnich
kombinaci bazovych vektorti daného vektorového prostoru, na tlohy s aritmetickymi vek-
tory. Pouzijeme toho, ze zobrazeni, které kazdému vektoru ptitazuje jeho soutadnicovy
vektor v dané bazi £, prevadi soucet vektorti na soucet souradnicovych vektortd, tedy

u+ vl = [ulg + [vlg, (11.1)

a nasobeni vektoru skalarem o na nasobeni prislusného souradnicového vektoru, tedy

Obé rovnosti 1ze ovérit pifimo z definice souradnic. Napriklad jsou-li uq, . . ., u, soufadnice
vektoru u v bazi £E=(ey, ..., e,), tedy

u=ue] + ...+ upen,
pak
au = quiel + ... + aupey,

odkud
[ou]g = a[ulg .

Pti fesSeni tloh s linearnimi kombinacemi vektort, napriklad mame-li vyjadrit néjaky
vektor jako linedrni kombinaci jinych vektorii nebo mame-li rozhodnout, zda je néjaka
mnozina vektoril nezavisla, postupujeme nasledovné:

e Zvolime si takovou bazi £ daného vektorového prostoru, ve které lze vSechny vektory
snadno vyjadrit.

e Najdeme soutadnicové vektory vsech vektort, které se vyskytuji v popisu problému.

e Resime tlohu, kterou dostaneme z ptivodni tlohy zaménou vsSech vektoru za sourad-
nicové vektory.

Postup ovSsem predpoklada, ze mame k dispozici vhodnou bazi, coz nemusi byt vzdycky
splnéno.
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HKapitola 11. Souradnice

Pi#iklad 11.4. Najdéte soufadnice mnohoélenu p(z) = 22—1v bazi P = (p1, p2, p3),
kde p1(z) = 1, pa(x) = 2 + 1,p3(z) = 2% + = + 1.
RESENT:
e Zvolime si bazi £ = (eq, €2, e3), kde e1(z) = 1, ea(x) = z, e3(x) = 2.
e Najdeme soutradnice vektort p, p1, p2, p3 v bazi £. Dostaneme
[p]f = [_17 07 1]7 [pl]g = [17 0? 0]7 [pQ]S = []-7 17 0]7 [p3]g = [17 ]-7 ]-]

e Resime soustavu
[P]g =T [p1]5 + X2 [pz]g + 3 [p3]g .

Rozepsanim této rovnice po slozkach dostaneme soustavu

—1 =21 + 29 + z3

0= T2 + T3
1= r3,
ktera ma feseni ;1 = —1, 29 = —1, 23 = 1.
Snadno ovérime, Ze opravdu plati p = —p1 — p2 + p3. N

Priklad 11.5. Rozhodnéte, zda jsou mnohocleny
pi(x) = a® + x4 1,pa(x) = 2® + 2z + L p3(a) = 2 + & + 2
zavislé nebo nezavislé.
RESENT:

e Zvolime si stejnou bazi £ = (eq, ez, e3) jako v piikladu 11.4, tj.

e1(z) = 1,e2(z) = z,e3(x) = 22.

e Najdeme soutfadnice vektort pi, p2, p3 v bazi £. Dostaneme
[pl]g - [17 17 1]7 [p2]5 - [17 27 1]7 [p3]€ - {27 17 1]

e Resime soustavu
x1 [p1lg + 22 [p2]e + 23 [p3]e = o.

Rozepsanim po slozkach dostaneme soustavu:
1+ 29 +22x3=0
x1+ 204+ 23 =0 (11.3)
r1+ 29 + 23 =0

Upravou rozsifené matice soustavy dostaneme

1120 11110
121({0fjrg—1r1—|01-1|0
11101‘3—1‘1 00-110

Odtud vidime, Ze soustava (11.3) m4 jediné feseni 1 = 0, x9 = 0,23 = 0.

Mnohocleny p1, p2, p3 jsou tedy linearné nezavislé. O]
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12. Dimenze a reSeni soustav

Vektory v roviné (prostoru) povazujeme za dvourozmérné (tfirozmérné), nebot k ur-
Ceni kazdého vektoru je tfeba dvou (tii) soufadnic. JelikoZ pocet soutadnic je stejny
jako pocet vektort pfislusné baze, nabizi se okamzité zobecnéni rozméru (dimenze) na
vektorové prostory. Nez tak ucinime, ukazeme si, ze vSechny baze jednoho vektorového
prostoru maji stejny pocet vektori. Potom si ukazeme souvislost mezi novym pojmem
dimenze a feSitelnosti obecnych linearnich soustav.

12.1 Dimenze vektorového prostoru

Véta: NechtV = (e, ..., ey,) je vektorovy prostor z prikladu 9.6 a necht fy, ... £,
jsou nezavislé vektory prostoru V. Pak m < n.

DUkAZ: Necht plati predpoklady véty a m > n. Jelikoz V = (e1,...,e,) af; € V)
lze f; vyjadrit jako linearni kombinaci vektorti baze, takze vektory fi,ei, ..., e, jsou
zavislé podle véty 10.2. Podle téze véty vSak existuje k tak, Ze ey je linearni kombinaci
vektort f1, ey, ..., e,_1. Odtud snadno plyne, ze kazdy vektor prostoru V lze vyjadrit
jako linearni kombinaci vektort fi,e1,...,ex_1, €41, .., €n.

Jestlize tento postup zopakujeme s tim, ze vezmeme v tivahu nezévislost vektort f;
a fo, ukaze se, ze kazdy vektor prostoru V lze vyjadrit jako kombinaci f1, f> a né€kterych

n — 2 vektort vybranych z ptivodni baze (eq, ..., e,).

Kdyby m > n, dostali bychom vyse uvedenym postupem po vyskrtani vsech n vek-
tort baze (e1, ..., ey,), ze kazdy vektor prostoru V lze vyjadfit pomoci vektort fi, . . ., f,.
Tak bychom vsak mohli vyjadrit f,,4+; jako kombinaci fi, ..., f,, coz je ve sporu s pied-
pokladem, ze fi, ..., f,, jsou nezavislé. Plati tedy m < n. (]

Z pravé dokézané véty ihned plyne, Ze je-li (e1,...,e,) baze prostoru V a jsou-li
fi1,..., £, nezavislé, pak m < n. Ma-li tedy néjaky vektorovy prostor V bazi, pak

pocet vektort této baze je maximalnim poctem nezavislych vektord prostoru V a pocet
vektoru v ruznych bazich téhoZ vektorového prostoru je stejny.

Definice: Mazimdlni pocet nezavislych vektoru vektorového prostoru V nazyvdme
dimenzi prostoru V a znacime ji dim). Ma-li vektorovy prostor bdzi, je jeho dimenze
rovna poctu vektori baze a mluvime o koneénérozmeérném prostoru. Podle nasi
definice plati dim{o} = 0. Nemd-li nenulovy vektorovy prostor bazi, mluvime o neko-
necnérozmeérném prostoru.

Novy pojem dimenze je v souladu s pojmem dimenze, ktery jsme si zavedli pro
aritmetické vektory, nebof vektory e; = [1,0,...,0],...,e, = [0,...,0,1] tvoii bazi
prostoru n-rozmérnych aritmetickych vektori. Pojem dimenze nemusi vSak byt plné
v souladu s na$i intuici. Napiiklad komplexni prostor V = C je jednorozmérny, nebot
jeho bazi tvori jakékoliv nenulové ¢islo.
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Kapitola 12. Dimenze a reseni soustav

12.2 Dimenze a vyjadreni vektoru jako linearni kombinace

S pomoci pojmu dimenze lze popsat feSitelnost tlohy nalézt vyjadieni vektoru jako
linearni kombinace jinych vektort.

Véta: Necht b, aq, ..., a; jsou vektory vektorového prostoru V. Oznacme si
A =A{ay,...,ar}. Pak plati ndsledujici tvrzeni:
(i) Vektor b lze vyjadrit jako linedrni kombinaci vektori ay, . . ., ay, pravé kdyz
dim (b, aj,...,a;) = dim (A) . (12.1)

(ii) Jestlize plati (12.1) a A je nezdvisla mnoZina vektori, pak lze vektor b vyjadrit
jedinym zpisobem jako linedarni kombinaci vektoru ay, . . ., a.

(iii) Jestlize plati (12.1) a A je zdvisld mnoZina vektori, pak lze vektor b vyjadrit neko-
necné mnoha zpusoby jako linearni kombinaci vektord ay, . .., a,. V této kombinaci
lze zvolit nékterych d = k — dim (A) koeficienti libovolné.

DUKAZ:

(i) Jestlize a; = ... = a; = o, je tvrzeni trividlni. Predpokladejme tedy, ze néktery
z vektort ay, . . ., a; je rizny od nuly. Pak postupnym vyskrtavanim vektort, které
jsou kombinaci ostatnich, vybereme z ay, . . ., a; n&jakou bazi £ prostoru (A). Bez
jmy na obecnosti mizeme piedpokladat, ze £ = (ay, ..., as). Jestlize b nelze vy-
jadfit jako kombinaci vektortu béze &£, pak (b, ai, ..., as) tvoii bazi (b, ay, ..., ag)
a plati

dim (b,aj,...,a;) = s+ 1 # s = dim (A) .

Naopak, jestlize b lze vyjadfit jako kombinaci ay, . .., a5, pak & je béze (A) i
b,ai,...,a;) a plati
p

dim (A) = s = dim (b, a;, ..., ag) .

(ii) Jestlize plati (12.1) a A je nezavislda mnozina vektord, pak (ai, ..., ay) tvoii bazi
(A) a podle (i) 1ze vektor b vyjadfit jako linearni kombinaci vektoru ay, ..., ag.
Podle véty z oddilu 11.1 jsou koeficienty linearni kombinace urceny jednoznacné.

(iii) Necht plati (12.1). Predpoklddejme opét, ze £ = (aj,...,as) tvoil bazi (A) a
s < k. Podle (i) plati b € (A), takze pro libovolné &1, . . ., & plati také

b —&spas11 — ... — §rag € (A) .
Existuje tedy &1, ..., & tak, ze
b —{sp1asp1 — . — §pag = §1a1 + ..+ sa,.
Vektor b lze tedy vyjadrit ve tvaru
b = ¢&a; + ...+ &ag
s libovolnymi &541, ..., &k. Pocet téchto koeficientl spliiuje

d=Fk—s=Fk—dim (A).
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12.8 Radkovy prostor a tadkovd hodnost

Pravé dokézané véta obsahuje odpovéd na otédzku, kdy mé soustava linedrnich rovnic
feseni, kdy ma jediné feseni a kdy ma nekonecné mnoho feseni, a to v terminech dimenze
linearnich obalil sloupcii matice soustavy a pravé strany. Staci si za vektory a; dosadit
sloupce sf‘ matice soustavy A a za b dosadit vektor pravé strany. Véta vSak nedava nijaky
navod, jak dimenzi prostoru sloupct zjistit. To je pfedmétem néasledujicich odstavcei.

12.3 Radkovy prostor a fadkova hodnost

Dilezitym krokem k lepsimu pochopeni otazek fesitelnosti rovnic je soucasné studium
obalti radki i sloupcti matice soustavy. Tento postup nam umozni zejména vyuzit znamou
techniku elementarnich radkovych operaci.

Zde se budeme zabyvat linedrnim obalem R(A) = (rf,... r2) fadki r* dané
matice A typu (m,n), ktery nazyvame rddkovym prostorem matice A. Zejména si
v8imneme, Ze R(A) se neméni elementarnimi fadkovymi operacemi, a proto plati nésle-
dujici véta.

Véta: Necht matice A a B jsou tddkové ekvivalentni. Pak
R(A) = R(B). (12.2)
Dimenze R(A) se nazyva téz radkovd hodnost matice A, elementarni fadkové ope-
race ji neméni a snadno ji uréime ze schodového tvaru matice A, nebot pocet nenulovych

rfadkt matice ve schodovém ¢i normovaném schodovém tvaru je zfejmé roven jeji fadkové
hodnosti.

Priklad 12.1. Urdete fadkovou hodnost matice

1 -1 11
A=1|1 0 -11]. (12.3)
0 1 -20

RESENT: Elementarnimi fadkovymi tipravani dostaneme postupné

1 -1 11 1 -1 11 1 =1 1 1]r1+r1
1 0 -11|rg—-r1—[0 1 -20 — |0 1 =220 —
0 1 -20 |0 1 -2 0]r3—m 0 0 00
(10 -1 1
— |01 =20
00 00
Radkova hodnost matice A je tedy rovna dvéma. m

Poznamka: V piikladu jsme matici upravili az na normovany schodovy tvar, aby
bylo vidét zcela trividlné, ze nenulové radky jsou nezavislé. Je vSak ziejmé, Ze jsme se
mohli spokojit i se schodovym tvarem matice.
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Kapitola 12. Dimenze a reseni soustav

12.4 Sloupcova hodnost matice

Nyni se budeme zabyvat linedrnim obalem S(A) = (s, ..., s#) sloupctt dané matice

r=n
A typu (m,n), ktery se také nazyva sloupcovy prostor matice A. Dimenze S(A) se
nazyvé sloupcova hodnost matice A.
Co se da fict o sloupcové hodnosti matice, ktera vznikla z dané matice pomoci elemen-
tarnich radkovych tuprav? Odpovéd je o néco komplikovanégjsi nez u fadkovych prostort.
Porovname-li totiz napriklad matici

(1 -1 11
A=1]1 0 -11 (12.4)
0 1 —-20

z prikladu 12.1 s jejim normovanym schodovym tvarem

(10 -1 1
B=|01-20 [, (12.5)
(00 00

zjistime, Ze sloupcové prostory obou matic jsou ruzné, nebot napiiklad s2A ¢ S(B).
Ptesto plati nasledujici véta.

Véta: Necht matice A a B jsou tddkové ekvivalentni. Pak
dim S(A) = dim §(B).

DUKAZ: Jestlize matice A a B typu (m, n) jsou fadkové ekvivalentni, pak jsou také
rozsifené matice [A ‘ 0] a [B ‘ 0] fadkove ekvivalentni. Odtud podle véty 2.2

xls‘ﬁ—l—...jtxnsﬁ:o,

pravé kdyz

B B
r18y + ...+ xS, = 0.
. 1. . A A - Ry P v B B -
Zde vidime, ze sloupce s;, ..., s;, Jsou nezavislé, pravé kdyz sloupce s;/, .. ., s;, Jsou
nezavislé. O

Dikaz nam ukazuje, jak nalézt béazi sloupcového prostoru dané matice A. U matice
ve schodovém tvaru je baze zfejmé tvorena sloupci obsahujicimi vedouci prvky rfadki a
sloupce matice A s tymiz indexy tvoii pak bazi S(A).

Priklad 12.2. Baze sloupcového prostoru matice B z (12.5) je tvorena sloupci

1 0
s]13 = (0}, s]23 = |1
0 0
Prvni dva sloupce
1 -1
S1 = 1 s Sy = 0 s
0 1

matice A proto tvori bazi S(A), nebot A a B jsou fadkové ekvivalentni.
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12.5 Hodnost a Tesitelnost soustav

12.5 Hodnost a resitelnost soustav

Hlavnim dtsledkem vét 12.3 a 12.4 je to, ze tadkova hodnost matice se rovna sloup-
cové hodnosti matice. Véty totiz fikaji, zZe elementarni fadkové operace zachovavaji obé
hodnosti, a pro matice v normovaném schodovém tvaru je rovnost fadkové a sloupcové
hodnosti matice zfejma. Budeme proto mluvit stru¢né o hodnosti matice. Hodnost
matice A budeme znacit h(A).

Nyni mtzeme zformulovat hlavni vysledek o fesitelnosti linearnich soustav, ktery se
nazyva Frobeniova véta.

Véta: Necht A je matice typu (m,n) a necht b je m-rozmérny sloupcovy vektor.
Potom plati nasledugict tvrzeni:

(i) Soustava

Ax=Db (12.6)
ma resent, prave kdyz
MA)=h([A]|Db]). (12.7)
(ii) Jestlize plati (12.7) a
h(A) = n,

potom md soustava (12.6) jediné Tesent.

(ili) Jestlize plati (12.7) a
h(A) < n,

potom md soustava (12.6) nekonecné mnoho reseni. V tesent lze zvolit nékterych
d=n—h(A)
sloZek libovolne.

DUKAzZ: Véta je specidlnim pripadem véty 12.2 pro a; = SZA. Ukézali jsme také, ze
dimenze sloupcovych prostortt mizeme nahradit hodnostmi. ]
12.6 Hodnost a regularita

Pojem hodnosti ndm umoznuje zformulovat novou charakteristiku regularni matice.

Véta: Ctvercovd matice A vddu n je requldrni, prdveé kdyZ
h(A) = n.

DUKAZ: Necht A je ¢tvercova matice fadu n. Jestlize A méa hodnost n, potom podle
véty 12.5 ma kazda soustava Ax = si, jediné Teseni, takze i soustava AX=I ma jediné
feSeni. Podle véty 6.4 je proto matice A regularni.

Obracené, jestlize A je reguldrni, potom pro livovolny sloupcovy vektor y ax = A~y

plati
y=AAly = A(Aly) = Ax = 2P + . 4 2,82

takze A ma sloupcovou hodnost n. m
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12.7 Hodnost matice a pocitacova aritmetika

Pojem hodnosti predpoklada presnou aritmetiku, nebot nepatrnd zména matice mtze
zpusobit zménu jeji hodnosti. Napriklad matice

1 1 1 1
A= |:1099 1099:| a B= |:1098 1099:|

se lisi jen velmi maélo, avSak h(A) = 1 a h(B) = 2. Pokud jsou koeficienty matice
vysledkem méfeni, nemé proto casto viibec smysl hovotit o hodnosti matice. Pro takové
aplikace, stejné jako pro pocitacové reseni soustav, byla proto vypracovana teorie zalozena
na jinych pojmech, se kterou se sezndmime pozdé&ji. Poznamenejme jesté, ze pii zjistovani
hodnosti na pocitaci je nutno vyhnout se zaokrouhlovacim chybam.

Priklady k procviceni:
Cvideni 12.1. Urcete hodnost matice

1 - 11
A=]1 -11
3 — 13

N O =

CviCeni 12.2. Naleznéte libovolnou béazi sloupcového prostoru S(A) matice A z
prikladu 12.1.
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13. Linearni zobrazeni

Radu fyzikalnich zékont ¢ pfibliznych experimentélnich zavislosti lze z matematic-
kého hlediska charakterizovat jako pfimou umérnost. Naptiklad Ohmuv zakon fika, ze
proud [ je pri konstantnim odporu R pfimo tumeérny napéti U, coz mizeme zapsat ve
tvaru

I(U) = % U

Snadno si ovérime, ze funkce I zobrazuje soucet argument na soucet jejich obrazi a
skalarni nasobek argumentu na prislusny nasobek jeho obrazu, tak jako funkce f na
obr. 13.1. To vsak je vlastnost, ktera ma smysl pro zobrazeni jakéhokoliv vektorového
prostoru do jiného vektorového prostoru. Zde se seznamime se zakladnimi vlastnostmi
téchto specialnich zobrazeni, ktera maji velky vyznam v matematice, fyzice, inzenyrstvi,
spolecenskych védach i v ekonomii.

af(u) y=f(X)

F(u)+ (V)

f(v)

f(u)

u Vo utv au X
Obr. 13.1: Linearni zobrazeni.

13.1 Definice a priklady linearnich zobrazeni

Definice: Necht U,V jsou vektorové prostory. Zobrazeni A : U — V se nazyjvd
linedarni zobrazeni (operdtor), jestlize pro kaZdé dva vektory u,v € U a skaldr «
plati:

(i) Alu+v) = A(u) + A(v)
(ii) Alau) = aA(u)

Linedrni zobrazenild — U se casto nazjvd linearni transformace. MnoZinu vsech
linedrnich zobrazeni vektorového prostoru U do vektorového prostoru V budeme znacit
LU,V). Misto LU, U) budeme psdt strucné L(U). V nékterych aplikacich jsou dilezité
linearni zobrazent vektorového prostoru U do R, které se nazyvaji linearnt formy nebo
linearni funkcionaly.
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HKapitola 13. Linearni zobrazeni

Priklad 13.1. Funkce y = ax je linearni transformace R pro libovolné pevné zvolené
a € R, nebot
alu+v) =au+av a alou) = aau

pro libovolna ¢isla u, v a a.

Priklad 13.2. Funkce f : y = 2z + 1 neni linearni transformace R, nebot

f2+2)=f(4)=9#10=f(2)+ f(2).

Piiklad 13.3. Je-li A libovolna redlnd m x n matice, R™!(R™!) prostor viech
sloupcovych aritmetickych vektori dimenze n(m), pak je

A:R" 3 x+— Ax e R™!
linearni zobrazeni, nebot pro libovolné vektory x a y plati podle (5.4)
Ax+y)=Ax+ Ay a A(ax)=aAx.
Priklad 13.4. Zobrazeni
D:Ps3p—ypeP

které kazdému mnohoclenu p piifadi jeho derivaci p’, je linedrni zobrazeni prostoru vsech
mnohoclentt P do sebe, nebot pro libovolné redlné mnohocleny p, ¢, skalar o a redlné x
plati

(p(2) + q(@)" = P(2) + d(2) a (ap(x)) = ap/(2).
13.2 Elementarni vlastnosti linearniho zobrazeni

Necht U,V jsou vektorové prostory. Z definice 13.1 bezprostiedné plyne, Ze pro
libovolné linearni zobrazeni A € L(U,V) a v € U plati

Alo) = A(0-0) = 0-Ao) = o
A(—v) = A((—l) -v) =(=1)- A(v) = —A(v).

Jestlize A € L(U,V), pak pro libovolné skalary aq,...,a, a vektory vi,...,v,
prostoru U plati

Alarvy + ...+ apvy) = a1A(vi) + ... + anA(vn), (13.1)
nebot

Alaqvi + ...+ apvy) = A(qul + (gvy + ... + anvn)) =
= A(a1vy) + A(aave + ... + apvy)
= a1 A(vy) + A(aave + ... + apvy)
= a1 A(vy) + ... + anA(vy).

Z této rovnosti je vidét dilezitou vlastnost linearnich zobrazeni definovanych na pro-
storech kone¢né dimenze, a to ze jsou uplné urceny obrazy vektori libovolné baze, tedy
obrazy konec¢ného poctu vektori.
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15.5 Nulovy prostor a obor hoanot
13.3 Nulovy prostor a obor hodnot
Definice: Necht U,V jsou vektorové prostory a necht A € L(U,V). Pak nulovy
prostor (jadro) N(A) zobrazeni A je mnoZina vzori o, t.j.
N(A) ={uecl: A(u) = o}.
Jestlize u, v € N(A), t.j. A(u) = o, A(v) = o, a je-li a je libovolny skalér, pak plati
Alu+v) = A(u) + A(v) =0 a A(au) = cA(u) = o,

takze N (A) je podprostorem U.
Obdobnou vlastnost mé i obor hodnot H(A) linedrniho zobrazeni A. Jestlize u =
= A(x), v = A(y) a «a je skalar, pak

u+v=Ax)+Aly) =Ax+y) a ou=aA(x)= A(ax),

takze H(A) je podprostorem vektorového prostoru V.
Pomoci nulového prostoru mtzeme popsat strukturu feSeni abstraktni operatorové
rovnice.

Véta: Necht U, V jsou vektorové prostory, necht A € L(U,V) a necht A(xg) = b.
Potom libovolné rteseni X rovnice

A(x)=Db
lze zapsat ve tvaru x = Xg + n, kde n € N(A).
DUKkAz: Necht A(x) = b. Potom plati
A(x — xg) = A(x) — A(xg) = b — b = o,
takze vektor n = x — xq patii do jadra N'(A) a x = x¢ + n. 0
Dusledek: Linedrni zobrazeni A je prosté, pravé kdyz N (A) = {o}.

Mame-li tedy rozhodnout, zda je dané linearni zobrazeni prosté, staci vysettit vzor
nulového vektoru. Je to zvlastni vlastnost linedrniho zobrazeni, nebof u obecného zobra-
zeni by bylo nutno vysSettit vzory vSech vektor v oboru hodnot.

13.4 Hodnost a defekt zobrazeni

Definice: NechtU, V jsou vektorové prostory konecné dimenze a necht A € L(U, V).
Pak hodnost h(A) zobrazeni A definujeme jako dimenzi H(A) a defekt d(A) zobra-
zeni A definujeme jako dimenzi N(A).

Véta: NechtU, V jsou vektorové prostory konecné dimenze a necht A € L(U,V).
Potom

h(A) + d(A) = dim(). (13.2)
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HKapitola 13. Linearni zobrazeni

DUKAzZ: V dikazu se musime predevsim vyporadat se skutecnosti, ze N'(A) a H(A)

mohou byt podprostory rtiznych prostorii.
Necht (hy, ..., hy,,) je baze H(A) a necht (ny,...,n;) je baze N(A). Oznacme si
Vi, ..., Vy libovolné vzory hy, ..., h,,, takze plati

A(Vl) = hl, c ey A(Vm) = hm.

Ukézeme, ze vektory (v, ..., Vv, n1,...,ng) tvori bazi U.
Nechf plati
vi+ ...+ &V +mng 4 ...+ = 0 (133)

Pak také
A(glvl + ...+ gmvm +mng + ...+ nknk) = O,

takze s vyuzitim linearity A a definice vektori v; a n; dostaneme
&hy + ...+ &,hy,, = 0.

Jelikoz vektory (hy, ..., hy,) tvofi podle predpokladu bazi H(A), jsou nezavislé, takze
&1 =& = ... =&, = 0. Po dosazeni do (13.3) tedy plati

mng + ...+ NN = 0.

Ponévadz jsou vektory ny, ..., n; také nezavislé, plyne odtud 73 = ... = n = 0. Vek-
tory vi,...,Vm,ny, ..., ng jsou tedy nezavislé.
Necht nyni x € U je libovolny vektor. Pak A(x) € H(A) a existuje &1, ..., &y, tak,
ze plati
A(x) = &hy + .. 4+ &by,

Oznacéme si
y=&V1i+ ...+ &V,

takze A(y) = A(z), a zapiSme si x ve tvaru

Xx=y+x-y).
Jelikoz

plati x —y € N(A) a tedy
X —y=mny+ ...+ nng.
Vektor x lze potom vyjadrit ve tvaru
X=VI+ ...+ &V +mng + ...+ Ny

Vektory (vi,...,Vp,n1,...,1n,) tedy tvofi bazi U, takze plati m + k = dim(U), t.j.
h(A) + d(A) = dim(U).

Disledek: Linearni transformace A : V — V definovana na vektorovém prostoru
kone¢né dimenze V je zobrazeni na )V, pravé kdyz A je prosté zobrazeni.

76



13.5 Soucet zobrazent a nasobeni skatarem
13.5 Soudet zobrazeni a nasobeni skalarem

Definice: Necht U a V jsou libovolné vektorové prostory. Pro libovolnd zobrazeni
A, B € L(U,V) a skaldr a mizZeme definovat soucet zobrazeni A + B predpisem

(A4 B)(u) = A(u) + B(u)
a soucin skalaru a zobrazeni oA predpisem

(@A) (u) = a(A(u)).
Snadno se ovéri, ze A + B i aA jsou linearni zobrazeni. Naptiklad

(A+ B)(au) = A(au) + B(au) = a(A(u)) + a(B(u)) = a(A(u) + B(u)) =
= a((A + B)(u))

Také nulové zobrazeni O € L(U,V), které kazdému u € U pfifazuje nulovy prvek
o prostoru V, je linearni, nebot napiiklad

Ou+v)=0=o0+o0=0(u)+ O(v).

Snadno lze ukézat, ze L(U, V) tvoii vzhledem k pravé definovanému séitani zobrazeni
a nasobeni zobrazeni skaldrem vektorovy prostor, jehoz nulovy prvek je pravé definované
nulové zobrazeni.

13.6 Skladani linearnich zobrazeni

Definice: Necht U, V a W jsou vektorové prostory a necht A : U — V a B : V +—
— W jsou zadand linedrni zobrazeni. Pak lze definovat sloZené zobrazeni (soucdin
zobrazent) BA : U — W predpisem

(BA)(w) = B(A(w).

Poradi, ve kterém se zapisuji faktory slozeného zobrazeni, je diilezité a opacné k po-
fadi, ve kterém se defini¢ni vyraz vyhodnocuje. To naznacuje urc¢itou nevhodnost zvyku
psat argument do zavorky za oznaceni zobrazeni.

Slozené zobrazeni je také linearni, nebot:

(BA)(ow) = B(A(ow) = B(a(AW)) = a(B(AW)) = a((BA)W)
(BA)(u+v) = B(A(u+v)) = B(A(u) + A(v)) =
= (BA)(u) + (BA)(v)
Pro skladani zobrazeni 1ze odvodit obdobné vztahy jako rovnosti (5.12) a (5.13) pro

nasobeni matic. Je-li a libovolny skalar a jsou-li A, B, C' libovolna linedrni zobrazeni, pro
ktera maji nasledujici vyrazy smysl, potom
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HKapitola 13. Linearni zobrazeni

A(aB) = a(AB) = (aA)B (13.4.2)
A(B+C)=AB + AC (13.4.b)
(A+ B)C = AC + BC (13.4.c)

A(BC) = (AB)C (13.4.d)
13.7 Mnohocleny v linearnich transformacich

Jelikoz sklddani zobrazenti je podle (13.4.d) asociativni, mizeme pii skladani zobrazeni
vynechat zavorky. Pro libovolnou linearni transformaci A : Y — U a kladné celé ¢islo m
tak muzeme definovat mocninu linearni transformace piedpisem

AMm = AA-- A,
—_—
m
pricemz plati
Aern — Am An

Poznamenejme, ze pro dvé linedrni transformace A a B vektorového prostoru U do sebe
nemusi platit (AB)"™ = A™B™
Snadno se ovéri, ze identita I definovana na prostoru i je linearni a pro libovolné
A € L(U) splije
Al =TA = A.

Jestlize p je libovolny mnohoclen definovany vztahem
p(r) = ap + a1z + ... + apa”
pak mtizeme pro kazdé A € L(U) definovat
p(A) = apl + a1 A+ ...+ a, A"
Jestlize D je naptiklad derivace na prostoru P vSech mnohoclentt a p(x) = 22 — 1, pak
p(D) =D* 1,

takze pro kazdy mnohoclen ¢ € P plati

p(D)(q) =¢" —q.

Vsechna pravidla pro tpravu mnohoclenii jedné proménné plati i pro mnohocleny
jedné linearni transformace, nebot jsou odvozeny ze vztahti, které plati pro ¢isla i pro
linearni transformace. Tak naptiklad z rovnosti

2 —1=@—-D+1)
dostaneme po dosazeni D za x rovnost
D?*—I1=(D-1)(D+1),
kterou si muzeme ovéfit rozepsanim
(D =1)(D+1)(p)=(D—=1)((D+1)p) =(D—1)p' +p) =
=@ +p) = +p) =0 —p= (D> I)p).
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13.8 Princip superpozice a inverze linearnich zobrazeni

Mnoho technickych problémi lze zformulovat jako tilohu najit pro dané linearni zob-
razeni A : U — V apro b € V vektor x € U tak, aby platilo

A(x) = b. (13.5)

Napriklad tlohu najit neznamé potencialy v 1. kapitole mtizeme zapsat ve tvaru

=[] o] 0] @ aw=[2 ][]

Obdobné lze zapsat podminky pro prihyb y struny zatizené silou s jednotkovou
hustotou, natazenou jednotkovou silou a uchycenou v bodech o soutadnicich 0 a 1 jako

ulohu najit mnohoclen y tak, aby platilo:
—y"(z) =1 pro z € (0,1) (13.6.a)
y(0) =y(1) =0 (13.6.b)

Oznacime-li si P prostor vSech readlnych mnohoclent, Py jeho podprostor, do kterého
patii vSechny mnohoéleny p, které splnuji p(0) = p(1) = 0, a polozime-li b(x) = 1, pak
b € P a zobrazeni definované piredpisem

Alp) = —p"

je linearni zobrazeni pattici do £L(Py, P). Uloha najit mnohoclen y tak, aby platilo (13.6)
je tedy ekvivalentni tloze najit y € Py tak, aby

Aly) = 0.

Predpokladejme nyni, Ze zndme napiiklad feseni x; a x5 rovnice (13.5) pro dvé pravé
strany by a b, tedy ze plati

A(Xl) = b1 a A(XQ) = bg,

a ze navic plati b = b + by. Pak miizeme urcit feseni x rovnice (13.5) pouhym sec¢tenim
X1 a Xg, nebot pro x = x7 + X9 plati

A(X) = A(Xl + Xg) = A(Xl) + A(Xz) =b; + by = b.

Tomuto jednoduchému dtsledku vlastnosti linearnich zobrazeni se fika princip super-
pozice.

V nasich prikladech lze najit fyzikalni interpretaci principu superpozice pro obé tulohy.
Staci si uvédomit, ze napiiklad u prvni tilohy je v pravé strané uchovana informace o zdroji
proudu a Ze neznamé jsou potencidly. Princip superpozice vyjadiuje také nasledujici
tvrzeni.
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Véta: Necht A : U — V je vzdjemné jednoznacné linedrni zobrazeni vektorového
prostoru U na vektorovy prostor V. Pak existuje A™Y které je rovné# linedrni zobrazend.

DUKAZ: Inverzni zobrazeni A~! existuje pro kazdé vzajemné jednoznacné zobrazeni.

Necht u = A(x), v = A(y), tedy x = A~(u) ay = A71(v), a necht «a je libovolny
skalar. Potom

Priklady k procvicéeni:

Cviceni 13.1. Necht F je vektorovy prostor vSech realnych funkci z pirikladu 9.2.
Ovéite, ze zobrazeni, které kazdé funkci f € F pfifazuje f(0) € R, je linearni funkcional.

Cviceni 13.2. Necht V je vektorovy prostor dimenze n. Dokazte s pomoci véty
13.4, ze defekt jakéhokoliv linearniho funkcionalu definovaného na V je roven n — 1.

Cvi€eni 13.3. Ovéite rovnosti (13.4).
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14. Linearni zobrazeni a matice

V této kapitole se budeme vénovat linedrnim zobrazenim prostori aritmetickych vek-
tort, ktera jsou definovana pomoci souc¢inu matice a vektoru tak jako v prikladu 13.3.
Ukazeme si, ze tak lze predstavit nejen kazdé linearni zobrazeni prostoru aritmetickych
vektorti, ale s pomoci souradnic dokonce kazdé linearni zobrazeni vektorovych prostort
konec¢né dimenze. Nové pojmy také vyuzijeme k alternativni prezentaci teorie fesitelnosti
soustav linearnich rovnic.

14.1 Maticovy zapis linearnich zobrazeni R"”* do R"

Jak lze popsat vSechna linedrni zobrazeni R™ do R™? Necht S = (s{, ..,sL) je

standardni béze prostoru R™! viech sloupcovych aritmetick§ch vektortt dimenze m, ktera
je tvorena sloupci jednotkové matice I,,,. Necht A : R™! — R™! je libovolné linearni

zobrazeni a nechf obrazy sloupcovych vektort s{, ce s,In jsou sloupcové vektory
a1l a1m
I I .
A(Sl) = ) 7A(Sm) = :
an1 Gnm

Jelikoz libovolny vektor x € R™! lze zapsat ve tvaru

x:xls{+...+xmsfn,

lze A(x) zapsat pomoci
Ax) = A(zst + .+ apst) = 21 AsY) + .+ 2,A()) = Ax,

kde

Plati tedy nasledujici véta.

Véta: Necht A : R"™! — R™! je libovolné linedrni zobrazeni. Pak existuje matice A
typu (n, m) tak, Ze pro libovolné x € R™! plati

A(x) = Ax.

Linearni zobrazeni
A:R™ 5 x5 Ax € R™!

se Casto ztotoziuje s matici A a o matici A se mluvi jako o linearnim zobrazeni. V tomto
smyslu budeme i my pouzivat pojmy obor hodnot matice A, nulovy prostor matice
A, nebo defekt matice A. Pojmy, které jsme si doposud zavedli jsou v souladu s touto
konvenci. Napiiklad obor hodnot H(A) kazdé matice A je totozny s jejim sloupcovym
prostorem S(A), takZe pro hodnosti matice a zobrazeni plati
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Kapitola 14. Linearnt zobrazent a matice

14.2 Urceni baze nulového prostoru matice

Bazi nulového prostoru matice tvori jakakoliv maximélni mnozina nezavislych feseni
soustavy Ax = o, kterou najdeme tak, Ze matici A prevedeme na schodovy tvar a
za neznamé, které nejsou ve sloupcich s vedoucimi prvky, budeme postupné dosazovat
napiiklad radky jednotkové matice. Ziskana TeSeni pak zapiSeme do sloupcti. Postup je
v podstaté totozny s postupem feseni soustav rovnic s nekone¢nou mnozinou feseni, ktery
byl popsan v ¢lanku 2.4, avsak s pomoci novych pojmt mizeme lépe pochopit strukturu
feSent.

Priklad 14.1. Urcete béazi nulového prostoru matice

A:

[N
DN =
[N R V]
D W W

RESEN{: Nejprve upravime matici A pomoci fadkovych tiprav na schodovy tvar

1123 11 23 11 23
A=|1113|rp—1r1 — [00-10 — (00 —-10
2226 |r3—2n 00 —-20|r3—2r9 00 00

Odtud h(A) = 2 (pocet nenulovych radki) a d(A) = 4 — 2 = 2. Béazi N(A) tedy tvori

jakékoliv dva nezavislé vektory, jejichz slozky fesi soustavu

r1 + x9 + 223 + 314 =

— 3 =0

(14.1)

Vypocteme je tak, Ze za xo a x4 dosadime postupné napiiklad slozky e; = [ 10 } , €9 =
= [0 1} a vypocteme x1 = —1, 23 = 0 a 1 = —3, r3 = 0. Bazi nulového prostoru tedy
tvoii vektory

OO = =
_ o O W

Jestlize lze matici A typu (m,n), m < n rozdélit na bloky tak, ze
A=[B|C]

a B je regularni, lze najit vzorec pro matici N typu (n,n — m), jejiz sloupce tvoii bazi
N(A). V souladu s vyse uvedenym vykladem budeme hledat N ve tvaru:

82



14.5 Matice jako linearni zobrazeni a soustavy rovnic

Po rozepsani levé strany rovnice

AN =0

s vyuzitim blokové struktury a po vynasobeni zleva matici B~ dostaneme

Bl[B\C}{¥}::O,

odkud
X +B'C = 0.

N- | 7P

Odtud X = -B7'C a

14.3 Matice jako linearni zobrazeni a soustavy rovnic

Divame-li se na matici A jako na linearni zobrazeni A : x +— Ax, mizeme vyuzit
dosavadnich vysledkt o lineadrnich zobrazenich k alternativnimu vykladu teorie feSitelnosti
linearnich soustav z ¢lanku 12.5. Napfiklad pfelozime-li tvrzeni (i) do termint zobrazeni,
zjistime, ze vyjadiuje zfejmou skutecnost, Ze soustava linedrnich rovnic ma feseni, prave
kdyZ prava strana patfi do oboru hodnot matice soustavy. Tvrzeni (ii) zase vyplyva
z dusledku 13.3, podle néhoz je feseni jediné, jestlize N'(A) = {o}, tedy defekt d(A) = 0,
coz je podle (13.2) ekvivalentni h(A) = n, kde n je pocet neznamych. Tvrzeni (iii) lze
dokonce prohloubit.

Véta: Necht A je matice typu (m,n) pro kterou plati d(A) > 0, necht b je m-
rozmérny sloupcovy vektor, necht Axy = b a necht (ny,...,ng) je baze N(A). Potom
libovoln€ Tesent soustavy Ax = b miZe byt zapsdano ve tvaru

X =Xg + ainy + ... + agng. (14.2)
DUkAz: Podle véty 13.3 lze libovolné feSeni soustavy (13.5) zapsat ve tvaru x =

= x0 + n, kde n € N(A). Jelikoz vektory ni, ..., ng tvori bazi N(A), lze n zapsat ve
tvaru (14.2). O

Priklad 14.2. Najdéte vSechna feseni soustavy

r1+ x9+ 223+ 324 =0
T1+ a2+ 23+ 3r4=1 (14.3)
2x1 + 229 + 223 + 624 = 2

ve tvaru (14.2).

RESENI: Rozsifenou matici soustavy nejprve upravime na schodovy tvar

11230 11 2310 11 23]0
[A[b]=]1113|1|rp—11 — [00-10]1 — |00-10|1
22262 |r3—2r 00-20|2]r3—2r 00 000
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Kapitola 14. Linearnt zobrazent a matice

Z ného dostaneme ¢astetné fesSeni xg soustavy (14.3) feSenim soustavy

1 + x9 + 223 + 324 = 0
’ (14.4)
— X3 =1
tak, ze polozime napftiklad z9 = 0 a x4 = 0. Dostaneme x1 = 2, x3 = —1. Jelikoz matice
soustavy je stejna jako matice A v prikladu 14.1, mtizeme pomoci feseni tohoto prikladu
napsat libovolné feseni soustavy (14.3) pomoci parametri aq, ag ve tvaru

2 —1 -3

X = 0 + o1 1 + a9 0
-1 0 0

0 0 1

14.4 Definice matice linearniho zobrazeni

V ¢lanku 14.1 jsme si ukazali, Ze libovolné linearni zobrazeni R™ do R" lze popsat
pomoci vhodné matice. Nyni si ukdzeme, ze pomoci matic mizeme popsat libovolné
zobrazeni prostorti konecné dimenze. Pouzijeme k tomu baze defini¢niho oboru a oboru
hodnot. Pro struc¢nost budeme v celém c¢lanku predpokladat, ze U a V jsou dva vektorové
prostory konecné dimenze s bazemi € = (ey,...,ep) a F = (f1,...,f,).

Definice: Necht A : U — V je linedrni zobrazeni. Pak miZeme vektory

Aley), ..., Alem) vyjddrit jako linedrni kombinace vektori fy, . .., £, ve tvaru:

A(el) = anft +...+ apify,

Alen) = aimfi + ...+ anmfy
Matici

[Alg 7 =

nazyvame matict linearntho zobrazeni A vzhledem k bazim (£, F). Jestlize U =
=V a & = F, pak budeme mluvit o matici linearni transformace vzhledem k bazi
& a misto [Al¢ ¢ budeme psdt strucné [Alg.

Indexy prvki a;; jsou zvoleny tak, aby pro kazdé linearni zobrazeni A : U +— V
platilo

[Alg 7 = [[Ale1)lf ..., [Alem)]£], (14.5)
obdobné jako v ¢lanku 14.1, kde byly £ i F standardni baze. Z této rovnosti a z vlastnosti
soutfadnic (11.1) a (11.2) plyne pro libovolny skalar «, pfipadné pro libovolné dalsi linedrni

zobrazeni B : U — V), Ze
[aAlg 7 = a[Ale £, (14.6)
[A+ Blg 7 = [Alg g + [Ble £ - (14.7)

)
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14.5 Souradnice obrazu vektoru

Priklad 14.3. Necht P35 je vektorovy prostor vSech mnohoclent nejvyse druhého
stupné s bazi £ = (ey, ea, e3), kde ey, e, e3 jsou mnohocleny ej(x) = 1,e3(z) = = a
e3(z) = 2% Najdéte matici derivace

D:P3>p—p € Ps.

RESEN{: Nejdiive najdeme soufadnice D(ey), D(e2) a D(e3) v bazi £. Jelikoz
D(e1)(z) =0, D(e2)(z) =1 a D(e3)(x) = 2z, mlizeme napsat piimo:

0=0-1+0-2+0-2?
1=1-14+0-2+0-22
2r=0-1+2-2+0-22

Soutadnice D(ey), D(e2) a D(e3) tvoii ziejmé koeficienty na fadcich, které zapiseme do
sloupcii a dostaneme

[D]e =

o O O
o O =
S NN O

14.5 Souradnice obrazu vektoru

Predpokladejme nyni, ze U a ) jsou dva vektorové prostory konec¢né dimenze s bazemi

E=(er,....,epm)aF =(f1,...,f,), 26 A: U — V je linedrni zobrazeni, x € U a
T
x]e =
Tm

Potom s pomoci definice linedrniho zobrazeni, vztahii (11.1), (11.2) a definice souéinu
matice a vektoru odvodime postupné

[A(x)] r = [A(z1e1 + ... + xmem)]}— = [:ElA(el) + ..+ anAlen)|r =
=1 [A(el)]]-' + ot am [Alen)]F = [[A(el o [Alem ]]-‘] x]e =
= [Alg 7 Xg
tedy
[AX)F = [Alg 7 [X]e - (14.8)

Poznamka: Je-lif =V a & = F, ma (14.8) tvar

[AX)]e = [Ale [xl¢ - (14.9)
Priklad 14.4. S vyuzitim feseni ptikladu 14.3 vypoctéte souradnice derivace libo-

volného mnoho¢lenu p nejvyse druhého stupné pomoci soutadnic p v bazi € = (eq, ez, e3),
e1(z) = 1, e2(z) = z, e3(z) = 22
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Kapitola 14. Linearnt zobrazent a matice

RESENT: Mnohoélen p(z) = az? + bx + ¢ m4 v bazi £ soutadnice

Jelikoz jsme si v prikladu 14.3 ukézali, ze derivace D méa v bazi £ matici

010
D= [002],
000
plati
010 c b
[P]¢ = [Dple = [Dlg[ple = [002] | b]| = | 2a
000 0
U
14.6 Matice slozeného zobrazeni
Necht U je vektorovy prostor koneéné dimenze s bazi € = (e1,...,e,) a necht

A:U — UaB:U — U jsou linearni transformace. Pak s pouzitim vztahu (14.8) a
definice sou¢inu matic (5.8) odvodime

[ABle = [[(AB)(e) .-, [(AB)(en)]e] = [[A(Blen)]g .. [A(Blen)]| =
= ([l [Bele .-, [Ale [Blea)le] = [Alg [[Blew)le ... [Blew)]e] =
— [Ale [1Ble letls -, [Ble lele] = [Ale [Ble [sh,. . sh] =
— [Ale [Ble T = [Al¢ [Be
Plati tedy
[AB]e = [Al¢ [Blg - (14.10)

P1i odvozeni jsme pouzili toho, Ze souradnice jednotlivych vektorti baze v téze bazi
jsou prvky pfislusného sloupce jednotkové matice.

Piiklad 14.5. S vyuzitim feSeni piikladu 14.3 vypoctéte matici druhé derivace D? =
= DD na prostoru P vSech mnoho¢lenti nejvyse druhého stupné v bazi £ = (e, e2, e3),
e1(z) = 1,e2(z) = z,e3(v) = 22.

RESENT: V piikladu 14.3 jsme si ukazali, Ze derivace D méa v bazi £ = (ey, es, e3)
matici

[D]e =

o O O
o O =
o N O

Podle (14.10) tedy
[D*]¢ = [DD]g = [D]¢ [D]; =

&
01011010 002
= 1002 0021 =1000
00011000 000
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14.7 Zmena baze

14.7 Zména baze

Nyni se budeme zabyvat otazkou, jak se zméni souradnice vektoru a matice linedrniho
zobrazeni pfi zméné baze.

Necht U je vektorovy prostor koneéné dimenze a necht & = (e, ...,e,) a F =
= (f1, ..., £,) jsou dvé baze U. Necht A : U — U je libovolné linedrni zobrazeni a necht
C : U — U je linearni zobrazeni, které kazdému vektoru e; baze £ pritazuje vektor
C(e;) = f;. Zobrazeni C' tedy zobrazuje béazi £ na bazi F, takze podle disledku 13.4 je
C prosté a existuje C 1L

Nejprve si ukazeme, jak se zméni souradnice x; libovolného vektoru x pii prechodu
od baze £ k bazi F a obracené. K tomu si stac¢i vSimnout, ze z

X =21€1 + ...+ Tp€ey

plyne
C(X) =x1fi + ...+ z,.8,,

takze

Pomoci (14.9) odtud dostaneme

odkud s pouzitim oznafeni T = [C]z = [C7!] » dostaneme
x|z =T [x]g. (14.11)

Matice T se nazyva matice zpétného prechodu od nové baze F k bazi £.
Nyni mtizeme hledat vztah mezi [A]; a [A] . Plati

Alr = [[AE] 7 [AE)]£] = [TAE)]e, - T[A(E)]e] =
= T{[AW®)]g - [AE)le] = T{[Alg [file - [Ale [fa]e] =
= T[A [T ], T )L = T[A]gT’l[s{,...,si] _
=T [A T
Plati tedy
(Al = T [A ;T (14.12)
Misto matice T muzeme uvazovat matici prechodu S = [C]¢ od ptvodni baze £

k bazi F. Mezi matici zpétného prechodu T a matici prechodu S plati vztah
TS = T[[C’(el)]g e [C’(en)]g} = [T filg,....,T [fn]g] = [[fl]f e [fn]f} =1
takze T = S™1 Dosazenim do (14.11) dostaneme po tpravé
x|l = S[x]r. (14.13)

Povsimnéme si, ze nazvy matice pfechodu a matice zpétného prechodu se vztahuji k po-
pisu zmeény béaze, nikoliv k popisu zmény soutradnic.
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Kapitola 14. Linearnt zobrazent a matice

14.8 Podobnost matic

Vyse uvedend rovnost (14.12) je motivaci pro novy pojem.

Definice: Ctvercové matice A a B stejného tddu jsou podobné, jestlize existuje
requldrni matice T tak, Ze

A =TBT '
Uvahy ¢lanku 14.7 miiZeme shrnout pomoci nového pojmu do strucné véty.
Véta: Matice dané linedrni transformace v ruznych bazich jsou podobné.

D4 se dokazat i tvrzeni, ze jsou-li matice podobné, pak jsou maticemi né€jaké linearni
transformace v rtiznych bazich. Jelikoz podstatné charakteristiky linearnich transformaci
(napfiklad hodnost nebo defekt) nezavisi na bazi prostoru, da se o¢ekéavat, ze podobné
matice budou mit podstatné charakteristiky shodné. Pripomenme, ze o vektoru se ze
soufadnic nedovime obecné vice nez to, je-li nulovy nebo nenulovy.

Snadno lze dokazat, ze kazda matice je podobna sama sobé, ze je-li A podobna B
a B podobna C, pak A je také podobna C, a konecné je-li A podobnd B, pak jei B
podobna A. Napiiklad posledni tvrzeni vyplyva z ekvivalence rovnosti A = TBT ! a
B = T 'AT.
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15. Bilinearni formy

V 1. kapitole jsme si sestavili soustavu rovnic (1.6) pro neznamé potencidly xj, xo
obvodu z obr. 1.1. Soustava linearnich rovnic vSak neni jedinou moznosti, jak popsat
elektricky obvod nebo jiny linedrni problém. Ukazuje se, ze n€kdy je vyhodné prejit k jiné
formulaci, ktera v nasem pfipadé spociva v secteni obou rovnic soustavy vynasobenych
postupné ,virtualnimi“ (myslenymi) potencialy y1, y2 tak, ze dostaneme

—2x1y1 + T1Y2 + T2y1 — 3w2y2 = —10ys. (15.1)

Uloha najit feseni x1, z2 soustavy (1.6) je pak ekvivalentni tloze najit z1, zo tak, aby
rovnost (15.1) platila pro vSechna yi, ya.

Vyraz na levé strané rovnice (15.1) mizeme povazovat za funkci dvou proménnych
aritmetickych vektort x = [x1,22] ay = [y1,y2], kterd je pfi jednom zafixovaném
argumentu linedrni ve druhém argumentu. To vSak je vlastnost, kterd ma smysl pro
kazdou funkci dvou argumentit z vektorového prostoru. Ukazuje se, ze takové funkce
jsou nepostradatelnym nastrojem pro vyjadreni fyzikalnich zakont ve formé vhodné pro
numerické feseni technickych problémt pomoci takzvanych variacnich metod. V tomto
textu je vyuzijeme ke studiu geometrie vektorového prostoru.

15.1 Definice a priklady

Definice: Necht'V je redlny vektorovy prostor. Zobrazeni B : V x V — R se nazijvd
bilinearnt forma, jestlize pro libovolné u,v,w € V a a € R plati:

(B1) Bu+v,w) = B(u,w)+ B(v,w)
(B2) B(au,v) = aB(u,v)
(B3) B(u,v+w) = B(u,v)+ B(u,w)
(B4) B(u,av) = aB(u,v)

Bilinedrni funkce je tedy pti zvolené hodnoté jedné promeéenné linedrni funkci druhé
promeénné. MuZeme ji povaZovat za zobecnéni funkce z = axy dvou promeénnych x a y
na vektorovée prostory.

Piiklad 15.1. Na prostoru V = R3 sloupcov§ch vektortt dimenze 3 si definujeme
formu B predpisem, ktery kazdé dvojici vektort x = [x;] a y = [y;] pfifazuje

B(x,y) = X'y = z1y1 + Tay2 + T3Y3. (15.2)

Interpretujeme-li x jako silu a y jako drahu, pak B(x,y) je prace konana silou x po draze
y. Snadno se ovéii, ze B je bilinearni forma.

Priklad 15.2. Necht A = [a;;] je dand realna ctvercovd matice fadu 2. Pak zobra-
zeni, které kazdé dvojici sloupcovych vektort druhého fadu x = [z;] a 'y = [y;] pfifazuje

B(x,y) = X'Ay = a117191 + a1221y2 + a2129y1 + 22722, (15.3)

je bilinearni forma.

89
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Priklad 15.3. Necht F je vektorovy prostor vSech redlnych funkci. Pak piedpis,
ktery kazdé dvojici funkci f € F a g € F piifazuje

B(f,9) = f(1)g(1) + f(2)9(2), (15.4)

definuje bilinearni formu.

15.2 Klasifikace bilinearnich forem

Necht V je libovolny vektorovy prostor. Bilinearni forma B se nazyva symetricka,

jestlize pro libovolné vektory u, v € V plati

B(u,v) = B(v,u) (15.5)
a antisymetricka, jestlize

B(u,v) = —B(v,u). (15.6)
Antisymetrické formy lze ekvivalentné charakterizovat téz rovnosti

B(u,u) = 0 (15.7)

pro libovolné u € V. Skutecéné, plati-li (15.7), pak
B(u+v,u+v) = B(u,v)+ B(v,u) =0,
odkud dostaneme (15.6). Obracené z (15.6) plyne
B(u,u) = —B(u, u),

tedy plati (15.7).

Bilinedrni formy (15.2) a (15.4) jsou zfejmé symetrické, zatimco forma (15.3) je sy-
metricka, pravé kdyz A = A'. Bilinearni forma (15.3) bude antisymetricka, pravé kdyz
A = —A coz splituje napiiklad matice

0
Bilinearni forma (15.3) s touto matici spliuje

B(X, Y) = T1Y2 — T2Y1 = —(911’2 - yzwl) = —B(%X)-

Kazdou bilinearni formu muzeme vyjadiit ve tvaru souc¢tu symetrické a antisymetrické
formy, nebot

B(u,v) = > (B(u,v) + B(v,u)) + %(B(u, v) - B(v,u)). (15.8)

N

Bilinearni formy

BS(u,v) = 1(B(u,v) + B(v,u)) a Buv)=

splnuji

D=

(B(u,v) — B(v,u))
BS(u,v) = BS(v,u) a B*u,v)=—-B*v,u).

Formy BS a BA se nazjvaji po fadé symetrickd ¢dst a antisymetrickd ¢dst bilinearni
formy B.
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15.3 Matice bilinearni formy

Necht V je vektorovy prostor s bazi £ = (eq,...,e,) a necht B je bilinedrni forma
na V. Necht x,y € V jsou dva vektory, které lze zapsat pomoci soufadnic ve tvaru

X=z1€1+...+2Tp€p, Y =Y1€1+ ...+ Yn€n.

Pak
B(x,y) = B(zi1e1+ ...+ xpen,y) = x1B(e1,y) + ... + zpBlen,y) =
B(ei,y) Bl(e1,y1€e1 + ...+ ynen)

:[Ilw")xn} :[l’l,...,zn] =
_B(en7Y) B(en7y1e1 +...+ ynen)
[ B(ej,e1)yr + ...+ Blei, en)yn

= [1717 -71‘71} : =
_B(enael)yl _I_ + B(enaen)y
_B(el,el)...B(el,en) Y1

= [[L’l, '7‘7“71} : : )

B(ep,e1)...B(en, ep) Un

coz mtzeme pomoci oznaceni [B]; = [B(e;, ej)] zapsat struéné ve tvaru

-
B(x,y) = [x]¢ [Blg lyle - (15.9)

Matici [B]¢ nazyvame matict bilinedrni formy B v bazi £.

Piiklad 15.4. Najdéte matici bilinearni formy (15.4) definované na prostoru P

vSech mnohocélent nejvyse druhého stupné v bazi € = (eq, ez, e3), kde e1(x) = 1, ea(z) =
=z, e3(x) = 22 Vysledek vyuzijte k vyéisleni B(p, q) pro p(z) = 1 — z a q(z) = 2% — 7.

RESENI: Podle vztahu (15.4) vypocteme postupné:

B(ei,e1) = e1(l)ei(l) +e1(2)e1(2) =1-1+1-1= 2
Bler, es) = e1(Dea(l) + e1(2)ea(2) =1-1+1-2 = 3
B(ei,e3) = e1(l)es(l) +e1(2)e3(2) =1-1+1-4= 5
B(ea,e2) = ea(1l)ea(l) + e2(2)e2(2) =1-1+2-2= 5
Blea, e3) = ea()es(1) + ea(2)es(2) =1-1+2-4= 9
B(es,e3) = e3(1)e3(1l) +e3(2)e3(2) =1-1+4-4 =17

Ostatni prvky matice formy dopocteme ze symetrie

Blei, e5) = ei(1)ej(1) + €i(2)e;(2) = ej(1)ei(1) + ej(2)ei(2) = Blej, i),
takze

[Ble =

Ot W N
© ot W
~N O Ot
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Kapitola 15. DLilinearni formy

Jelikoz
1 0
ple=1-1] a lde=|-1],
1
plati
23 5 0 2
B(p,q)=[1-10]|35 9| |-1|=[1-10]|4]| =-2
5917 1 8

15.4 Matice symetrické formy

Véta: Necht B je bilinearni forma na vektorovém prostoru V konecné dimenze. Pak
B je symetrickd, prdvée kdyzZ matice B v libovolné bazi £ prostoru V spliuje

[Blg = [Blg. (15.10)

DUKkAz: Je-li B symetrickd bilinearni forma, pak B(e;,e;) = B(ej, ;) a vztah
(15.10) plati.
Obréacené, necht plati (15.10). Pak podle (15.9) pro libovolné vektory x,y € V plati

Blx.y) = [k Bl vls = (I [Ble [yle) = s [BIE [xls = vk Bl s =
= By, x),
takze forma B je symetricka. 0

Matice A, ktera spliiuje A = Al se nazjva symetrickd matice, takze vétu lze zfor-
mulovat stru¢né také tak, ze bilinearni forma na prostoru kone¢né dimenze je symetricka,
pravé kdyz ma v libovolné bazi symetrickou matici.

15.5 Zména matice bilinearni formy pfi zméné baze

Necht U je vektorovy prostor koneéné dimenze a necht & = (e, ...,e,) a F =
= (f},...,f,) jsou dvé baze U. Necht S je matice pfechodu od baze £ k nové bazi F,
takze pro libovolny vektor x € U plati podle (14.13)

x|l = S[x]z.

S pouzitim (15.9) dostaneme pro libovolné dva vektory x,y € U a bilinearni formu B na

U
x5 [Bl£ [ylr = Bx.y) = [X]¢ [Ble [yle = x| ST[Bl: S [yl

Zvolime-li x = f; a 'y = f;, snadno si ovéiime, ze prvky v i-tém fadku a j-tém sloupci
matic [B] - a ST [B]¢ S jsou stejné, tedy

[B]r = S"[B].S. (15.11)
Odtud dostaneme s pouzitim matice zpétného prechodu T = S~! od baze F k bazi £
[Ble = T'[B] - T. (15.12)
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15.6 Kongruentni matice

15.6 Kongruentni matice

Vyse uvedena rovnost (15.11) je motivaci pro novy pojem.

Definice: Ctvercovd matice A je kongruentni s matici B, jestlize existuje requldrni
matice T tak, Ze

A =T BT.
Uvahy predchoziho ¢lanku miiZzeme shrnout pomoci nového pojmu do nasledujici véty.
Véta: Matice dané bilinearni formy v ruznych bazich jsou kongruentni.

Je mozno dokazat i tvrzeni, ze jsou-li matice kongruentni, pak jsou maticemi néjaké
bilinearni formy v riznych bézich. Jelikoz podstatné vlastnosti bilinearnich forem (na-
priklad symetrie) nezavisi na bazi prostoru, da se ocekavat, Ze kongruentni matice budou
mit podstatné charakteristiky shodné.

Snadno lze také dokazat, ze kazda matice je kongruentni sama se sebou, ze je-li A
kongruentni s B a B kongruentni s C, pak A je také kongruentni s C, a konec¢né je-li A
kongruentni s B, pak je i B kongruentni s A.

Napiiklad je-li A kongruentni s B, pak po pfenasobeni rovnosti A = T' BT zleva
T = (TT)~! a zprava T~ ! dostaneme B = T-TAT 1 Matice B je tedy kongruentni
s A, nebot si miizeme snadno ovéfit, ze plati T~' = (T~1)",
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16. Kvadratické formy

Dosadime-li do bilinearni formy za oba argumenty tentyz vektor, dostaneme specialni
funkci jedné vektorové proménné. Napiiklad pro y; = x1 a yo = x3 dostaneme na levé
strané rovnice (15.1) funkei jedné vektorové proménné x = [z1, x2| ve tvaru

Q(x) = —223 + 22129 — 373 (16.1)

Ukazuje se, ze takové specialni funkce mohou v nékterych dilezitych pripadech nahradit
ptivodni bilinearni formu. Prechod ke skalarni funkci jedné vektorové proménné je za-
kladem takzvanych energetickych metod feseni technickych problému a usnadiiuje feSeni
nékterych dalsich tloh, jak si v tomto textu ukazeme naptiklad na feseni nekonzistentnich
soustav.

16.1 Definice a priklady

Definice: Necht'V je vektorovy prostor a necht B je bilinedrni forma na V. Zobrazeni
Qp definované pro libovolné x € V predpisem

Qp(x) = B(x,x)

se nazyva kvadraticka forma prislusna bilinedarni formé B. Kwvadratickou formou bu-
deme strucné nazyvat zobrazeni () definované na V, pro které existuje bilinedrni forma

B na V tak, Ze Q = Qp. Kwvadratickou formu mizZeme povaZovat za zobecnéni funkce

y = ax?® na vektorové prostory.

Piiklad 16.1. Na prostoru V = R3 sloupcovych vektorti dimenze 3 je definovano
zobrazeni @), které kazdému vektoru x = [z;] pfifazuje

Q(x) = x'x = 22 + 22 + 22, (16.2)

coz je kvadraticka forma ptislusna bilinedrni formé definované rovnosti (15.2). Interpre-
tujeme-li x jako polohovy vektor, pak @)(x) je druhd mocnina jeho délky.

Priklad 16.2. Nechf A = [a;;] je dana redlna ¢tvercova matice fadu 2. Pak zobra-
zeni, které kazdému sloupcovému vektoru x = [z;] dimenze dvé piifazuje

Q(x) = x'Ax = a7} + (a12 + ag1)z172 + Az’ (16.3)
je kvadraticka forma piislusna bilinedrni formé definované rovnosti (15.3).

Priklad 16.3. Necht F je prostor vSech realnych funkci. Pak predpis, ktery kazdé
funkci f € F prifazuje
QU =1+ 127 (16.4)

definuje kvadratickou formu pfislusnou bilinearni formé definované rovnosti (15.4).

94



16.2 Zaklaani viastnosti

16.2 Zakladni vlastnosti

Necht V je redlny vektorovy prostor. Jelikoz pro kazdou bilinearni formu B na V,
x € V arealné a plati B(ax, ax) = a?B(x, x), plati pro kazdou kvadratickou formu Q
na V, x € V a realné a rovnost

Qax) = ?Q(x). (16.5)
Odtud bezprostiedné plyne, ze
Q(0) = Q(0-0) = 0

a ze obor hodnot H(Q) kazdé kvadratické formy ) obsahuje s kazdym c¢islem i jeho
nezaporné nasobky. Obor hodnot nulové kvadratické formy definované piedpisem
Q(x) = 0 obsahuje pouze ¢islo 0.

Pro kazdou bilinearni formu B na V a libovolné x,y € V plati také

B(x+y,x+y)=B(x,x)+ B(x,y) + B(y,x) + B(y,y),
takze

BS(X, y) = (QB(X +y) — @p(x) — QB(Y))~ (16.6)

N | =

(B(x,y) + B(y,x)) =

DN | —

Jelikoz pro libovolnou symetrickou bilinedrni formu B na V plati B = BS, plyne z (16.6),
7e kazda symetricka bilinearni forma B na V je plné urcena svou kvadratickou formou.
P1i studiu kvadratickych forem se miizeme omezit na kvadratické formy ptislusné syme-
trickym bilinedrnim formam, nebot pro libovolnou bilinearni formu B na V a x € V
plati

Qp(x) = B>(x,x). (16.7)

16.3 Matice kvadratické formy

Necht V je vektorovy prostor koneéné dimenze s bazi € = (e1, ..., e,) a necht @ je
dand kvadraticka forma prislusna bilinearni formé B. Pak mtzeme pro libovolny vektor
x € V vy¢islit hodnotu Q(x) pomoci jeho soufadnic a matice bilinearni formy B vzhledem
k bazi £ ze vztahu

Q(x) = B(x,x) = [x]g [Blg [x]¢ .

ktery dostaneme z (15.9). Je proto pfirozené povazovat matici [B]¢ za matici kvadratické
formy @ ptislusné bilinedrni formé B v bazi £. Podle (16.7) vsak kvadratickd forma
pifslusnd B piislusi téz symetrické ¢asti BS bilinearni formy B. Jelikoz matice libovolné
symetrické formy v dané bazi je symetrickd, je vyhodné definovat matici kvadratické
formy Q) prislusné k bilinearni formé B jako symetrickou matici

Q] = [BS} - (16.8)

Pfi studiu matic kvadratickych forem se tedy muzZeme omezit na symetrické matice.
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HKapitola 16. Kvadraticke formy

16.4 Diagonalni tvar matice kvadratické formy

Jednim z dulezitych problému pii studiu kvadratickych forem je urcit, jakych hod-
not muze nabyvat dana kvadraticka forma. Na tuto otazku muzeme snadno odpovédeét,
méame-li matici kvadratické formy v diagonalnim tvaru, nebot pak se hodnota kvadratické
formy v daném vektoru vypocte jako soucet druhych mocnin soufadnic tohoto vektoru,
tedy kladnych cisel, nasobenych diagonalnimi prvky. Tak naptiklad hned vidime, ze
kvadratickd forma (16.2) nabyva kladné hodnoty pro libovolny vektor x # o.

Neni-li matice kvadratické formy v diagonalnim tvaru, nemtzeme obvykle najit jeji
obor hodnot bezprostfedné, avsak muzeme se pokusit upravit formu na tvar, ze kterého
lze obor hodnot poznat. Naptiklad doplriovanim ctverci formy () definované rovnosti
(16.1) dostaneme pro x = [z1, x2]

1 1 1
cxx)::_zﬁ-+zmx2—3x§:-44x%—2xﬂ§xg-+(§@ﬁ%-+§x§—3x§:
(16.9)
= —2(x; — 1x2)2 - §Z‘2
2 2%

takze Q(x) < 0 pro x # o.
Upravu, kterou jsme pouzili pfi redukei @ na linearni kombinaci mocnin, mtizeme

popsat jako zménu baze. ZapiSeme-li si substituci y; = 1 — %$2, Y2 = x2 ve tvaru
y =Txs
1
r] (1 1 —3
<=[n) v=[n) ==Ll
a viimneme-li si, Ze x = [x|g, kde S = (s},s]) je standardni baze R?, pak miZeme

povazovat y za soufadnice x v nové bazi £ = (ej, e2), kterd je urcena matici zpétného
pfechodu T od £ k S. Podle (15.12) tedy plati

[Qls = T'[Q]:T,

coz si muzeme oveérit také vyhodnocenim rovnosti

RIS R

K matici zpétného prechodu T miizeme urcit matici pfechodu S od baze S k bazi &£

S=T"!= L 3
01

kterou mizeme také zapsat ve tvaru S = [C]g pomoci matice linedrniho zobrazeni C

zobrazujiciho bazi § na novou bazi £. Odtud

e1 = [el]s = [Cs [s1] = [

SO = O =
— NI = N



16.5 Kvadratické formy v R*

Jelikoz @ je kvadratickad forma prislusnad symetrické bilinearni formeé

B(x,y) = —221y1 + T1y2 + Tay1 — 3T2y2,
miizeme ovérit vypoctem, ze

B(el,el) = —2, B(el,eg) = B(eg,el) = 0, B(ez,eg) = —=

|

Libovolnou kvadratickou formu na R? mtiZeme zapsat budto pomoci slozek ve tvaru

tedy

Qe = Qule = | Ty _

Dl O

16.5 Kvadratické formy v R?

Q(x) = az? + 2bayze + ca3, (16.10)

nebo maticové ve tvaru
Qx) = x'Ax, x = {3711’ A= [Z IZ}

Matici A pfitom miizeme povazovat za matici Q ve standardni bazi S = (si, s1). Budeme
se zabyvat otazkou, na jaky tvar lze redukovat matici A prechodem ke vhodné nové bazi.
Pro zjednoduseni vykladu se omezime na hledani redukovaného tvaru vhodného nasobku
formy @), takze pro nenulovou formu mizeme predpokladat, ze néktery nenulovy koeficient
formy @ je roven jedné.

Ptredpokladejme nejprve, ze a = 1, takZze doplnénim &tvercti muzeme upravit (16.10)
na tvar

Q(x) = (21 + 2z1(bx2) + (b2)?) + (¢ — b*)a3 = (w1 + bxa)® + (c — b*)a3.  (16.11)

Budeme rozlisovat dva piipady. Jestlize ¢ — b? # 0, pak pomoci substituce

y1 = x1 + bre, y2 = /|c — ¥y (16.12)

dostaneme jeden z tvari
Qx) =y +v3, QX)) =ui — 43

ZapiSeme-li si substituci (16.12) v maticovém tvaruy = Tx s

. T . Y1 o 1 b
X‘[mz}’ y‘[yz]’ T‘[o |c—b2|]’

miuzeme provedenou Upravu zapsat téZ v maticovém tvaru

Qx) = 'Ax = x T'DTx = y' Dy, (16.13)
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HKapitola 16. Kvadraticke formy

kde D je jedna z matic

o~ [10]. b [ 0] 610

Matici T pritom mtzeme povazovat za matici zpétného pfechodu od nové baze & ke
standardni bazi S, takze plati

y=[xg=TKxs=Tx, [Q=D, Qx) = [X]; Qe [xlg = YTDY-

Jestlize ¢ — b? = 0, pak pomoci substituce y1 = 1 + bra, y» = xo dostaneme
Qx) = y%. Zapiseme-li si tuto substituci opét v maticovém tvaru s
10

muzeme provedenou tpravu zapsat téZ v maticovém tvaru (16.13) s

D - {(1) 8] (16.15)

Ukazuje se, ze kazdé nenulova kvadratickd forma (nebo jeji ndsobek) ma ve vhodné
bazi jednu z matic (16.14) nebo (16.15). Pro a = 0 a ¢ # 0 staci zopakovat pfedchozi
uvahy s tim, Ze zaménime a s c a r1 s x2. Pokud a = ¢ = 0, pak pro vhodny nasobek ()
bude b = 1/2. Polozime-li

T1=Y1 +y2, T2 =y — Y2, (16.16)

dostaneme
Q(x) = yi — v3.

Odtud najdeme transformaci

1 1
Yy = 5(1'1 +x2), y1 = 5(1’1 — T3),

kterou mtizeme povazovat za prechod k souradnicim v nové bazi s matici zpétného pre-
chodu )
1 1
ro i1 ]

Pfimym vypoctem si lze ovétit, Ze plati (16.13) s matici D = Dy z (16.14).

Zahrneme-li do nasich tvah i nulovou kvadratickou formu, dojdeme k zavéru, ze
kazdou kvadratickou formu na R? mtizeme redukovat vhodnou substituci ¢ piechodem
k jiné bazi na jeden z tvartu

Qi(x) = af + 23, Qa(x) =2 — 23, Q3(x) =21, Qua(x) =0,
ktery lze identifikovat z hodnot, jichz miiZe nabyvat forma @ na mnoziné R?\{o}. Kazdy

z téchto tvarti ma charakteristicky nazev, ktery je uveden na obr. 16.1 spolu se znazor-
nénim grafu z = Q(x).
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16.6 Pozitivne defintini kvaaraticke formy

z
z=x2+x5
Q(x)
X2 X X1
a) Elipticka formaQ(x) = x2 + x3 b) Hyperbolicka formaQ(x) = xZ - x3

N
\ \\ //
NS\

N
‘z‘:‘.::"'/ f

¢) Parabolické form&(x) = x{ d) Nulova formaQ(x)=0

Obr. 16.1: Kvadratické formy na R2.

16.6 Pozitivné definitni kvadratické formy

Mimoradny vyznam v aplikacich maji kvadratické formy, jejichz obor hodnot tvoii
nezaporna cisla, takze je lze povazovat za zobecnéni eliptické a parabolické formy z obr.

Definice: Kwvadraticka forma Q) na vektorovém prostoru V se nazyvd pozitivné
definitni, jestlize pro libovolné x € V, x # o plati Q(x) > 0. Jestlize pro libovolné
x € V plati Q(x) > 0, pak se Q nazyvd pozitivné semidefinitni.

Piiklad 16.4. Kvadraticka forma (16.2) je pozitivné definitni.

Piiklad 16.5. Kvadratickd forma ¢ = —@Q, kde @ je definovana rovnosti (16.1), je
pozitivné definitni. Vyplyva to z tpravy formy na tvar (16.8).

Piiklad 16.6. Kvadratickd forma (16.4) také nabyva pouze nezépornych hodnot,
avSak Q(f) = 0 napiiklad pro nenulovou funkci f(z) = (z — 1)(x — 2). Kvadraticka
forma (16.4) je proto pouze pozitivné semidefinitni.
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HKapitola 16. Kvadraticke formy

Je-1i V je vektorovy prostor konecné dimenze s bazi £ a je-li () je pozitivné definitni
kvadraticka forma, pak pro libovolné x # o plati [x]|z # o a

Q(x) = [xg [Qlg X]g > 0. (16.17)

Nerovnost (16.17), kterou spliiuje matice pozitivné definitni kvadratické formy, méa smysl
pro kazdou symetrickou matici A, kterou budeme nazyvat pozitivné definitni, jestlize
pro kazdy sloupcovy vektor x # o plati x'Ax > 0, a pozitivné semidefinitni, jestlize
x'Ax > 0 pro libovolny sloupcovy vektor x. Kvadraticka forma je tedy pozitivné definitni
(semidefinitni), pravé kdyz je jeji matice v libovolné bazi pozitivné definitni (semidefi-
nitni).

Kazdéa pozitivné definitni matice ma kladnou diagonalu. Skutecné, je-li A = [a;}]
pozitivné definitni matice, pak pro libovolny sloupec s = SZI jednotkové matice plati

0< STAS = Qj;.
Je-li D diagonalni matice s diagonalnimi prvky dy, ..., d, a x = [z;], pak
x' Dx = diz? + ..+ dpa?.

Matice D je tedy pozitivné definitni, pravé kdyz d; > 0,...,d, > 0. Jelikoz pozitivni
definitnost je vlastnost kvadratické formy, ktera se prenasi na matice kvadratické formy,
plyne odtud, ze symetricka matice kongruentni s diagonalnt matici je pozitivné
definitni, pravé kdyzZ tato diagonalni matice ma kladné diagonalni prvky.
Obdobné tvrzeni plati i pro pozitivné semidefinitni matice.

S dalsimi vlastnostmi pozitivné definitnich matic se budeme seznamovat postupné
v dalsich kapitolach.
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17. Kongruence symetrickych a diagonalnich matic

V ¢lanku 15.6 jsme si zavedli pro symetrické matice relaci kongruence a ukézali jsme
si, ze jakékoliv kongruentni matice mtizeme povazovat za soutradnice téze kvadratické
formy v ruznych bazich. Pro kvadratické formy na prostoru dimenze dvé jsme si dokonce
dokazali, ze mezi symetrickymi maticemi dané kvadratické formy v rtznych bazich je
vzdy diagonalni matice, piicemz pocet jejich kladnych ¢i zapornych prvkid nezavisi na
volbé baze. V této kapitole si tyto vysledky zobecnime a ukazeme si efektivni vypocetni
postupy pro nalezeni diagonalni matice, ktera je kongruentni s danou symetrickou matici.

17.1 Diagonalni redukce pozitivné definitni matice

Pro dalsi studium kongruenci pouzijeme elementarni fadkové operace a jejich mati-
covy zapis. Novinkou vSak bude to, Ze ke kazdé elementarni operaci budeme nasledné
uvazovat jeji sloupcovou variantu a misto o elementarnich operacich budeme mluvit o ele-
mentarnich kongruencich. Je-li tedy T matice nékteré elementarni operace s rfadky
¢tvercové matice A (viz ¢lanek 6.1), pak matici upravenou pfislusnou elementarni kongru-
enci lze zapsat ve tvaru TAT'. Spojime-li toto pozorovani s postupy, které jsme pouzivali
pri studiu LU rozklad, snadno dokazeme nasledujici tvrzeni, které lze pouzit k ovéreni
pozitivni definitnosti matice nebo k feseni soustav s pozitivné definitni matici.

Véta: Necht A je pozitivné definitni matice. Pak existuje requldrni dolni trojihelni-
kovda matice L a diagondlni matice D s kladnou diagondlou tak, Ze

LAL =D. (17.1)

DUkAz: Necht A = [a;;] je dand pozitivné definitni matice fadu n. V ¢lanku 16.6
jsme si ukazali, ze kazda pozitivné definitni matice ma kladné diagonalni prvky, takze
a1 > 0.

S pomoci maticového zapisu elementarnich operaci najdeme, stejné jako v dikazu
véty 7.3, dolni trojuhelnikovou matici Ly, pro kterou plati

ail ai2 ... aip
0 aby ... al

LA=| 27| (17.2)
0 aly...al,

Jelikoz A je symetricka, plyne odtud, ze matice (LlA)—r = AL;" m4 stejny prvni sloupec
jako A, takze

LiAL, = “él 1:1 , (17.3)
kde i
a%Z &%n
A= ¢
a}ﬂ . a711n_




Kapitola 17. Kongruence symetrickych a daiagonalnich matic

Matice A1 je vSak nejen symetrickd, jak je patrné z (17.3), nybrz i pozitivné definitni,
nebot pro kazdy vektor
{ ; }
X = ,
Yy

0< XTLlALlTX = yTAly.

kde y # o, plati

Opakovanim tohoto postupu najdeme dolni trojihelnikové matice Lo, . .., L,_1 tak,
7e pro
L=L, 1 L

plati (17.1). Jelikoz L je soucin regularnich dolnich trojihelnikovych matic, je L, podle
clanku 7.2, také dolni trojuhelnikova matice. O

Diikaz je zalozen na mirné modifikaci postupu uvedeného v ¢lanku 7.4 a dava nam
soucasné navod, jak L a D nalézt.

Priklad 17.1. Najdéte diagonéalni matici D, ktera je kongruentni s pozitivné definitni
matici

2 -1 0
A=|-1 2-1]. (17.4)
0-1 2

RESENT: Matici A upravime spolu s jednotkovou matici na horni trojihelnikovou

matici. Dostaneme:

2 -1 0100 2 -1 01100
[AlI]=1]-1 2 -1][010|na+in—]0 31110 —
0-1 2/001 0 -1 2[00 1]|r3+3m
2 -1 0,100
3 1
=10 3 -1/110
4 1 2
100 3]33!
Snadno si ovéfime, Ze pro
100 200
L=|(110|, D=]030 (17.5)
1 2 4
33 003
plati
100 2 -1 0|13 3
LA = |1 10||-1 2-1||012|=D
1 2
129 0-1 2][001
O

102



17.2 LDL' rozklad a Teseni soustav s pozitivné definitni matici

17.2 LDL' rozklad a feSeni soustav s pozitivnd definitni matici

Rozklad (17.1) je zakladem efektivnich algoritmi pro FeSeni soustav s pozitivné defi-
nitnimi maticemi, nebot je ekvivalentni rozkladim

A'=LD'L nebo A=LDL, L=L"} (17.6)

Priklad 17.2. Vyuzijte feseni piikladu 17.1 k FeSeni soustavy:

201 — 9 =1
—x1 4+ 229 — 23=0 (17.7)
—2r9 + 2x3 =1

RESEN{: Matice soustavy A je dédna rovnosti (17.4), takZe pro L a D definované
rovnosti (17.5) plati LAL" = D a A = L'DLT Oznadime-li si b pravou stranu
soustavy (17.7), mizeme si vyjadiit jeji FeSeni ve tvaru

s illdoo0f[1o00]]1 1
x=A"b=L'(D'@b)={012||l0o20f|s10]|]0]|=]1
001|002 ][321]][1 1

Soustava (17.7) ma tedy feseni 1 = 1,29 = 1,23 = 1. 0

17.3 Kongruence symetrické a diagonalni matice

Doplnénim diikazu véty 17.1 mtizeme dokézat, ze kazda symetrickd matice je kongru-
entni s diagonalni matici.

Véta:  Necht A = [a;j] je symetrickd matice. Pak existuje reguldrni matice T a
diagondlni matice D tak, Ze

TAT' = D. (17.8)

DUkAz: Necht A = [a;;] je symetrickd matice fadu n. Jestlize a1 = 0 a néktery
mimodiagonalni prvek a;; = ai; je nenulovy, pak pfi¢tenim nebo odectenim i-tého radku
k prvnimu radku a naslednym provedenim obdobné operace se sloupci mtuzeme dostat do
levého horniho rohu nenulovy prvek. Mizeme se o tom presvédcit tpravou

1 i 1 i 1 i
1 0 ay; |1+ oar; . 1 a1 ai; + aag; - 1| 2ceai1 + 042a¢¢ ai; + aag;
i an ag i a1 i i a + aag i ’
S1 + as;

kde jsme pro prehlednost vynechali fadky a sloupce matice A, které neovlivni prvek
v levém hornim rohu upravené matice, a dosazenim o« = 1 nebo @ = —1. Maticovy zapis
takové ipravy ma tvar

A = [(_Ll‘j] = GlAGI,
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Kapitola 17. Kongruence symetrickych a daiagonalnich matic

kde @11 # 0 a Gy je matice tvaru (6.4), kterd pfi nésobeni zleva realizuje pfi¢teni prvniho
fadku k i-tému fadku nebo odecteni prvniho fadku od i-tého fadku, tedy G; = Gy1(1)
nebo G; = G;1(—1). Pokud aj; # 0, pak polozime G; =T a
A = A = G1AG].
Jelikoz a11 # 0, pak najdeme, stejné jako v ¢lanku 17.1, dolni trojuhelnikovou matici
L; tak, ze
Ar T _ |01 o
LAL; = [ o AJ.

Pro
T, = L1Gy
tedy plati
T |ai1 o
g - [ 0]

Cely postup mtzeme opakovat, nejprve s matici Aj, k postupné eliminaci mimodiago-
nalnich prvki, az po n — 1 krocich dostaneme pro

T=T, 1 Ty
rovnost (17.8). O

Dikaz véty ukazuje, jak lze najit diagondlni matici, ktera je kongruentni s danou
symetrickou matici.

Priklad 17.3. Najdéte regularni matici T a diagonalni matici D tak, aby pro matici

010
A=1]101
010
platilo
TAT' = D.

RESEN{: Matici A nejprve upravime na diagonalni tvar pomoci elementarnich kon-

gruenci. Dostaneme postupné:

010]r+r 1 11 211
101 - 1 01 - 01 ]|rg—3r —
(010 0 10 |1 10 |r3—14n
S1 + 82
[ 2 1 1 (2 0 0 [ 2 00
1 1 1 1 1 1
=10 -3 3 =10 -3 3 = N
I . -1 0 2 1]+ 0 00
SQ—%Sl 83—%81 So + S3
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17.4 Zakon setrvacnostt kvadratickych forem

S O N
|

O NI O

o O O

Matici T najdeme tak, ze fadkové operace, které jsme pouzili k tpravé A, postupné

provedeme na jednotkové matici. Dostaneme tak

100+, [110 1 10
010 —1010|ra—311— | -3 30 —
001 _001 1“3—%1"1 —% —% 1 |r3+r9
[ 110
1 1 _
=22 0] =T
-1 01
Snadno si ovétime, ze plati
2 00
TAT' = |0 -} 0| =D
0 00

O

Dusledek: Necht @ je libovolné kvadratickd forma na vektorovém prostoru koneéné
dimenze. Pak existuje baze F prostoru V tak, Ze [Q)] z je diagonalni.

DUKAzZ: Necht £ je libovolna baze prostoru V. Jelikoz [Q]s je symetrickd matice,
existuje podle véty 17.3 regularni matice S tak, ze S [Q], S" = D, kde D je diagonalni
matice. To viak je pro S = ST ekvivalentni vztahu S'[Q]oS = D. Jeli F baze V
definovand matici prechodu S, pak podle (15.12) plati [Q] = S"[Q]¢ S = D. O

17.4 Zakon setrvac¢nosti kvadratickych forem

Néasledujici véta nam tiké, ze kongruence zachovava i pocet kladnych, zapornych a
nulovych prvki na diagonéle. Poznamenejme, Ze toto tvrzeni jsme si uz ukazali pro
pozitivné definitni matice a symetrické matice fadu dvé.

Véta: Necht D a E jsou diagondlni matice Tddu n s diagondlami dy,...,d, a

e1,...,en. Necht'T je requldrni a D = T ET. Pak pocet kladnijch, zdpornijch i nulovich
prvki na diagondlach obou matic je shodny.

DUKAZ: JelikoZ nasobeni reguldrni matici zachovava hodnost matice, miZeme pred-
pokladat, ze obé matice maji stejny pocet h nenulovych prvki. Budeme také predpokla-

dat, Ze diagonaly jsou usporadany tak, ze

d1>0,...,dp>0, dp+1<0,...,dh<0,
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Kapitola 17. Kongruence symetrickych a daiagonalnich matic
e1 >0,...,64>0, €411 <0,...,¢e,<0.

V opacném pripadé je preusporadame pomoci elementarnich kongruenci odvozenych z vy-
meény rfadkt. Dale budeme predpokladat, ze T je regularni matice takova, ze

D =T'ET. (17.9)
Kdyby p < ¢, pak by existovalo feSeni x soustavy rovnic
1 =0,...,2p =0, r:ﬁ_lx:O,...,rgx:O,

které ma nékterou z prvnich h slozek nenulovou, nebot podle pfedpokladu je rovnic méné
nez h. Musi to byt zfejmé nékterd ze slozek x,41, ...z, takze plati

x'Dx <0, x T'ETx >0,

coz je spor s (17.9). 0

106



18. Skalarni soucdin a ortogonalita

A7 doposud jsme se v souvislosti s vektorovymi prostory nezabyvali velikosti vektori
ani uhly mezi vektory. Napravime to v této kapitole, kde si zavedeme kosinus tthlu i délku
vektorti pomoci bilinearni formy a naznac¢ime moznosti jejich vyuziti.

X2

0 Vi Uy X1

Obr. 18.1: Uhel vektort.

18.1 Definice skalarniho soucinu
Jak rozsifit pojem uhlu (¢ spiSe kosinu thlu) vektori a délky vektoru na obecny
vektorovy prostor nam napovi obr. 18.1. Pro kosinus thlu « vektorti u a v plati

cos = cos(ag — 1) = cos vy €os g + sin g sin g =

U1 U1 U2 V2
= . + . ,

Jid+ud Jol+d Jid (ol 403

zatimco pro délky ||u], ||v]| vektor u a v plati

laf = \/uf +u3 a [Iv]l = /o] + 3.

Prohlédneme-li si oba vzorce, mizeme si vSimnout, ze obé veli¢iny, které chceme zobecnit,
tedy délka vektoru i kosinus tuhlu vektori, mtzeme vyjadrit pomoci jediné symetrické
pozitivné definitni bilinearni formy

(u, v) = u1v1 + ugvz, (18.1)

které budeme dale tikat euklidovsky skalarni soucin. S jeho pomoci muzeme vyjadrit
jak kosinus tihlu o vektortt u, v v R? tak délku ||u|| pomoci vzorct

cos a = (4, v) ul| = (u,u). )
Yl = Vg 182)

Vzorce (18.2) maji po zadani bilinedrni formy smysl pro vektory libovolného vektorového
prostoru. To vede k nasledujici definici.
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Kapitola 18. Skalarni soucin a ortogonalita

Definice: Skalarni soucin na redlném vektorovém prostoru V je bilinedrni syme-
trickd pozitivné definitni forma na V. Oznacime-li si (u, v) skaldrni soucin vektori u, v,
plati tedy pro jakékoliv vektory u,v,w a o € R:

(S1) (u+v,w) = (u,w) + (v,w)
(52) (au,v) = au,v)

(S3) (w,v) = (v,u)
(54)

u,v)
S4 (u,u) > 0 pro u # o
Priklady skaladrnich souc¢ind na riznych vektorovych prostorech jsou v ¢lanku 16.6.

18.2 Norma vektoru

Pokud pouzijeme vzorec (18.2) pro zavedeni délky vektoru pomoci skaldrniho sou-
¢inu, bude podle axiomu (S4) zfejmé, ze délka vyjde kladna pro nenulovy vektor, avsak
nebude hned jasné, zda je takova definice v souladu s dalsimi vlastnostmi, které obvykle
pripisujeme délce vektoru. Ukazuje se, Ze pro aplikace jsou hlavni vlastnosti, které si
zformulujeme v nasledujici definici normy vektoru, kterou muzeme povazovat za rozsi-
feni délky vektoru z R? na obecny vektorovy prostor. Normu miizeme povaZzovat také za
zobecnéni absolutni hodnoty readlného nebo komplexniho ¢isla.

Definice: Necht V je vektorovy prostor. Zobrazeni, které kaZdému vektoru v € V
pritazuje nezdporné redlné cislo ||v||, se nazgvd norma, jestlize pro kaZdé u,v € V a
libovolny skalar o plati:

(N1) lu+ v <l + v
(N2) [l = |af [[u]
(N3) |lul| = 0, pravé kdyz u=o

Priklad 18.1. Predpis

|uljcc = max{|ug], [uz|}

definuje normu na R? Mnozina vektortt s normou mensi nebo rovnou 1 je na obr. 18.2.

18.3 Norma indukovana skalarnim souc¢inem

V tomto ¢lanku si ukazeme, Ze predpis (18.2) definuje normu ve smyslu odstavce 18.2.
Pouzijeme pii tom néasledujici nerovnost.

Véta: (Schwarzova nerovnost). Necht V je redlny vektorovy prostor se skaldrnim
soucinem. Pak pro kaZdé dva vektory u,v € V plati

(u,v)? < (u,u)(v,v). (18.3)

Rovnost nastane, prdvée kdyz jsou u, v zdvisle.
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18.3 Norma indukovana skalarnim soucinem

A

X2

Obr. 18.2: Mnozina vektort ||[v]|s < 1.

DUKAZ: Tvrzeni je ziejmé, je-li néktery z vektort nulovy. Predpoklddejme proto, ze
v # 0, a v§imnéme si, ze pro kazdé dva vektory u, v plati

0< (u+av,u+av) = (u,u) + 2a(u, v) + (v, v).

Zvolime-li si

)
(v, v)
dostaneme po tpraveé
2
0< (u,u) - (u’V) ’
(v, v)

odkud po vynasobeni obou stran nerovnosti (v, v) a jednoduché tpravé dostaneme (18.3).
Rovnost nastane, jen kdyz (u + av,u+ av) =0, t.j. 1-u+ av = o. (]

Z (18.3) plyne, Ze ani ve vektorovém prostoru nepfevysi absolutni hodnota kosinu
thlu hodnotu 1.

Dusledek: Necht V je vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem a necht je pro kazdy
vektor v € V definovéano ||v|| = y/(v, V). Pak pro kazdé dva vektory u,v € V plati

[u+ v < flull + [|v]] (18.4)
a zobrazeni v — ||v|| je norma na V.
DUKAZ: S pouzitim axiomu skalarniho soucinu s Schwarzovy nerovnosti dostaneme

lu+vI* = (u+v,u+v) = (u,u) +2(u,v) + (v,v) <
2 2 2
< Jul® + 2fulfv] + [v]I* = ()l + [vI)?

takze plati (18.4). Platnost zbyvajicich dvou axiomi normy je bezprostfednim dusledkem
axiomul skalarniho soucinu. O
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Kapitola 18. Skalarni soucin a ortogonalita

Norma definovana piedpisem ||v|| = 1/(v, v) se nazyva eukleidovskd norma.

18.4 Ortogonalni mnozZiny vektort

Definice ortogonality vektord je motivovana znamou skutecnosti, ze dva polohové
vektory v roviné ¢i prostoru jsou ortogonalni, pravé kdyz je kosinus jejich thlu roven
nule.

Definice: Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem. MnozZina vektori
E = {e1,..., e} je ortogondlni, privé kdyz (e;,ej) = 0 pro i # j. JestliZe navic
(ei,e;) = 1 pro vdechna i = 1,...,k, pak je £ ortonormadlni. MnoZina vsech vek-
tort x € V, které€ jsou ortogondlni k dané mnoZiné vektori U, se nazyvd ortogonalni
doplnék U (vzhledem k mnoZiné V) a znaci se U

Je-li &€ = {ey, ..., e} ortogonalni mnozina nenulovych vektort, pak je £ nezavisla,
nebot po skalarnim vynasobeni rovnosti

ri€e1 + ...+ xxer = 0
vektorem e; € £ dostaneme
(ei, v1€1 + ... + x1er) = (e, 0),
odkud pomoci axiomt skalarniho souc¢inu ziskame

zi(ei, ;) = 0,

tedy z; = 0.
Obdobnym zpiisobem mizeme vypocitat souradnice libovolného vektoru x daného
vektorového prostoru V v ortogonélni bazi £ = (ey, ..., ey), nebot z rovnosti

X =ux1€e + ...+ 1€

dostaneme po skaldrnim vynasobeni obou stran vektorem e; € £ a tprave, ze

e, X
T = (i, X) : (18.5)
(e’ia ei)
Nemusime tedy Tesit zadnou soustavu rovnic.
Neméné snadné je vypocitat eukleidovskou normu x ze soufadnic [x]¢, nebot
(x,X) = (z1€1 + ... + Tpen, 161 + ... + Tpey) = 23 4+ ... + 22 (18.6)

Ortogonalni soustavy vektorii maji rozsahlé uplatnéni napiiklad pii analyze signdli,
pri ekonomickém uchovavani rozsahlych dat i v matematice. Nésledujici véta popisuje
doplnék oboru hodnot matice.

Véta: Necht A je libovolnd matice. Pak N'(A") je ortogondini dopinék H(A).

110



15.4 Ortogonalnt mnoziny vektoru

DOKAZ: Necht x € H(A)ay € N(A"). Pak ATy = o a x lze vyjadiit ve tvaru
x = Az. Plati tedy
x'y=(Az)'y=2"A"y =0,

takze mnoziny NV (A") a H(A) jsou ortogonalni. Pro matici A typu (m,n) odtud snadno
plyne h(A) + d(A") < m, takze podle (13.2) plati h(A) < h(A"). Posledni nerovnost
vak plati i kdyZ nahradime matici A matici k ni transponovanou, takze h(A) = h(A")
a h(A) + d(A") = h(A") + d(A") = m, takze N'(A") je ortogonélni doplnék H(A). [

Priklad 18.2. Nechf ej(x) = x a ea(x) = 1 —x jsou dvé linearni funkce vektorového
prostoru P» vSech linearnich funkci se skalarnim souc¢inem definovanym rovnosti

(p, q) = p(0)q(0) + p(1)q(1). (18.7)

Snadno se ovéfi, Ze predpis (18.7) skuteéné definuje skalarni soucin na P» a ze £ = (eq, e2)
tvori ortonormalni bazi P, nebot

(61, 62) = 0(1 — 0) -+ 1(1 — 1) =0, (61, 61) =1, (62, 62) = 1.
Pak libovolnou linedrni funkci e(z) = a + bx mtzeme vyjadfit ve tvaru
e = x1e1 + ager,

kde

a; = (e,er) =€e(0) - e1(0) +e(l) -er(l) =e(l) =a+10
az = (e,e2) = €(0) - e2(0) + e(1) - e2(1) = €(0) = a.

Snadno si ovérime, ze skutecné plati
a+bxr=(a+b)zx+a(l—ux).

Priklad 18.3. Necht V je vektorovy prostor vSech po ¢astech konstantnich funkci
na intervalu (0, 8], které maji skoky v celych ¢islech, v nichz jsou spojité zleva. Na tomto
prostoru definujeme skalarni soucin predpisem

8
(f.9) = /0 f(@)g(z)de = f(1)g(1) + f(2)9(2) + ... + f(8)g(8).

Snadno se ukéze, Ze vektory Haarovy baze H = (hy, ..., hg), viz obr. 18.3, jsou ortogo-
nalni. Vektory jsou usporadany podle délky intervalu, na kterém jsou nenulové. Takto
zvolend baze ndm umoziiuje analyzovat frekvenci zmén funkce. Naptiklad podle (18.5) je

hs, 8) — f(7
Ui, = ((h; }Q) _ 18 -Jm

odkud lze usoudit, Ze velké posledni souradnice charakterizuji ¢astou zménu funkce.
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Kapitola 18. Skalarni soucin a ortogonalita

hl hZ
1)\ 1)\
> >
0 1 2 34 5 6 7 8x 0 1 2 34 5 6 7 8x
-1+ -1+
hy hy
A 1T
T e
0’12 34 5 6 7 8x Jr012 34 5 6 7 8x
A+ 1
hs he
A 1T
N | >
0 1 2 3 4 5 6 7 8x Jr012 34 5 6 7 8x
ERs 1
hy he

<y

Obr. 18.3: Haarova baze.

18.5 Schmidtiv ortogonaliza¢ni proces

Kde vzit ortogondlni bazi? V tomto c¢lanku si ukadZeme, Ze z kazdé baze F =
= (f1,...,f,) prostoru V lze sestavit ortogonalni bazi & = (ey,...,e,), kterd ma tu
vlastnost, ze kazdy vektor e; je linearni kombinaci vektori fi, ..., f;.

Na zacatku si vSimneme, ze f; # o, a polozime

e = f1.
Predpokladejme, Ze mame ortogondlni vektory ey, . . . , e takové, Ze prokazdé: € {1,..., k}
je vektor e; linearni kombinaci vektoru fi, ... f;. Najdeme koeficienty ag, ..., ay tak,
aby
epr1 = frp1 —aier — ... — apey

byl ortogonélni k eq, ..., eg. Jelikoz pro i € {1,..., k} by mélo platit

0= (ers1,€) = (Fop1 — €1 — ... — aper, €;) = (fri1, ) — ailei]?,

staci polozit a; = (fr11,€;)/||ei[|?. Vektor egq je ziejmé nenulovy, nebot jej mizeme vy-
jadrit jako linearni kombinaci vektort f1, . . ., fx11 s koeficientem 1 u f, ;. Pravé popsany
algoritmus se nazyva Schmidtiv ortogonalizaéni proces. Normalizaci vektori baze
E = (e1,...,e,) dostaneme ortonormalni bazi G = (g1, ..., gy) s vektory

Bl =177 s Bn = .
lex]l el
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15.6 Ortogonalnt matice

Priklad 18.4. Necht

2-1 0
A=|-1 2-1
0-1 2

Najdéte ortogonalni bazi R3 vzhledem ke skalarnimu souéinu
(X,¥)a = x'Ay.

~

R SENT: Bam sestavime Schmidtovym ortonormaliza¢nim procesem ze standardni
béze S = (st, sl sl).

e Polozime ey = s% — e a ur¢ime « aby platilo
0= (e1,e2), = €] Asy — ae]Ae; = —1 — 20,

odkud o = —1 a

€y =

[ e

e PoloZime e3 = s% — a1e] — agey a urcime aq, ag aby platilo

0= (er,e3)p = elAs3 — alelAel = —2a1,
0= (e2,e3)p = e2As3 — asebAey = —1 — 5042
Resenim této soustavy dostaneme a; = 0, g = —% a
1
>
1
[l
18.6 Ortogonalni matice
Ctvercova matice U, kterd spliiuje UTU = I, se nazjva ortogondini matice.

Ortogonalni matice mé tedy ortonormélni sloupce a splituje U™t = U'. Nasledujici véta
nam tika, ze nasobeni ortogonalni matici zachovava délky i tihly vektori.
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Kapitola 18. Skalarni soucin a ortogonalita

Véta: Necht U je étvercovd matice fadu n. Pak jsou ndsledugjict tvrzeni ekvivalentni:

(i)
Uu'u=1L

ii) Pro vsechny sloupcove vektory x radu n plati
Yy Y
(Ux)"(Ux) = x'x.
iii) Pro vsechmy sloupcove vektory X,y rddu n plati
Y P yx,y p

(Ux)" (Uy) = x"y.

DUKAZ: Z (i) plyne (ii). Z UTU = I plyne
(Ux)"(Ux) = x' U'TUx = x'x.

Z (ii) plyne (iii). OvéFi se pouzitim (16.6) a predpokladu.
Z (iii) plyne (i). Z predpokladu dostaneme pro sloupce s;, s; jednotkové matice

[UTU] i i U'Usj = (Us,)' Us; = ssj = s;Isj = [I];; .
0

Ortogonélni matice se uplatni v numerickych metodéch, nebot jejich inverzni matice
lze ziskat transponovanim a jejich nasobenim se nezesiluji zaokrouhlovaci chyby.

Priklady k procvicéeni:

Cviceni 18.1. Urcete pomoci Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu ortonorméalni
bazi (e1, ez, e3) linedrniho obalu vektora vy = [1,1,1,1], vo = [0,1,1,1], v3 = [1,0, 1, 1]
a najdéte soufadnice vektoru vy, va, vz v bazi (er, es, e3).

Cviceni 18.2. Ovérte, Ze matice

i oo

U(a) = {
je ortogonalni. Popiste geometricky tc¢inek nésobeni matici U(a).

CvicCeni 18.3. Vyuzijte baze (e1, e2, e3) z prikladu 18.4 k feSeni soustavy

2x1 — X9 =1
—x1 + 220 — x3 =1
— T9g + 2x3 =1

Reseni hledejte ve tvaru linedrni kombinace vektort e, ez, e3.

114



19. Variacni metody a metoda nejmensich ¢tverci

V této kapitole se seznamime s vysledky, které davaji do souvislosti teorii linearnich
zobrazeni a bilinearnich a kvadratickych forem. Zobecnéni téchto vysledki je zakladem
modernich metod feseni rovnic, které popisuji elektromagnetické, silové nebo deformacni
pole. Zde je pouzijeme k analyze soustav rovnic, které nemaji fesSeni, s cilem naznacit
zvidavému c¢tenafi uzite¢nost zavedenych pojmii.

19.1 Variaéni princip

Véta: Necht A je symetrickd pozitivné definitni matice vadu n, takZe predpis
(x,¥)a = x'Ay (19.1)

definuje skaldrni soucin na R™ Necht b,x € R™ a necht b znaci linedrni funkci definova-
nou predpisem

b(x) = b x. (19.2)
Pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:
(i) Ax=D.
(i) (X,¥)a = b(y) pro vSechna'y € R"
(i) x je jediny vektor R™ takovy, Ze pro libovolné x € R™ plati

q(%) < q(x), (19.3)
kde 1
q(x) = 5 (x,%x) 5 — b(x). (19.4)

DUKAZ: Z (i) plyne (ii). Jestlize x spliiuje rovnost (i), pak ji spliiuje i po pfenasobeni
y' zleva, takze plati (ii).
Z (i) plyne (iii). Ozna¢ime-li si h = x — X, pak

() — a(x) = 5 (% + 7%+ h)x — (X + )~ 1 (X, X)s + b(®) =
= 2 (hh)s + (x,h), — b(h).

Jestlize tedy (X,y)s = b(y) pro libovolné y € R" plyne z pravé odvozené rovnosti, ze

(%) = 4(%) = 5 (b, h)5 20,

nebot skalarni soucin je nezaporny. Jelikoz z (h,h), = 0 plyne h = o, je tim dokazano
i tvrzeni o jednoznacnosti.
Z (iit) plyne (1). Necht plati (19.3) a Ay = b. Jiz jsme si dokéazali, Ze pro v8echna
x € R" plati
9(y) < q(x).

Z jednoznac¢nosti minima pak dostaneme X = y, tedy AX = b. ]
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HKapitola 19. Variacnt metoay a metoaa neymensich ctvercu

19.2 Metoda nejmensich ¢tverci

Necht A je matice typu (m, n) a necht b € R™ Budeme se zabyvat otazkou, jak najit
x tak, aby rovnice Ax = b byla co nejlépe splnéna, a to i v pripadé, Ze jeji presné reseni
neexistuje.

Takova tloha miize vzniknout napiiklad pfi opakovaném meétreni nékteré fyzikalni

veli¢iny x. Jestlize naptiklad namétime z; = 20,29 = 20,23 = 17, dostaneme pro x

rovnice
z =20
r =17

které nemaji feseni, prestoze jsme presvédceni, ze veli¢ina x realné existuje. Nasi snahou
bude ur¢it = tak, aby vyhovovalo rovnicim (19.5) v ur¢itém smyslu co nejlépe.
Zavedeme si oznaceni

r(x) =Ax—>b

pro reziduum rovnice Ax = b, jejiz FeSeni je ekvivalentni nalezeni x, pro které r(x) = o.
Snaze najit x, které splnuje co nejlépe rovnici Ax = b, tedy odpovida pozadavek, aby
reziduum r(x) bylo malé, tedy aby minimalizovalo vhodnou normu r(x). Z vypocetniho

hlediska se ukazuje nejjednodussi minimalizovat eukleidovskou normu ||r|| = Vr'r.

Podminku pro minimum v pfipadé matice A s nezavislymi sloupci si odvodime pomoci
véty 19.1.

Véta: Necht A je obdélnikova matice typu (m,n) s hodnosti n. Necht m > n a
b € R™ Pak minimum ||Ax — b|| na R" je dosaZeno v feseni normadlni rovnice

A'Ax = A'b. (19.6)
DUkAZ: Pro Eukleidovskou normu rezidua r(x) = Ax — b plati
Ir(x)]? = (Ax — b)  (Ax — b) = x' (ATA)x — 2 (ATb>Tx +b'b. (19.7)
Jelikoz matice A ma nezavislé sloupce, plyne z x # o, 7e Ax # o a
x' (A'A)x = [|Ax|* > 0,
takze A'A je symetricka pozitivné definitni matice. K dokonéeni ditkazu staéi oznacit
b(x) = (ATb> x, (x,%) 4 = x (ATA)x
a pouzit vétu (19.1) k nalezeni rovnice pro minimum

Ie(x)]|? = (x,%) st — 2b(x) + b'b.

116



19.2 Metoda neymensich ctvercu

A
b
-r(b)
Ax
>

S(A)

v

Obr. 19.1: Geometricky vyznam metody nejmensich ¢tverct.

Poznamka: ReSeni x normélni rovnice splituje A'(Ax — b) = o, tedy r(x) je
ortogonalni ke sloupcovému prostoru S(A). Zapiseme-li si vektor b ve tvaru

b = Ax — r(x),
snadno zjistime, ze Ax je ze vSech bodi S(A) nejblize k b a r(x) je chyba ortogonalni
k S(A). Metoda sou¢asné minimalizuje mocninu normy chyby, kterd je urcena souctem

¢tvercu slozek r(x). Odtud pochazi ndzev metoda nejmensich étverctu. Geometricky
vyznam metody nejmensich ¢tverci ilustruje obr. 19.1.

Priklad 19.1. Najdéte z1, 9 tak, aby byly rovnice

r1 + 29 =0
201 + 10 =4 (19.8)
3x1 + 220 =4

splnény co nejlépe ve smyslu eukleidovské normy rezidua.

RESENT: Oznac¢ime-li A matici soustavy (19.8) a b jeji pravou stranu, vypocteme, Ze

11 -
7.  [123 | 146
AA{lll §17_63’

0] _

. |123 120
Ab_[lll} i __8}’

117



HKapitola 19. Variacnt metoay a metoaa neymensich ctvercu

takze x je feSenim soustavy:

1421 + 629 = 20
6x1 4+ 3x20 = 8

Odtud vypocteme z1 = 2, 9 = —%.
Reseni definuje pfimku o rovnici y = 2t — %, ktera minimalizuje soucet ¢tverct
odchylek r; predepsanych hodnot, jak je to vyznaceno na obr. 19.2. m

rs

)

r2+r; +r - min

r

Obr. 19.2: Metoda nejmensich ¢tverci.

19.3 Aproximace a projektory

V aplikacich se ¢asto vyskytuje tloha najit k danému vektoru v vektorového prostoru
V vektor u, ktery patii do podprostoru U C V a ktery je k v nejblizsi v dané normé.

Pro V = R" podprostor U zadany bazi tvorenou sloupci matice A € R™™ a euk-
leidovskou normu je feéjini této Afllohy snadnym dutsledkem véty 19.2, nebot soufadnice

x = [u] 4 v bazi A = (s{*,...,s;}) spliuji normalovou rovnici (19.6), odkud

—1 -1
x = (ATA> Av, u=A (ATA) Alv.
Naéasobeni matici
T -1 T
P—A (A A) A

tedy kazdému vektoru prifadi nejblizsi vektor u € S(A). Matice P se nazyva orto-
gonalnt projektor na S(A), nebot zobrazeni v — Pv ma podobné vlastnosti jako
ortogonalni projekce na osu soutradnic z obr. 19.3. Napftiklad pro libovolny vektor v plati

P2y — (A (ATA>_1 AT) (A (ATA)_1 AT) v=A (ATA)_1 A'u = Pv,
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19.5 Aproximace a projektory
(v—Pv) Pv=vPv—v Plv=vPv—v Pv=o.

Vektor Pv je nejlepsi aproximaci (ptiblizenim) k vektoru v z podprostoru U ve
smyslu Eukleidovské normy.

y = Px=P(PX X

X-Px

Obr. 19.3: Projekce.

Priklad 19.2. Necht

1 1
u= |21, v=|1
3 1

Najdéte pomoci projektoru nasobek v = av vektoru v, ktery je nejblizsi vektoru u.

RESEN{: Pro nagi tilohu

Priklady k procviceni:
Cviceni 19.1. Najdéte feSeni soustavy (19.5) metodou nejmensich étvercu.

Cviceni 19.2. Zjednoduste vzorec pro feseni soustavy Ux = b metodou nejmensich
¢tverci v pripadeé, ze U je ortogonalni matice.
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20. Induktivni definice determinantu

Snaha o nalezeni vzorce pro feseni soustav lineadrnich rovnic vedla k zavedeni funkce
jejich koeficienti, ktera se nazyva determinant. Determinant méa mnoho vlastnosti, které
se uplatni v teorii a pii ¢iselném feseni nékterych problémii formulovanych pomoci malych
matic. Pomoci determinantti lze naptiklad zformulovat kritéria pro testovani pozitivni
definitnosti nebo reguldrnosti matic. S pouzitim determinant® se budeme seznamovat
postupné. Mnoho problémii, jejichz feseni lze explicitné popsat pomoci determinanti,
vsak lze fesit efektivnéji bez jejich pouziti.

20.1 Explicitni feSeni malych soustav

Abychom ziskali predstavu o struktufe vzorct pro feSeni soustavy n linearnich rovnic
o n neznamych, odvodime si tyto vzorce pron = 1,2, 3.
Pro n = 1 dostaneme pro a;; # 0 elementarné

b1
ai1ry = by, w1 = —. (20.1)
ain
Pro n = 2 budeme fesit soustavu
a11x1 + aipxra = by (20.2)
a21T1 + asexa = by.
Upravami, které nepouzivaji déleni, dostaneme
ail a2 | by . ail a2 b1 (20.3)
a1 ag2 | ba |agory — ajars ailaze — aigaz; 0 bragze — a12b2
ail a2 | b ain a12 b1 (20.4)
, .
a1 ag | ba |ajire — agiry 0 airage —aizazr | aiiby — bia
odkud pro ajiass — ajzaz; # 0 dostaneme
brage — a12bs a11ba — bragy
Ty = , Xy = : (20.5)
a11a22 — (12021 a11a22 — 12021
Obdobné, avsak pracnéji, bychom mohli odvodit feSeni soustavy
a11x1 + a12x2 + a13x3 = by
a91%1 + @999 + aszrs = by (20.6)
az1r1 + azaxrs + azzrsz = bs.
Dostali bychom naptiklad vzorec
. (a22a33 — agzas2)bi + (arzasy — aizass)be + (a12a23 — a13az2)bs (20.7)
1 .

 ay1(agass — agzase) + aia(agzasz; — aziass) + a1s(aiazy — asiass)’

ktery ma také smysl pouze pro nenulovy jmenovatel.
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HKapitola 20. Inaduktivnt definice determinantu

Nyni si vSimnéme, Ze ve vSech tiech piipadech lze citatele i jmenovatele vyjadiit
pomoci jedné funkce matice. Nejjednodussi je to pro n = 1, kdy staci oznacit si formalné

det [a] = |a| =q, (20.8)

takze FeSeni (20.1) lze zapsat ve tvaru

b1
T = b1 : (20.9)
| a1 |
Pro n = 2 si oznacme
ab ab
det{cd}: Cd‘:ad—bc:a\d}—b\c\. (20.10)
Reseni soustavy (20.5) lze zapsat za pomoci tohoto oznaceni ve tvaru
b1 a ail b
xy = |, P, oz =M M, (20.11)
by a99 a1 by
kde
ail ai
d = aijag — aigaz = = — aip (20.12)
az1 a2 apl a22 az1 ap2
Konecéné pro n = 3 si zavedme oznaceni
ail aiz a3 ail ai2 a3
det | ag1 ago a2z | = | ag1 az a3 | =
a3l agz ass as1 az2 ass
= a11(aga33 — azzaze) — aia(aziasz — agza31) + a1z(aziazy — azeaszy) =
(20.13)
= Q11| a1 @22 G23 | — Q12| G21 Gp2 23 | + A13| A21 422 Ap3 | =
ag] agz ass az1 agz ass as1 az2 ags
azz a3 az1 a23 az1 a2
= a11 a12 + ais
az2 ag3 as1 a3 as1 az2
Reseni z1 lze pak zapsat ve tvaru
b1 ai2 ais ai; aiz ais
1 = b2 a2 a23 /d, d= as1 a2 Aagy |. (20.14)
b3 az2 ass as1 ase ass

Vzorce (20.8), (20.10) a (20.13) ndm tedy definuji funkce matic, s jejichz pomoci
muzeme napsat vzorce pro FeSeni soustav (20.1), (20.2) a (20.6). Tyto vzorce nam davaji
i urcité voditko k obecné definici determinantu, ktery zde chapeme jako funkci matice,
s jejiz pomoci mizeme zapsat vzorec pro feseni soustavy linearnich rovnic.
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20.2 Inauktivni aefinice aeterminanty

20.2 Induktivni definice determinantu

Pro kazdou ¢tvercovou matici A = [aij }, necht M% zna¢l matici, ktera vznikne
vyskrtnutim jejiho i-tého radku a j-tého sloupce. Matice ijf se nazyva minor matice
A piislusny k dvojici indexu (4, j). Naptiklad

123 16
A=|456|, MAB=1456 :[79].
789 789
Definice: Necht A = [aij } je c¢tvercova matice rddu n s redlnymi nebo komplexnimi
prvky. Determinant matice A je cislo, ktere znacime det A nebo |A ’ a vypocteme
jej podle nasledujicich pravidel:

(D1) Je-lin = 1, pak det A = det [au} = ay.

(D2) Predpokladejme, Ze n > 1 a Ze umime urcit determinant libovolné ¢tvercové matice
radu n — 1. Pak

det A = ayy| M2y | — aro] M& | + ars| My | — ..+ (=1)" | MA | (20.15)

Determinant matice je tedy funkce prvki matice, ktera je definovama explicitné pro
n = 1 apron > 1 je definovana pomoci pravidla, které definuje determinant matice
radu n pomoci determinantt fadu n — 1. Vypocet determinantu matice n-tého radu se
tedy pomoci pravidla (D2) redukuje napfed na vypocty determinant matice fadu n — 1,
pak se vypocet determinantu kazdé matice fadu n — 1 redukuje pomoci téhoz pravidla na
vypocty determinanti matic fadu n— 2, az se problém redukuje na vypocty determinantt
matic prvniho Fadu, které se ur¢i podle pravidla (D1). Napiiklad

1 23
-1 2 12 1 -1

LR I B I PR I

. 2 1 ~11 -1 2

Pro obecnou dolni trojuhelnikovou matici L = [li]- ] si mtizeme odvodit, ze determi-
nant L je roven soucinu diagonalnich prvki matice L, nebot

li1 0 ... 0 loo 0 ... 0
l91 log ... O I3g I3z ... 0
- =l| . ==l (20.16)
lp1 lp2 oo I lno lpg .. Iy

Odtud specialné plyne
detT = 1. (20.17)

Pro mirné zptehlednéni zapisu vzorce (20.15) si definujme algebraicky doplnék
matice A pfislusny k dvojici indext (7, j) pfedpisem

Ajj = (-1 | M.
Vzorec (20.15) 1ze pak pfepsat ve tvaru
det A = a11A11 + ... + a1nA1n. (20.18)
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HKapitola 20. Inaduktivnt definice determinantu

20.3 Vypocetni narocnost

Determinant matice n-tého fadu pocitany podle pravidla (D2) vyzaduje vyd¢isleni
sou¢tu n soudini ¢isel a determinant matic fadu n — 1. Pouzijeme-li pravidlo (D2)
na determinanty fadu n — 1, dostaneme, Ze vycisleni determinantu matice n-tého fadu
vyzaduje vyéisleni sou¢tu n(n — 1) soudini dvou ¢isel a determinantti fadu n — 2. Opako-
vanim tohoto postupu zjistime, Ze vycisleni determinantu matice n-tého fadu vyzaduje n!
s¢itanci tvorenych souciny n ¢isel, tj. celkem (n — 1)n! sou¢int. To je ¢islo tak obrovské,
ze vycisleni determinantii faddu 30 podle induktivni definice by na pocitaci s bilionem
(10'2) operaci za vtefinu trvalo biliony let! Nastésti se sotva vyskytne potieba poéitat
determinanty tak velkych matic (na rozdil od feseni soustav). Navic existuji efektivnéjsi
postupy vypoctu determinantti, s nimiz se postupné seznamine.
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21. Determinant a antisymetrické formy

V této kapitole se seznamime s vlastnostmi determinantu, které ndm umozni pochopit
souvislosti s nékterymi znamymi pojmy, zejména s linearnimi funkcionaly a bilinearnimi
formami. Budou nés pfitom zajimat zejména ty vlastnosti determinantu, které se objevi,
kdyz se na determinant budeme divat jako na funkci celych fadka matice. Abychom se
vyhnuli nepfehlednym zapisim manipulaci s fadky matice A, budeme oznacovat hvéz-
dickou * submatice A, které se manipulaci neztacastni.

21.1 Linearita v prvnim radku

Lemma: Necht A = [a;;] a B = [b;j] jsou ctvercové matice, které se lisi nanejuys
v pronim radku, a o je libovolny skaldar. Pak

A A B
ary LI S T det A + det B. (21.1)

‘:adetA a

DUKAz: Podle definice determinantu plati

aal] ... QQln
ai‘f‘ _ “?1 af” — aa11Aql 4 ..+ aain Ay, = adet A
anl ... Qapp
a
ai; +b11 ... ap + b1y
ry 1‘ rp — a:21 ' a?n = (a11 + b11)A11 + . .. + (a1n + bin)A1, =
anl ... apn

= (a11A11 + ...+ alnAln) + (bllAll + ... 4+ blnAln) = det A + det B.

U
21.2 Antisymetrie v prvnich dvou fadcich
Lemma: Necht A=la;;| je ctvercovd matice rddu n > 2. Pak
WA A
— | A | — A
det A = |rj'| = —|r{ | (21.2)
* *
DUKAzZ: Pro n = 2 plati
I“{X all ai12 I"QA‘
Al = = aj1ae — a12a21 = —(ag1a12 — aga1r) = —| A |-
Iy az1 a2 I

Diikaz pro obecnéjsi piipad se provede rozepsdnim determinantt minoria v (20.15) a
vhodnou tpravou. Uplny diikaz je vsak komplikovany. m
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Kapitola 21. Determinant a antisymetricke formy

21.3 Antisymetrie v libovolné dvojici radki

Véta: Necht A = [a;j] je ¢tvercovd matice Tadun > 2, necht i < j a necht B = [b;;]
je matice, ktera vznikla z matice A vzdjemnou vymenou i-teho a j-tého radku. Pak

*
*

=

det A =

*
I
|

*

— —det B. (21.3)

<

=
~e
<

*
*

DUKAz: Dikaz provedeme indukci. Pro n = 2 tvrzeni plati podle lemmatu 21.2.
Abychom tvrzeni dokazali pro n > 2, pfedpokladejme, Ze (21.3) plati pro matice fadu
2,....,n—1lazel <1< j<n. RozepiSme si det A podle definice na tvar

det A = a11|Mﬁ| — CL12|M$| + ...+ (—1)"+1a1n|MﬁL .

Budeme rozlisovat dva pripady:

1. Pro 1 < i tvrzeni plati, nebot kazda submatice M113k vznikne podle predpokladu
zZ Mﬁ vyménou prislusnych radki, takze pomoci indukéniho predpokladu a a;; =
= b11,..., a1, = b1y dostaneme

det B = b1 |[MB| — b1o|MB)| + ... + (=1)" by, |MB, | =
— an (~MB]) = anp (=IM]) + o (<) ay (- IME]) = - det A,

2. Jestlize i = 1, pak pomoci dokdzaného tvrzeni a lemmatu 21.2 dostaneme postupné

rf 1 r? 1 r{& 1 r{& 1
r? 1“1A r}A‘ 2 I“QA‘ 2
detB = | x% = —| x = | % = —| x* = —det A.
rit | v |j x| |
* * * *

21.4 Linearita v libovolném rfadku

Véta: Necht A a B jsou ctvercové matice, které maji stejné radky s vyjimkou k-tého.
Pak pro libovolné o plati

* *
klor® | = adet A a k|ir® + 1P| =det A+ detB. (21.4)
* *

DUKAZ: Pro k = 1 jsme tvrzeni dokazali lemmatem 21.1.
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21.4 Lanearita v libovolnem radku

Pro £ > 1 dostaneme postupnym pouzitim véty 21.3 a lemmatu 21.1

1“1A 1 ozrkAl r?l r{*l
* * * *
ard |k rA (e T T A T YA e T O
* * * *
r{* 1 r?#—rf 1 rkA 1 rkB 1
* * * *
rkA—i—rkBk r‘lA k r‘ﬁk r]13k © +de
* *

0

Véty 21.3 a 21.4 mizeme shrnout tvrzenim, ze determinant je antisymetricka
bilinearnt forma libovolné dvojice radku matice.
Dusledek: Nechf A je libovolné ¢tvercova matice:
(i) Ma-li A dva stejné radky, pak det A = 0.
(ii) Ma-li A nulovy fadek, pak det A = 0.

(iii) Je-li B ¢tvercova matice, kterd méa stejné fadky jako A s vyjimkou k-tého, a
rB =1 fard, kAL

pak det A = det B.
(iv) Jsou-li fadky A linedrné zavislé, pak det A = 0.

DUKAZ:
(i) Jestlize v matici A vyménime dva stejné fadky, matice se nezméni, avsak podle

véty 21.4 dostaneme
det A = — det A.

Odtud det A = 0.

(ii) Necht rZA = 0. Pak s pouzitim véty 21.3 dostaneme

k * *
det A=|oli=|0-0]2=0{o| =0.
* * *
(iii) Podle vét 21.3 a 21.4 plati
* * * * *
rf‘ { rf‘ [ rlA l rf‘ [ rﬁ l
det B = * = | % 4+ | x = | % + | * = det A.
rkA + ozrzA k rkA k ozrf‘ k rkA k rﬁ k
* * * *
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Kapitola 21. Determinant a antisymetricke formy

(iv) Jsou-li fadky matice A linedrné zavislé, pak podle véty 10.2 existuje index i a
koeficienty aq, ..., a;—1 tak, ze

A A A
r,; =aqiry +...+ o 1r;2 .

Odtud

A A A
r, —oiry —... — 1,1 = O,

takze podle (iii) a (ii) plati

* *
det A = rZAi: rf‘—alrf‘i:...:
* *
* *
=|rj—ory — ... —qqris i = |o|i = 0.
* *

21.5 Vypocet hodnoty determinantu

V ¢lancich 21.3 a 21.4 jsme si ukézali, ze elementarni radkové upravy ovliviiuji velmi
jednoduse hodnotu determinantu. Pricteni nasobku nékterého radku k jinému ji nezméni
vibec, vzajemna vyména dvou fadki zméni jeji znaménko a vynasobeni fadku skalarem
ji vynasobi timto skaldrem. Elementarni fadkové tipravy matice proto muzeme vyuzit
k prevodu matice na specialni tvar vhodny pro vypocet determinantu. Pro nés je to
prozatim dolni trojuhelnikovd matice, jejiz determinant je podle (20.16) roven soucinu
diagonalnich prvkia. Brzy uvidime, Ze stejné se vypocte i determinant horni trojihelni-
kové matice.

Priklad 21.1.

32 1|r+rs 63 0 63 0]|r — 3 60 0
20 2{rp+2r3=[82 0[=241 0 =2 41 0=
31 -1 31 -1 31 -1 31 -1
—2.(=6)-1-(—1) =12

Piiklad 21.2.

011 01 1] —13 11 0|1 —19 200
101(r3=—110 ——| 110 ——| 110]|=
1101 101 101 101

= (-2)-1-1=2
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21.6 Determinant soucinu matic

21.6 Determinant soucinu matic

Véta: Necht A a B jsou ctvercové matice vdadu n. Pak
det(AB) = det A - det B.

DUKAZ: Predpokladejme nejprve, ze A je diagonalni, tedy

d 0 ... 0
0 do... 0O
0 0 ...d,
Pak
d11‘113
det(AB) = : =dy---d,det B =det A - detB.
d,rB
Je-li A libovolna regularni matice, pak existuje posloupnost Ty, ..., T} sestavajici

z | elementarnich permutac¢nich matic (6.2) a k — [ Gaussovych transformaci (6.4), kterd
splnuje

d 0 ... 0
0 d2... 0
0 0 ...4d,

Jelikoz nésobeni Gaussovou transformaci realizuje pric¢teni nékterého fadku k jinému a
nasobeni permutaci realizuje vyménu radki, plati

det(AB) = (—1)! det(T}, - - - T1AB) = (—1)' det(DB) = (—=1)' det D - det B =
= (=1)'det(Ty - -- T1A) - det B = (—1)!(—=1)" det A - det B = det A - det B.

—_

Je-li konecné A singularni, pak A ma zavislé radky a existuje posloupnost Ty, ..., Ty
Gaussovych transformaci tak, ze matice T} --- T1A ma nulovy Ffadek. Pak méa vsSak
nulovy fadek i matice Ty - - - T1AB a podle dusledku (ii) z ¢lanku 21.4 plati

det(AB) = det(Ty - - - T{AB) = 0.

Priklady k procviceni:
Cviceni 21.1. Dokazte, ze pro libovolnou ¢tvercovou matici A fadu n a skalar a

plati
det(aA) = o™ det A.
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Kapitola 21. Determinant a antisymetricke formy

Cviceni 21.2. Vypoctéte:

012 012
a) |102 b) |103
120 120
Cviceni 21.3. Ovérte, ze
1 T2 X3
B(x,y) =|y1 v2 ys
1 2 3

je antisymetricka bilinearni forma definovana pro realné aritmetické vektory
X = [xla z2, x3] ay = [3/17 Y2, y3]
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22. Determinant a inverzni matice

Spojenim induktivni definice determinantu s vysledky predchozi kapitoly dostaneme
vztahy, jejichz maticova interpretace vede ke vzorctim pro inverzni matici a feSeni soustav.
Snadno odvodime i nékteré dalsi vlastnosti determinantii. Budeme pfitom pouzivat stejné
konvence jako v kapitole 21.

22.1 Rozvoj determinantu podle prvku libovolného fadku

Véta: Jestlize A = [a;;] je ctvercovd matice fadu n > 1, pak pro libovolny index k
plati
det A = ap1Ap1 + ... + appApy,. (22.1)

DUKAZ: Pro libovolné k dostaneme postupnou vyménou puvodné k-tého fadku s Fad-
kem bezprostfedné nad nim

r? 1 rf 1 rkA 1
r? 2 r? 2 r‘lA 2
det A = | S (L] _
r?_lk—l r? k—1 (=1) r?_2k—1
rp |k rity |k rity |k
* * *

- A A A
= (—1)F (ak1|Mk1| — aga|Mjs| + ... + (_1>n+1|Mk’n|> =

k+1 A k A
= (=" ap M| + -+ (1) M, | =
= ap1Ar1 + ...+ appApy.

U
Dusledek: Necht A = [a;;] je ¢tvercova matice fadu n > 1.
(i) Jsou-li k, [ dva rizné indexy fadkt matice A, pak
ap1Ap + ..+ apn Ay, = 0. (22.2)
(ii) Je-li A trojahelnikova matice, pak
det A = ay1 - - anp. (22.3)

DUKAZ:

(i) Povsimnéme si, ze hodnota A;; viibec nezavisi na [-tém fadku matice A. Plati tedy

*
rkA k
ap1Apn + .o+ app A, = | % = 0.
r |1
k
*
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Kapitola 22. Determinant a inverzni matice

(ii) Je-li A dolni trojuhelnikovd matice, plati (22.3) podle (20.15). Je-li A horni troj-
thelnikova matice, pak opakovanym pouzitim (22.1) dostaneme postupné

a1l a2 ... aip ai] ai2 ... Gip—1
0 ag ... a9y 0 ag ... agp_1

det A = . . . = Qnn .. . = ... =0a11G22 " - dnn-
0 0 7Y 0 0 o Op—1n-—1

22.2 Adjungovana a inverzni matice
Abychom si mohli zapsat rovnosti (22.1) a (22.2) maticové, zavedeme si nejprve novy

pojem.

Definice: Necht A je libovolnd ctvercovd matice ¥ddu n > 1. Pak adjungovand
matice A k matici A je c¢tvercovd matice stejného Tadu definovand predpisem

B Ay .. A
A= . (22.4)
A, ... A,
Priklad 22.1. Pro matici
3 2 1
A=([20 2 (22.5)
31 —1
plati
0 2 2 2
Al = 1_1':—2> A12——3_1‘=—(—2—6)=87
20 2 1
Ay = 31‘:2, Azlz—l_l‘:—(—2—1):3,
3 1 3 2
21 31
3 2
Asz = 2 0 ‘ = —4,
takze
-2 3 4
A=| 8 —6 —4|. (22.6)
2 3 —4
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22.3 Determinant transponovane matice
Véta: Necht A je ¢tvercovd requldrni matice vadu n > 1. Pak det A # 0 a

1 ~
-1
= A.
det A

(22.7)

DUKAZ: Je-li A ¢tvercova regularni matice, pak existuje posloupnost elementarnich
radkovych operaci, kterd pfevede A na jednotkovou matici I. Jelikoz determinant matice
upravené elementarni transformace se mize od determinantu ptvodni matice lisit jen
nenulovym nasobkem a det I = 1, plati det A # 0.

Nyni si pov§imnéme, ze (22.1) a (22.2) mizeme zapsat maticové pomoci adjungované
matice ve tvaru

AA = (detA) - L
1 ~
A A) =
<det A >

Piiklad 22.2. Pro matici A definovanou rovnosti (22.5) dostaneme s vyuzitim (22.6)

Odtud

O

-1

1 1 1
3 2 ] -2 3 4 —g 711 ?
31 -1 2 3 —4 111

Spravnost vysledku si mtizeme ovérit vynasobenim.
Dusledek: Matice A je regularni, pravé kdyz det A # 0.

DUKAZ: Je-li A singuldrni, pak ma zavislé sloupce, takze podle disledku (iv) ¢asti
21.4 plati det A = 0. Obracené tvrzeni plyne z pravé dokazané véty. ]

22.3 Determinant transponované matice

Véta: Necht A je ctvercovd matice. Pak
det AT = det A. (22.8)
DUKAZ: Podle ¢lanku 7.1 1ze kazdou permutaéni matici P vyjadiit ve tvaru
P=P - P
soucinu elementarnich permutacnich matic P;, které jsou symetrické, takze

P =P P

det PT = |P| - - - |Py| = det P.
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Kapitola 22. Determinant a inverzni matice

Jelikoz transponovani neméni diagonalu matice a determinant trojihelnikové matice je
podle disledku (ii) ¢lanku 22.1 roven soucinu jejich diagonalnich prvka, plati (22.8) také
pro kazdou trojihelnikovou matici.

Jestlize je A obecna ¢tvercova matice, pak podle véty 7.3 o LUP rozkladu existuji
dolni trojuhelnikova matice L, horni trojihelnikovd matice U a permutacni matice P
tak, ze

A = LUP.

S pouzitim véty o soucinu determinantti 21.6 odtud plyne

det AT = det(P'U'L') = [P'||UT||LT| = |L||U||P| = det(LUP) = det A.

22.4 Determinant jako funkce sloupci

Ze vztahu (22.8) vyplyva, Ze determinant povazovany za funkci sloupcti méa stejné
vlastnosti jako determinant povazovany za funkci fadkt. Naptiklad determinant je
antisymetricka bilinearnit forma libovolné dvojice sloupctu matice.

Zptisob odvozeni si budeme ilustrovat na ditkazu nésledujici véty o rozvoji determi-
nantu podle sloupci, kterou upotiebime v ¢lanku 22.5.

Véta: Necht A je ctvercovd matice vadu n > 1. Pak proi = 1,...,n plati
det A = a1;A1; + ... + apiAg;. (22.9)

DUKAZ: S pouzitim véty 22.3 dostaneme

ailp] ... Qapl
detA:detAT =\|aiy; ... Qp; | =
Alnp ... Qpn

= (=1 aMy| + .+ (1) e M| =
(—1)Z+1a1¢‘M1i’ + ...+ (—1)Z+nam'|Mm'| =
a1 A1 + ...+ aniAa;.

O
22.5 Cramerovy vzorce pro resSeni soustav
Pouzijeme-li vzorec (22.6) pro inverzni matici k feSeni soustavy
Ax=b (22.10)
s regularni ¢tvercovou matici A fadu n > 1, dostaneme pro slozky z; feseni x vzorce
1 1
zi = [A7'b] = ——(Aub1 + ...+ Ayiby). (22.11)

v det A
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22.0 Pouzitt Cramerovycn vzorcu

Pov§imneme-li si, obdobné jako pii odvozeni (22.2), Ze minory pfislusné k prvkam i-
tého sloupce neobsahuji prvky i-tého sloupce, miZeme vyraz v kulaté zavorce (22.11)
povazovat za rozvoj determinantu matice

i i
AP =[+bx|=[sh...sh bsh .. st (22.12)

ktera vznikne z A zameénou ¢-tého sloupce za b podle i-tého sloupce. Vyrazy
det AP
T = ,

" detA

se nazyvajli Cramerovy vzorce. Jejich specialni pripady jsme si odvodili elementarnimi
vypocty v kapitole 20.

i=1,....n (22.13)

Priklad 22.3. Najdéte feSeni soustavy

3x1 + 229+ 3 =26
211 + 223 =0 (22.14)
3$1 — T2 — I3 = 0

pomoci Cramerovych vzorcd.

RESENT: Postupné vypoc¢teme determinant matice soustavy

3 2 1
|A|=12 0 2| =12
3 -1 -1
a Citatele Kramerovych vzorci
6 2 1 36 1 3 26
APl=10 0 2|(=12, |A3|=[20 2|=48 |A}|=|2 00|=—12
0-1-1 30 -1 3-10
Odtud Ab) A A
Al A3 A3
1T et A © 2T et A © BT et A
O

22.6 Pouziti Cramerovych vzorcu

Cramerovy vzorce, které jsme si odvodili v kapitole 22.5, 1ze povazovat za tplné feseni
soustavy linearnich rovnic v tom smyslu, Ze ho redukuji na vycisleni souc¢ti a soucint,
prakticky dosazeni do vzorecku. To je uzitecné zejména v pripadech, kdy potiebujeme
vyjadrit feseni malé soustavy s proménnymi koeficienty. Jelikoz se k efektivnimu vypoctu
determinantu ¢iselné matice obvykle vyplati upravit matici na trojahelnikovy tvar, ktery
lze pfimo pouzit k feseni soustavy, lze si jen tézko predstavit efektivni vyuziti Cramero-
vych vzorci k feSeni rovnic s ¢iselnymi koeficienty. Obdobné tivahy plati i pro vzorce pro
vypocet inverzni matice.
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Kapitola 22. Determinant a inverzni matice
Priklady k procviceni:

Cviceni 22.1. Vypoctéte:

123 4
102 -1
012 0
101 2

a) rozvojem podle tfetiho Fadku.

b) rozvojem podle druhého sloupce.
Cviceni 22.2. Vyjadfete feSeni soustavy

(p+2)r1 — 22=1
—r1 + 229 =1

v zavislosti na parametru p > 0. K Teseni pouzijte:
a) vzorce pro inverzni matici.

b) Kramerovy vzorce.
Cviceni 22.3. Najdéte nenulové feSeni soustavy

201 + 329 — 23 =0
1 — T2 +23=0

s vyuzitim véty 22.1 a vzorce (22.2).

NAPOVEDA: Povsimnéte si, Ze kdyZ opiSete kteroukoliv rovnici jesté jednou, ziskate
soustavu, jejiz determinant je roven nule.

Cviceni 22.4. Rozhodnéte pomoci determinantu, zda mé soustava
r1 —x9 —x3 =1

—x1 + a2 —x3=0

—r1 — 29 +23=1

jediné teseni.

138



Cast V

Uvod do spektralni teorie

23. Vlastni cisla a vektory
24. Spektralni rozklad symetrické matice
25. Dusledky spektralniho rozkladu

26. Jordanova forma matice






23. Vlastni cisla a vektory

Linearni transformace A obvykle nezobrazi dany vektor e na jeho nasobek, takze e a
Ae jsou typicky nezavislé vektory. Vyjimecné se vsak miuze stat, ze existuje ¢islo \ tak,
7e Ae = Xe. Ukazuje se, ze takové dvojice \ a e jsou velmi dilezité pro pochopeni linear-
nich transformaci a matic. V aplikacich se s nimi setkdme naptiklad pri studiu stability
systémi, pfi analyze kmitani a pfi numerickém feSeni rovnic rovnovahy c¢i elektrického
pole.

23.1 Vlastni éisla a vektory

Definice: Necht A € L(V) je linearni transformace definovand na vektorovém pro-
storu V. Jestlize existuje nenulovy vektor e € V a skaldr X\ tak, Ze

Ae = e, (23.1)

pak se \ nazyvd vlastni éislo transformace A, e se nazyvd vlastni vektor prislusny k
A a (A e) se nazyvad vlastni dvogice transformace A.
)

Rovnost (23.1) si miiZzeme zapsat pomoci identity ve tvaru
(A—=X)e = o, (23.2)

takze \ je wlastnim cdislem A, pravé kdyzZ A — M\ meni prosté zobrazeni, a
vlastni vektory A prislusné k )\ jsou prvky jadra A — M.

Mnozina vsSech vlastnich ¢isel A € £(V) je podmnozinou mnoziny o(A) vSech skalart
), pro které neexistuje (A — AI)~L MnoZina o(A) se nazyva spektrum transformace A
a pro transformace prostort kone¢né dimenze je totozna s mnozinou vsech vlastnich ¢isel
A. Slovo ,spektrum“ znamena ,duch“ a vystihuje skute¢nost, ze spektrum na matici
neni vidét, avSak s jeho pomoci se mnohé vlastnosti matic snadno vylozi, obdobné jako
hybani stolu na spiritistické seanci pomoci néjakého ducha. Je tu ovsem i rozdil — pokud
se néco dovime o spektru matice, pomtize nam to fesit konkretni tulohy.

222
222
222

Obr. 23.1: Matice a jeji spektrum.

[
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Kapitola 23. Viastni cisla a vektory

Pak vektory standardni baze si, sy jsou vlastni vektory matice A odpovidajici po radé
vlastnim ¢islim 1 a 2, nebot

o) =lo) =+ [o2)li]==[3]
02(]0 0 021 1
Vyjadiime-li si vektor x ve tvaru
X = 181 + Z2S9,
miizeme si Ax vyjadrit ve tvaru
Ax =1 2181 + 2 - z989.
Priklad 23.2. Necht F je prostor vSech realnych funkci, které maji vSechny derivace

spojité. Oznacime-li si D zobrazeni, které kazdé funkci f piitazuje jeji derivaci f’ pak
exponencialni funkce f(z) = e splituje

Df(x) = f'(x) = XM = Af(2).
Kazdé realné ¢islo je tedy vlastnim ¢islem D. Oznacime-li si g(z) = sin(A\z), pak
~D?g(z) = —¢"(z) = N sin(Az) = Ng(a),
takze kazdé nezaporné ¢&islo je vlastnim éslem — D2

Priklad 23.3. Nechf V je libovolny vektorovy prostor a I je identické zobrazeni
definované na V. Pak pro kazdy vektor v € V plati

Iv=1-v,

takze kazdy nenulovy vektor je vlastnim vektorem identity odpovidajici vlastnimu ¢islu

1ao(I) = {1}.

23.2 Charakteristicky mnohoclen a spektrum

Je-li A ¢tvercova matice, tak nasobeni matici A — AI neni podle ¢lanku 13.4 prosté
zobrazeni, pravé kdyz A — AI je singularni. Podle disledku 22.2 tedy skalar A € o(A),
pravé kdyz det(A — A\I) = 0.

Vyraz det(A — M) se nazyva charakteristicky mnohodélen matice A a kazdé
vlastni ¢islo A € o(A) je kofenem charakteristické rovnice

|A — M| = 0. (23.3)

Nésobnost vlastniho ¢&isla A jako kofene rovnice (23.3) se nazyvéa algebraicka nasob-
nost.

Podle takzvané zakladni véty algebry mé kazda algebraicka rovnice s komplexnimi
koeficienty alespon jeden komplexni kofen. Odtud vyplyva, ze kaZda ¢tvercova matice
povazované za transformaci komplexniho prostoru ma neprazdné spektrum.
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23.3 Neprazanost spektra transformace

Ukazuje se, ze komplexni kofeny charakteristické rovnice mohou mit vyznam pro
pochopeni vlastnosti realnych matic, které obvykle vznikaji ptfi formulaci technickych
problémii. V dalsim vykladu proto budeme uvazovat pouze komplexni vektorové pro-
story a komplexni matice. Pfipomenme, Ze realnou matici povazujeme za zvlastni pripad
komplexni matice.

Resenim charakteristické rovnice miizeme vypocitat vlastni éisla a k nim piislugné
vlastni vektory malych matic. Napiiklad vlastni ¢isla matice

21
A= (1]
vypocteme Fesenim rovnice

2—-X 1

det(A—)\I):' 1 92

’:>\2—4)\+3:0,

odkud \; = 3, A\ = 1. Vlastni vektory matice A vypocteme postupné fesenim soustav

AM: —x1 +19=0 A x1+x2=0
r1 —x9 =0 1+ 22 = 0,

odkud

Snadno si ovéfime, ze

olB] ) [e]la] -]

23.3 Neprazdnost spektra transformace

Véta: Necht A € L(V) je linedrni transformace komplezniho prostoru V konecné
dimenze. Pak o(A) # 0.

DUKAZ: Nechf F = (fi,...,f,) je baze V. JelikoZ matice A = [A], ma neprazdné
spektrum, podle ¢lanku 23.2, existuje A € C a sloupcovy vektor x = [z;] tak, Ze

Ax = \x.

Oznacme si
e =u1f; +...+x,8,,

takze [e] r = x. Pak
[Ae]r = [Alg[e]lr = Ax = Ax = Ae]z = [Ae],

takze Ae = de a A € o(A). 0
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Kapitola 23. Viastni cisla a vektory

23.4 Invariantnost vzhledem k podobnosti

Vzhledem k tomu, Ze podobné matice lze povazovat za matice téhoz zobrazeni v
riznych béazich, da se ocekavat, ze podstatné charakteristiky podobnych matic budou
stejné.

Necht A je libovolnd ¢tvercova matice a necht

Ae = )e. (23.4)
Po prenasobeni (23.4) libovolnou regularni matici T dostaneme
TAe = \Te,

odtud
TAT '(Te) = \(Te).

Odtud plyne, Ze podobné matice maji stejna vlastni éisla.
Podobnost zachovava nejen spektrum, ale i charakteristicky mnohoclen. Skutec¢né,
pouzitim véty 21.6 o soucinu determinantt a jednoduchymi tpravami dostaneme

et T — = T - = — - — _ - —
det(TAT 1 — AI TAT ' — \TIT ! T(A — \XI)T! T||A — M||T!
= det(A — \I),

takze podobné matice maji stejny charakteristicky mnohoclen.

23.5 Soucet a soudin vlastnich ¢isel

I kdyz jsme si tekli, ze spektrum neni na matici obvykle vidét, neznamena to, ze
na matici neni vidét zadné informace o spektru. Ukazeme si to podrobnéjsim rozborem
charakteristické rovnice.

Pomoci matematické indukce a induktivni definice determinantu lze dokazat, ze pro
¢tvercovou matici A = [a;;] n-tého Fadu plati

det(A — M) = (a11 — A) -+ (ann — A) + pn—2(N), (23.5)
kde p,—_2 je mnohoclen fadu nejvyse n — 2. Charakteristicky mnohoclen (23.5) mtzeme
dale upravit na tvar

det(A — AT) = (=A\)" + (a11 + - - + ann) (=N 4+ gu2(N), (23.6)

s mnohoclenem g¢,_2 stupné nejvyse n — 2. Jelikoz charakteristicky mnohoclen (23.5)
je mnohoclen n-tého stupné, mizeme ho také vyjadrit pomoci zakladni véty algebry ve
tvaru soucinu korenovych ¢initelt

det(A = AI) = (A1 = A) - (Ay — A) =
=(=N"+ M+ FA)ENT A
Po dosazeni A = 0 do (23.7) dostaneme
det A = A\, (23.8)
a porovnanim koeficientii u (—\)"~! v (23.6) a (23.7)

(23.7)

a1+ ...+ auy =AM+ ...+ A\, (23.9)

Soucet diagonalnich prvk® matice se nazyva stopa matice.
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23.6 Lokalizace vlastnich cisel
Priklad 23.4. Urdete soudet a soucin vlastnich déisel matice
21
A- L 2].
RESENT: Necht A1, A2 jsou vlastni ¢isla matice A. Pak

M+tAd=2+2=4
AMA2=4—-1=23.

23.6 Lokalizace vlastnich ¢isel

Pti feseni nékterych tloh neni nutné mit iplnou informaci o spektru, ale staci jen urcit
¢ast komplexni roviny, kde se spektrum nachazi. Napriklad najdeme-li ¢ast komplexni
roviny, kterd obsahuje spektrum dané matice A a neobsahuje nulu, budeme mit, podle
(23.8), zaruceno, ze A je regularni. Z tohoto divodu je uzitecna nasledujici véta.

Véta: (Gersgorin). Necht A = [a;;] je ¢tvercovd komplezni matice Tadu n a necht
ri = lap| + ... 4 ag| + .. 4 lam| a Si={r e C:|x—ay| <ri},
kde striska nad symbolem znaci jeho vynechdni. Pak
o(A) CS1U...US,.
DUkAZ: Necht Ax = A\x, x = [7;] a x # 0. Pak
ai1T1 + ... ayxi + .o+ ATy = Axg,
odkud prevedenim ¢lenu a;;x; na pravou stranu dostaneme
aj1r1 + ...+ (L/”-EZ + ...+ Qipry = ()\ — CL”)QTZ
Pomoci vlastnosti absolutni hodnoty tak snadno ovéiime, ze plati
|ai1||x1| + ...+ |a“||x,| + ...+ |am||xn| > |)\ — a”||x,| (23.10)
Necht i je takové, ze |z;| = max |z;|. Jelikoz |z;| > 0, plati
J
|:Ej\/]x2\ <1 (23.11)
Vydélime-li rovnost (23.10) |z;|, dostaneme s pouzitim (23.11)
|ai1| + ...+ |am| + ...+ |am| > |)\ — aii|,
tedy A € S;. ]

Priklad 23.5. Pomoci Gersgorinovy véty najdéte co nejmensi ¢ast komplexni roviny,
ktera obsahuje spektrum matice

A:

—_ =N
S TGCIESN
PN

RESENE: 71 = |i| +|0] = L,re = 1+ 1 = 2,r3 = 1+ |i] = 2. Odtud & =
={re€eC:|lz-2/<1},S ={reC: |z -3 <2},S53={reC:|zx—4 <2}
takze o(A) C 81 U Sy U S3. Cést komplexni roviny obsahujici o(A) je na obr. 23.2, kde
je vysrafovana oblast obsahujici o(A). Z obrazku 23.2 plyne, ze 0 ¢ o(A), takZe matice
A je regulérni. ]
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Kapitola 23. Viastni cisla a vektory

Im

Obr. 23.2: Spektrum matice.
Priklady k procviceni:

Cviceni 23.1. Najdéte vSechna vlastni ¢isla a vlastni vektory matic:

310 210 010
a) A=|021 b) B=|011 ) C=1001
001 001 000

Cviceni 23.2. Najdéte vSechna vlastni ¢isla matice

100
A=1|054
045
Cviéeni 23.3. Necht
54
i)

Vypoctéte vlastni ¢isla matic A, A2 A~L

Cviceni 23.4. Necht A je libovolné reguldrni matice s vlastnim c¢islem \. DokazZte:
a) A2 € o(A?).
b) Alea(Ah).
c) AN +2X+1€0(A%+2A+1).

Cviceni 23.5. Necht
2t 10
A= 1|-14i1
1 14

a) Vypoctéte soucet a soucin vlastnich ¢isel matice A.

b) Znéazornéte ¢ast komplexni roviny, ktera podle Gersgorinovy véty obsahuje o(A).
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24. Spektralni rozklad symetrické matice

V kapitole 23 jsme vidéli, ze obrazy vlastnich vektor jsou urceny vlastnimi ¢isly, které
spliuji nekteré podivuhodné relace. Nyni si ukadzeme, ze z vlastnich vektor symetrické

vvvvvv

da tict o symetrickych maticich.

24.1 Spektrum symetrické matice

Véta: Necht A je redlnd symetrickd matice. Pak o(A) C R.

DUKAzZ: Predpoklddejme, Ze A je komplexni vlastni ¢islo realné symetrické matice
A = [a;;] Tadu n, jemuz piislusi vlastni vektor e = [e;], takze
Ae = )e. (24.1)

Pak pro A komplexné sdruzené s A a vektor € = [¢;] se slozkami €; komplexné sdruzenymi
s e; plati, podle pravidla o soucinu komplexné sdruzenych ¢isel, Ze

[Aé]l = a;1€1 + ...+ ainép = ai1€1 + ...+ aipnen = )\_61 = Xe_l = [XEL

pro kazdy index i, takze B
Ae = )e. (24.2)

T

Pfenasobime-li nyni rovnici (24.1) zleva €' a rovnici (24.2) zleva e', dostaneme

ETAe = )\ETe =)\ (’61‘2 + ...+ \enP) N
e'lAe = Xe'e =\ (lei? + ...+ |en]?),
odkud s pomoci
e'Ae = <éTAe)T: e'Ae
snadno odvodime A = ). 0

24.2 Vlastni vektory realné symetrické matice

Véta: Viastni vektory redlné symetrické matice A odpovidagici riznym vlastnim cis-
lum jsou ortogonalni.

DUKAZ: Predpokladejme, Ze A # u jsou vlastni ¢isla matice A, kterym odpovidaji
vlastni vektory e a f, takze
Ae =)Xe a Af =uf. (24.3)

Pfenasobime-li rovnice (24.3) postupné zleva f' a e, dostaneme
fTAe = M'e a e Af = pe'f,
odkud s pomoci

fTAe — (fTAe>TeTAf a fle = (fTe>T: e f

plyne
Mle = uf'e. (24.4)

Pro A # p tedy musi platit f'e = 0. 0
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HKapitola 24. Spektralnt rozklad symetricke matice

Poznamka: Vlastni vektory libovolné blizkych matic se mohou vyrazné lisit. Napti-
klad matice

1+ 0 O
A, = 0 1—¢0
0 0 2

ma, az na skalarni nasobky, pouze tii nezavislé vlastni vektory tvorené sloupci matice
I3, avsak jakykoli sloupcovy vektor, ktery je linedrni kombinaci prvnich dvou sloupct
jednotkové matice I3, je vlastnim vektorem matice Agy. Vypocet vlastnich vektord odpo-
vidajicich blizkym vlastnim ¢islim proto mize byt vyznamné ovlivnén zaokrouhlovacimi
chybami. Je vSak mozné dokézat, ze vlastni ¢isla blizkych matic jsou si také blizka.

24.3 Invariantni podprostory

Definice: Necht U je podprostorem wvektorového prostoru V a necht A € L(V).
Jestlize
AlU) C U,

pak se U nazgvd invariantni podprostor A a ziZeni AU transformace A na U
definované predpisem
AU U>u— Auel

je také linedarni transformace U.

Priklad 24.1. Necht

5—-40
A=|1-4 50
0 01

Pak
U={xecR: [x3=0} a V={xecR:[x]; =[x]z =0}

jsou invariantni podprostory A.

Priklad 24.2. Nechf A je ¢tvercova matice, A € 0(A) a N, = N (A — ). Pak pro
kazdy vektor u € Ny plati

(A — M)Au = (A2 — AA)u = A(A — \)u = Ao = o,

takze N je invariantni podprostor A. Jelikoz u € N (A — M), pravé kdyz Au = Au,
plati
AN, = AN, (24.5)

Véta:  Necht U je invariantni podprostor redalné symetrické matice A dimenze n.
Pak

Ut = {v e R" : vlu = 0 pro vechna u € U}

Je invariantni podprostor U.
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24.4 Opektralnt rozklad realne symetrick€ matice

DUKAZ: Nechf U je invariantni podprostor matice A, u € U a v € U™, takze
viu = 0. Pak
(Av) u=v' (Au) = Av'u = 0.

Dokézat, ze U~ je vektorovy prostor, ponechavame jako cvicen. ]
V dalsim vykladu budeme potfebovat jesté jedno snadné pozorovani.

Lemma: NechtU a W jsou invariantni podprostory A € L(V). PakU+W aUNW
jsou invariantni podprostory A.

DUKAZ: Jestlize U a VW jsou invariantni podprostory A, v =u+w,uclf aw € W,
pak Au e U, Aw € W a

Av=Alu+w) =Au+ Aw e U + W

Obdobné se dokaze i druhé tvrzeni. 0

Dusledek: Nechf ey, ..., e jsou vlastni vektory matice A. Pak

U= el,... e

i U jsou invariantni podprostory A.

Poznamka: I kdyz vlastni vektory mohou byt velmi citlivé na drobné zmény matice,
snadno se ovéri, ze obdobné tvrzeni neplati pro invariantni podprostory tvorené obalem
vlastnich vektori izolovaného shluku vlastnich ¢isel symetrické matice.

24.4 Spektralni rozklad realné symetrické matice

Véta: Necht A je redlnd symetricka matice. Pak existuje ortogondlni matice U a
diagondlni matice D tak, Ze

A =U'DU. (24.6)

Rddky rZU matice U jsou transponované ortonormadlni vlastni vektory matice A prislusné
vlastnim cislim A\, = [D]y;.

DOKAZ: Nechf e; je vlastni vektor matice A fadu n. Pak & = (e;)' je podle
véty 24.3 invariantni podprostor A, takze podle véty 23.3 existuje vlastni vektor e
transformace A|E2, ktery je ovSem také vlastni vektor A ortogondlni k e;. Z e; a e

vytvofime invariantni podprostory (e1,es) a & = (er,es)t = (e1)t N (e2): Opa-
kovanim postupu pro £ = (ej,e2)*, ..., & = (e1,...,e, 1)* dostaneme postupné
ortogonalni vlastni vektory es, ..., e,. Sestavime-li z normalizovanych vlastnich vektortu
matici U' = [eq, ..., e,], dostaneme
o AL O ... 0
N 1 0 Az ... 0
UAU' =UlAey,...,Ae,] = | ¢ [[Me,-- e =1 . |,
o Sl Tl
n 0 0 ...\

odkud po pfenasobeni U' zleva a U zprava dostaneme s pouzitim U' = U~! rovnost
(24.6). O
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HKapitola 24. Spektralnt rozklad symetricke matice

A:{Zg}

Pak A ma vlastni ¢isla A\ = 9, Ay = 1, kterym odpovidaji vlastni vektory

o[ v e 1]

leall = \/ejer = V2

Priklad 24.3. Necht

Jelikoz

lez|| = \/efe2 = V2,

miizeme sestavit z normalizovanych vlastnich vektor matici
ep/llel] 111 1
ey/lez]l V2[1 -1

Snadno si ovéfime, zZe
A_ L[t 1]f90] 11 1
V2l 101 a1 -1

24.5 Geometrie spektralniho rozkladu

S-S
S-S

Jelikoz z vlastnich vektord symetrické matice A lze sestavit ortonorméalni bazi pro-
storu sloupcovych vektori stejné dimeze jako A, lze si ucinek A predstavit tak, ze roz-
tahuje, zkracuje a pripadné pieklapi slozku kazdého vektoru rovnobéznou s vlastnim
vektorem e; v zavislosti na jeho vlastnim c¢isle \;, tak jako na obr. 24.1. Odtud plyne, ze
pro obsah P’ obrazu libovolného obrazce o piivodnim obsahu P pii zobrazeni x — Ax
bude platit

P’ = |det A|P. (24.7)

KruZnice se pfitom zobrazi na elipsu s hlavnimi osami ||, |A2| tak jako na obr. 24.2.
Obdobné uvahy plati i pro prostorové ttvary a lze jim dat smysl i v prostorech vyssi
dimenze.

24.6 Extremalni vlastnosti vlastnich disel

Jelikoz pro jednotkové vektory plati x' x = 1, lze z pfedchozich Gvah, zejména z ob-
razku 24.2, oekévat, ze extrémni hodnoty vyrazu x'Ax pro x'x = 1 bude v piipadé
symetrické matice dosazeno v prislusnych vlastnich vektorech. Dokazeme si toto tvrzeni

konkrétné;ji.

Véta: Necht \y < ... < )\, jsou vzestupné uspotddand vlastni ¢isla symetrické
matice A. Pak
A1 = min xXAx a Ap = max x Ax.

x x=1 xIx=1
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24.0 bBxtremalni viastnosty viastnich cisel

AX

A&

0]

Obr. 24.1: Uéinek zobrazeni x — AX.

A€

Obr. 24.2: Obsah obrazu kruhu pfi zobrazeni x — Ax.
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HKapitola 24. Spektralnt rozklad symetricke matice

DUKAZ: Nechf A = U DU je spektralni rozklad matice A. Pak plati
(Ux) Ux = x' U'Ux = x'x,
takze

max x' Ax = max x U DUx = maX{(Ux)TDUX : (UX)TUX =1} =

x"x=1 x x=1
_ Tv — 2 2 Te _
= max y Dy = max My; +... + Ay, < max Ay y = Ap.
yly=1 yly=1 yTy—1

Pfimym vypoctem si lze ovérit, ze maxima je dosazeno ve vlastnim vektoru prislusném
k A\p,.

Obdobné se dokaze i tvrzeni o minimu. (]
Priklady k procvicéeni:

Cvideni 24.1.

a) Necht A, U,V znadi matici z pfikladu 24.1 a jeji invariantni podprostory. Najdéte
matici ztzeni AU v bazi € = (s1, s2),

1 0
S1 = 0 s S92 = 1
0 0

b) Najdéte o(A|U) a o(A|V).
c) Najdéte spektralni rozklad matice A.

Cviceni 24.2. Tenzor

o110
T — |11 012
021 022

lze povazovat za zobrazeni, které kazdému vektoru n prifazuje vektor Tn, ktery urcuje
silu pisobici na tsecku délky d = vn'n uréenou normélou n. Najdéte vzorec pro
maximalni a minimalni silu ptisobici na jednotkovou tsecku.
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25. Dausledky spektralniho rozkladu

25.1 Lokalizace spektra pomoci kongruence

Véta o spektralnim rozkladu 24.4 ika, ze kaZda symetricka matice A je sou-
casn€ podobna a kongruentni s diagonalni matict D majict na diagonale
spektrum o(A) matice A. Jelikoz podobnost zachovavé spektrum matice, kongruence
zachovava znaménka diagonalnich prvki a pozitivni definitnost ¢i semidefinitnost diago-
nalni matice pozname podle diagonalnich prvku, plati, Zze symetricka matice A je
pozitivn€ definitni (semidefinitni), praveé kdyzZ ma kladné (nezaporné) spek-
trum o(A).

Vétu o spektralnim rozkladu mizeme pouzit téz jako zakladni teoreticky nastroj
k odvozeni postupu pro urceni poc¢tu vlastnich ¢isel symetrické matice v daném intervalu
nebo na polopifimce. Postupem uvedenym v c¢lanku 17.3 totiz mtizeme najit pomérné
snadno diagonalni matici E, ktera je kongruentni s matici D ze spektralniho rozkladu.
Podle zakona setrvacnosti kvadratickych forem 17.4 vSak maji matice D a E stejny pocet
kladnych, zapornych a nulovych diagonalnich prvki, takze podle diagonaly E muzeme
urcit pocet kladnych, zépornych a nulovych prvki o(A).

Jelikoz z Ae = Ae plyne (A — cI)e = (A — ¢)e, mizeme pouzitim téhoz postupu na
matici A — cI zjistit pocet vlastnich ¢isel A, ktera jsou vétsi nez ¢, mensi nez ¢, nebo se
rovnaji ¢. Jednoduchou modifikaci tohoto postupu mizeme urcit, kolik vlastnich cisel je
v daném intervalu.

Priklad 25.1. Urcete, zda ma matice

A=

O = O
— =
O = O

néjaké vlastni ¢islo vétsi nez 2.

RESENT: Matice A m4 vlastni &islo vétsi nez 2 pravé tehdy, kdyZ ma matice A — 21
néjaké kladné vlastni ¢islo. Postupnou tpravou dostaneme

-2 1 0 -2 1 0
A-20=| 1-1 1|rp+4ne—| 0 -3 1|
0 1-2 0o 1 -2
Sz+%S1

-2 0 0 -2 0 0 -2 00
— | 0—-3 1 — | 0-3 1 — | 0-30
0 1-2]|r3+ 21 0 0 0 0 00

s3 + 2s9

Jelikoz 0 € o(A — 2I), plati 2 € o(A), avSak zadné vlastni ¢islo A neni vétsi nez 2. [
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Kapitola 25. Dusleaky spektralnino rozklaau

25.2 Sylvesterovo kritérium pozitivni definitnosti

Spojime-li pozorovani predchozich odstavcii s nasimi znalostmi determinantt a kon-
gruence, mizeme dokazat podminku pro pozitivni definitnost matice pomoci determi-
nanti.

Véta: (Sylvester). Necht A = [ai;] je ¢tvercovd matice a necht

ail ... Qai;
A, = , 1=1,...,n.

Pak matice A je pozitivné definitni, prave kdyz
det A; >0, i=1,...,n.

DUKAzZ: Je-li matice A pozitivné definitni, pak je pozitivné definitni i kazda jeji
submatice A;, nebot pro libovolny nenulovy vektor y fadu 7 a

=[]

plati 0 < x'Ax = y'A;y. Pozitivné definitni matice viak maji podle odstavce 25.1
kladné vlastni ¢isla, takze i jejich soucin, rovnajici se det A;, je kladny.

Necht obracené det A; > 0 proi = 1,...,n. Pak specidlné a1; = det A1 > 0, takze
stejné jako v dikazu véty 17.1 najdeme matici L tak, ze plati

T a1 O
LAL; = < |

1ALy o A,
Nyni si pfipomenme, ze L; lze zapsat obdobnym piedpisem jako (7.6) pomoci sou¢inu
matic, jejichz nasobenim se realizuje pficteni nasobku prvniho fadku nebo sloupce na-
sobené matice k jinému rfadku nebo sloupci téze matice. To vSak znamend, Ze nasobeni

matici L zleva ani nasobeni matici Li" zprava neméni determinanty matic A;. Specielné
odtud vyplyva, ze pro prvek a%Q v levém hornim rohu matice A; plati

det Ay = a11a52 > 0,
takze a%Q je kladny. Opakovanim tohoto postupu nakonec lze ukazat, Zze matice A je
kongruentni s diagonalni matici s kladnymi ¢isly na diagonale, tedy ze A je pozitivné
definitni. ]
Poznamka: Pro Sylvesterovo kritérium plati to, co bylo fe¢eno o determinantech

obecné. Pro rozhodnuti o pozitivni definitnosti vétsi matice je vhodnéjsi pouzit LDL "'
rozkladu (viz ¢lanek 17.2).
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25.3 dkalarni junkce symetricke matice

25.3 Skalarni funkce symetrické matice

V ¢lanku 13.7 jsme si ukazali, ze do jakéhokoliv mnohoc¢lenu mizeme ,dosadit® li-
nearni transformace tak, ze vysledek nezalezi na konkrétnim zapisu mnohoclenu, takze
mnohocleny linearni transformace miizeme upravovat obdobné jako skalarni mnohocleny.
Pro mnohé aplikace je vsak dulezité umét dosazovat alespon symetrické matice do funkei,
které jsou obecnéjsi nez mnohoclen, ovSem tak, aby byla splnéna pravidla, ktera jsou ne-
zbytna k pocitani s maticovymi funkcemi.

Definice: Necht A je symetrickd matice Tddu n a necht Fp je mnoZina vsech redl-
nych funkci definovangch na jejim spektru o(A). Zobrazent, které kazdé funkci f € Fa
pritazuje symetrickou matici f(A) fadu n, definuje skaldrni funkce matice A, jestlize
pro libovolné funkce f,g € Fa a identitu idr plati:

(F1) idg(A) = A.

(F2) (f + 9)(A) = f(A) + g(A).

(F3) (f - 9)(A) = F(A) - g(A).

(F4) Jestlize f(x) > x pro x € o(A), pak f(A) je pozitivné semidefinitni.

Snadno se ovéii, ze skalarni funkce diagonalni matice

A0 ... 0

10 Ay ... 0

00 ... A

miuizeme definovat predpisem
fAa) 0 0
f(D) = ? f(:M) ? : (25.1)
0 0 ... f(An)

ktery mé smysl pro libovolnou redlnou funkci f definovanou na o(D) = {A1,..., Ay}
Pro libovolnou ¢tvercovou matici A se spektralnim rozkladem A = U DU pak ptedpis
f(A) = Uf(D)U (25.2)

definuje skalarni funkci matice A pro kazdou redlnou funkci definovanou na o(A). Na-
priklad pro funkce f a g definované na o(A) plati

(f - 9)(A) =U'(f - 9)(D)U = U'f(D)g(D)U = U'f(D)UUg(D)U = f(A)g(A).

Porovname-li (25.2) s vétou o spektralnim rozkladu 24.4, snadno zjistime, 7ze A € o(A),
pravé kdyz f(\) € a( f (A)), coz se da vyjadrit stru¢né ve tvaru

o(f(A)) = f(a(A)). (25.3)

A= (5]

Priklad 25.2. Pro matici

vypoctéte vV A.
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Kapitola 25. Dusleaky spektralnino rozklaau
RESEN{: Podle piikladu 24.3 plati
A =U'DU,
kde

90 11 1
p-[29) wu- L[t 1]

Odtud

mevamo- s SN0

1 -1 2|1 -=1][1-1
21
12|

Primym vypoctem si mizeme ovérit, ze
21121 |54
12|12 [45]

25.4 Polarni rozklad

I kdyz spektralni rozklad plati jen pro symetrické matice, mtizeme s jeho pomoci lépe
pochopit i obecnéjsi matice.

Véta:  Necht A je libovolnd ¢tvercovd matice. Pak existuje symetrickd pozitivné
semidefinitni matice B = VATA a ortogondlni matice U tak, Ze

A = UB. (25.4)
Rozklad (25.4) se nazgjvd poldarni rozklad.

DUKAZ: Omezime se pro jednoduchost jen na piipad regularni matice A. Kdyby
rozklad (25.4) existoval, pak by platilo

A'A = BU'UB = B?
Matice B2 = ATA je pozitivné definitni, nebof pomoci regularity A dostaneme pro x # o,
ze
x B%x = x'ATAx = (Ax)'Ax = ||Ax|? > 0.

Podle tGvahy v ¢lanku 25.1 méa tedy A'A kladné spektrum, takze existuje odmocnina

z A'A a
B = VA'A.
Z (25.4) dostaneme
U=AB}
odkud
UU =AB 'BTIAT=AAA)A = AA A TAT=T,
takze U je ortogondlni. Z (25.3) také plyne, ze B je pozitivné definitni. 0
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25.9 Geomelricky vyznam aeterminanty

Poznamka: Ma-li matice A tak malé prvky, ze prvky A2 jsou zanedbatelné ve
srovnani s A, pak muZeme najit pribliZng polarni rozklad matice I + A pomoci

I+A=(I+ %(A+AT))(I+ %(A—AT)).

Matice B =1 + %(A + A") je zfejmé symetricka, pozitivné definitni, zatimco U = T +
+ %(A — A") je, az na zanedbatelnou chybu, ortogonalni, nebof

U'U=(I+ %(AT —A)(I+ %(A —A))=1- i(AT ~A? =1

Priblizny polarni rozklad se pouziva napiiklad v linearni pruznosti k definici tenzoru
deformace. Vyuziva se pfitom toho, ze matice D = %(A + A, kterd charakterizuje
deformaci télesa vzhledem k referen¢ni konfiguraci, zavisi linearné na A.

25.5 Geometricky vyznam determinantu

Porovnanim véty o polarnim rozkladu 25.4 s ¢lankem 25.3 vyplyva, Ze zobrazeni
x — Ax definované libovolnou ¢tvercovou matici zméni libovolnou plochu P na plochu

P’ = |det VATA| P, (25.5)

Pomoci véty o soucinu determinantii 21.6 a o determinantu transponované matice 22.3
dostaneme

| det VATA|? = | det VATA det VATA| = | det VATAVATA| =
— |det ATA| = |det AT det A| = | det A|?
odkud po dosazeni do (25.5) vychazi
P =|detA| P (25.6)

Priklad 25.3. Najdéte vzorec pro plochu P rovnobéznika uréeného vektory

S

Obr. 25.1: Plocha rovnobéznika.
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Kapitola 25. Dusleaky spektralnino rozklaau

RESEN{: Pov§imnéme si napied, Ze

= [u,v}m, v— [u,v}m.

Rovnobéznik urceny vektory u, v je tedy mozno povazovat za obraz jednotkového ctverce
urceného vektory standardni béaze

pfi zobrazeni x — Ax s matici

Plati tedy

P:ydetAy-1:\det[“1 “1}\. (25.7)
Uz V2

0

Priklad 25.4. Urcete objem V ¢tyfsténu s vrcholy uréenymi polohovymi vektory o

a
U1 U1 w1
u = us |, vV = v2 |, W = w2 |,
us v3 w3

tak jako na obr. 25.2.

Obr. 25.2: Objem ¢tyisténu.
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25.0 Swgutarnt rozklad a poaminenost matice

RESEN{: Objem é&tyfsténu uréeného nulovym vektorem a jednotkovymi vektory stan-
dardni baze je roven 1/6. Ctyfstén s vrcholy o, u, v, w miiZzeme povazovat za obraz ¢tyi-
sténu urc¢eného vrcholem a jednotkovymi vektory standardni baze pfi zobrazeni x — Ax
s matici

A= [u,v,w],
takze
1 ui U1 wi
V= 8 | det | ug vo wo ||. (25.8)
u3 vz w3

25.6 Singularni rozklad a podminénost matice
Dalsi dilezity rozklad je jednoduchym disledkem vét o polarnim a spektralnim roz-
kladu.

Véta: Necht A je libovolnd ctvercovd matice. Pak existuji ortogondlni matice U, V
a diagondlni matice

op 0 ... 0
0 oo ... 0

S = L o, (25.9)
0 0 ...o0n

na jejiz diagondle jsou vlastni ¢isla matice V ATA tak, Ze
A=TU'sV. (25.10)

Rozklad (25.10) se nazyvd singuldrni rozklad a vlastni ¢isla matice vV ATA se nazjvagi
singularni ¢isla matice A.

DUKAzZ: Podle véty o polarnim rozkladu 25.4 existuje ortogonalni matice W a pozi-
tivné definitni matice B = vV ATA tak, Ze

A = WB. (25.11)

Podle véty o spektralnim rozkladu 24.4 existuje ortogonalni matice V tak, Ze pro
matici (25.9) se singularnimi ¢isly matice A na diagonéle plati

B =V'SV.
Nahradime-li timto vyrazem B v (25.11) a oznac¢ime-li si U = VW', dostaneme

A=WV'SV = (VW) 'sv =U'sv

UU=WV VW' = L.
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Kapitola 25. Dusleaky spektralnino rozklaau

Véta o singularnim rozkladu fika, ze linearni zobrazeni x — Ax s libovolnou ¢tver-
covu matici A si miizeme predstavit jako slozeni zobrazeni ,otoceni“ x — Vx, ,roz-
tazeni“ ve sméru os realizovaného zobrazenim x — Sx a dalsiho ,otodeni“ x — U'x.
Pravé singularni cisla tedy definuji zménu délky vektord. Z toho vyplyva, Ze matice je
singularni, pravé kdyz nejmensi singularni ¢islo o, je nulové. Z téchto tvah je také
patrné, ze nenulova matice je blizkéa singularni matici, pravé kdyz je oy, mnohem mensi
nez nejvetsi singularni ¢islo opax. Pro regularni matici A charakterizuje ¢islo

”(A) = Umax/amin >1

miru regularity matice A a nazyva se ¢islo podminénosti matice A.
Cislo podminénosti lze vypoéitat pomoci numerickych metod.

Poznamka: Jelikoz matice je singularni, pravé kdyz je jeji determinant nulovy, mohlo
by se zdat, ze kvantitativni mirou regularity matice by mohl byt jeji determinant. Piiklad
matice

A = 0.11;po,
ktera ma inverzi A! = 10199 a det A = 107190 v3ak ukazuje, ze determinant neni
vhodna kvantitativni mira regularity matice!
25.7 Pseudoinverzni matice

I kdyz k singularni ¢tvercové matici A neexistuje inverzni matice, miizeme pomoci
singularniho rozkladu 25.6

cp 0 ... 0
A-UsY, s—| %Y
00 ... 0
definovat matici
At =V'STU, (25.12)

+ . 712 . . LYl s + Moereoe 4+ —1 )
kde ST je diagonélni matice s diagondlnimi prvky o;" spliujicimi o;” = o, pro o; # 0
a a;r = 0 pro o; = 0, kterd v nékterém smyslu nahrazuje neexistujici inverzni matici.

Snadno se ovéri, ze takto definovand matice spliiuje Moore—Penroseovy podminky:

(MP1) AATA = A
(MP2) ATAAT = Af
(MP3) (AAT)" = AA*
(MP4) (A*A) = ATA
Je-li A ¢tvercova matice, pak
x5 = ATb (25.13)

splnuje normalovou rovnici

ATAx; ¢ = VISUU'SVV'STUb = VISUDb = A'b,
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25.1 Pseudoinverzni matice

takze pro libovolny vektor h plati

|A(xzs +h) — b||> = |Axzs — b||? + 2h" (A'Ax;s — A'b) + ||Ah|?
= [|Axzs — b|* + [[AB|* > [[AxLs — b]*.

Vektor x7,g tedy minimalizuje ||[Ay — b||, ¢ili fesi rovnici
Ax=b (25.14)
ve smyslu nejmensich ¢tvercti. Jelikoz posledni nerovnost pfejde v rovnost jen kdyz je

splnéno Ah = o, lze libovolné feseni rovnice (25.14) ve smyslu nejmensich ¢tverci zapsat
ve tvaru X = xz5 + n,n € N(A). Z (MP2) a (MP3) déle dostaneme

xrs = ATb = ATAATD = (A+A)TA+b = ATATA"D,
tedy x5 patii do oboru hodnot H(A") matice A'. Libovolny vektor n z nulového prostoru
N(A) matice A je vSak podle véty 18.4 ortogonalni k H(A") a tedy i k x7g. Pro vektor
x = x5 + n,n € N(A) tedy plati

Ix[*= llxzs +n* = [xzsl® + [n]* > [xzs]*,

takze vektor xyg nejen fesi rovnici (25.14) ve smyslu nejmensich ¢tvercti, ale ma ze
vSech Tesent nejmensi normu.
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26. Jordanova forma matice

Jak vime ze 14. kapitoly, matici mizeme povazovat za reprezentaci linearni transfor-
mace prostoru konecné dimenze v dané bazi a matice téze transformace v rtiznych bazich
jsou si podobné. Vznika tak otazka, na jaky tvar lze vhodnym vybérem béaze redukovat
matici linearni transformace. Odpovéd je jednoduchéd v pripadé, Zze existuje baze pro-
storu sestavajici z vlastnich vektort, takze dostaneme diagonalni matici. V této kapitole
se budeme zabyvat obecnym pfipadem. Vzhledem k tomu, Ze vlastni ¢isla realné matice
mohou byt komplexni, budeme do konce kapitoly uvazovat vyhradné komplexni matice
a vektorové prostory.

26.1 Jordanova forma matice s jednim vlastnim vektorem

V ¢lanku 23.3 jsme si dokazali, ze kazd4 matice ma alespon jeden vlastni vektor. Vic
jich mit nemusi. Naptiklad matice

A_:

oo
=R
O

ma jediné vlastni ¢islo A = 2, avSak soustava

011 T
(A=XMDx={001]||xz2| =0
000 |3
ma, az na skaldrni nasobek, jediné feseni
1
e = 0
0

Ukazuje se, ze vektor e lze doplnit vektory ez, es do baze, v niz ma linearni zobrazeni
A x — Ax specialni tvar. K jejich nalezeni si povS§imneme, Ze existuje e tak, ze

el = (A — 21)62.

V nasem pripadé najdeme ey feSenim

To +r3 =1
r3 =0,
odkud
0
€ = 1
0
Podobné najdeme vektor
0
e3 — -1 s
1
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26.2 Jordanova forma obecnée matice

ktery spliuje
ey = (A — 21)63.

Plati tedy

Ae1 = 261
Aey = e; + 2e
Aesg = e + 2es,

takze matice zobrazeni A : x — Ax v bazi £ = (e, ez, e3) je dana pfedpisem

[Alg =

O O N
O N =
N = O

Podobnym zptsobem lze dokazat, ze je-li A libovolna ¢tvercova matice s jedinym
vlastnim vektorem e; odpovidajicim vlastnimu ¢islu A, pak e; lze doplnit do baze tak,
7e zobrazeni A : x — Ax méa v £ matici

A 1 0 ... 0

0 A 1 ... 0
I\ =

00 0 - 1

000 0 ... A

Matice Jy se nazyva Jordanidv blok prislusny k vlastnimu ¢islu A\. Pfipomenime, zZe za
Jordaniv blok fadu jedna povazujeme matici fadu jedna s vlastnim ¢islem na diagonadle.

26.2 Jordanova forma obecné matice

Je-li A libovolna ¢tvercova matice, pak lze dokazat, i kdyz to neni snadné, ze exis-
tuji nezavislé vlastni vektory ey, ..., e prislusné k vlastnim ¢islim Aq, ..., A\, které lze
v piipadé potieby doplnit do baze € vektory e; splitujicimi e; = (A — \;I)'e;, a to tak,
ze zobrazeni A : x +— Ax mé v & blokové diagonalni matici s Jordanovymi bloky Jy, na
diagonale. Plati tedy nasledujici véta.

Véta: Necht A je libovolnd ctvercovd matice, kterd md k nezdvislych vlastnich vek-

tord prislusnych k vlastnim cislum Ay, ..., \p. Pak existuje requldrni matice T tak, Ze
A=T1T,
kde
Jy, O ... O
O J,, ... O
O O ... J,,
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Kapitola 26. Jordanova forma matice

Pocet Jordanovych bloki Jy matice A pfislusnych A je roven poctu nezavislych vlast-
nich vektoru pfislusnych k A a nazyva se geometrickda nasobnost vlastntho ¢éisla .
Geometricka nasobnost je také rovna defektu matice A — AI. Z nasi definice je zfejmé,
ze algebraicka nasobnost jakéhokoliv vlastniho ¢isla neni mensi nez jeho geometricka na-
sobnost.

Struktura Jordanovy formy matice je uréena defekty d;; = d(A — \I)L K pochopeni
pravidla si pfipomenme, ze podobné matice maji stejny defekt a ze defekt blokové di-
agonalni matice je roven souctu defektd jejich diagonalnich bloki. Staci tedy sledovat
defekty mocnin jednoho Jordanova bloku N = J,. — \;I fadu m matice A — A1, ktery
ma tvar

001 0 ... 0

00 1 ...0
N =

00 0 . 1

o0 0 ... 0]

Nasobeni matici N si mtzeme predstavit tak, ze se vynecha prvni radek, ostatni
rfadky se posunou nahoru a posledni fadek se vyplni nulami. Proto

N =0

pro p > m a pro p < m plati, ze defekt matice N? je pravé o jednicku mensi nez
defekt matice NP1 Zavedeme-li tedy oznaceni wj1 = dj1, wio = dio — dj1, wiz = diz —
— d;2, ..., pak w; bude celkovy pocet Jordanovych blokt fadu nejméné [ s vlastnim
éislem );. Cisla wy se nazyvaji Weyrovy charakteristiky matice podle vynikajiciho
profesora matematiky na ¢eské technice Eduarda Weyra (1852-1903). Napiiklad nenulové
Weyrovy charakteristiky matice

2100

0200

0021

0002

odpovidajici vlastnimu ¢islu A\; = 2 jsou w11 = 2, w1z = 2, coz odpovida tomu, Ze matice
ma dva Jordanovy bloky fadu nejméné jedna a dva Jordanovy bloky fadu nejméné 2.
26.3 Mocnina matice

Jako priklad pouziti Jordanovy formy se budeme zabyvat studiem mocnin matice.
Zactneme Jordanovym blokem
Jy=MN+N

rfadu m, kde N = J — I je, jako v odstavci 26.2, matice s nulovymi prvky kromeé jednicek
nad diagonalou. Pak

A2 20 1 0 0
0 A2 2)x 1 0
J3 = M+ N)2=)\T+2\N+ N? =
0 0 0 1
0 0 0 0 2\
0 0 0 0 A2
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26.4 Vyznam Joraanovy formy

Podobné
J3 = AL+ N)? = AT + 302N + 3\N? + N3

Obecnéji dostaneme s pouzitim binomické véty

IE = I+ N)F = M1 4 (If) MEIN 4+ (Z) N¥

coz muzeme pomoci N = O upravit pro £k > m na tvar

IV = AT 4 (’f) MIN++ (mk_ 1) AR=mAINm=1

Dale si vSimnéme, ze plati

k , k(k—1)---(k—1+1 ~ ~ ~
’< )/\kz‘: ( ) ( v+ )|)\|kfz§kz’)\|kfz’

lim KA =0,

k—o0
pravé kdyz |A| < 1. Prvky matice J I; proto konverguji k nule pro £ — oo, praveé kdyz
IA| < 1. Je-li vSak A libovolné ¢tvercovd matice, pak existuje reguldrni matice T a
blokové diagonalni matice J s Jordanovymi bloky na diagonéale tak, ze

A =T JT.

Jelikoz
A = T gTT-JT... T YT = T 1J*T

a

Joo ... 0

ok
o oJ .. o0
O O ... J}

dostéavame odtud tvrzeni, Ze prvky libovolné matice AF konverguji k nule pro k& — oo,
pravé kdyz spektralni polomér

o(A) = max{|\| : A € 0(A)}
je mensi nez 1. Toto tvrzeni je dilezité pro studium iterac¢nich procest.

26.4 Vyznam Jordanovy formy

Jordanova forma ma4 velky vyznam pro teorii, nebot umoziuje redukovat tlohy s obec-
nymi maticemi na ulohy s Jordanovymi bloky, jak jsme to vidéli v odstavci 26.3. Umoz-
nuje nam napriklad definovat skalarni funkce libovolné matice. Pocetni vyuziti Jordanovy
formy je vSak velmi omezené, nebot je numericky nestabilni. Napfiklad matice

2—¢ 1 1
0 0 2



Kapitola 26. Jordanova forma matice

mé pro libovolné € # 0 tii rtzna vlastni ¢isla, takze jeji Jordaniv tvar je

2—¢ 0 0
J. = 0 240/,
0 0 2
zatimco
210
Jo=1021
002
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27. Primky, roviny a metrické tlohy

V zéavérec¢nych kapitolach si ukazeme pouziti aparatu linearni algebry k formulaci a
feSeni tloh analytické geometrie, coz je oblast matematiky, ktera se zabyva studiem geo-
metrickych objektl charakterizovanych ¢iselnymi mnozinami. Budeme pritom vychéazet
z vlastnosti trojrozmérného eukleidovského prostoru &3, jehoz zakladni vlastnosti budeme
povazovat za znameé.

27.1 Eukleidovsky prostor

Pf1i studiu geometrie lze vystacit s vektorovymi prostory, jak jsme se ostatné mohli
presvédcit pfi odvozeni vzorcli pro objemy téles v 25. kapitole. Ukazuje se vSak, Ze pro
feseni nékterych tloh je vhodnéjsi uvazovat algebraické struktury s vektory i body.

Definice: Necht je dan vektorovy prostor V se skaldrnim soucinem, mnoZina bodi €
a zobrazeni

ExE>(AB)— AB €V
Mnozina £ se nazyvd eukleidovsky bodovy prostor se zamérenim V), jestlize plati:

(A1) Ke kaZdému A € € av €V existuje jeding bod B € & tak, Ze
AB =v.

(A2) Pro libovolné body A, B, C € & plati

AC = AB + BC.

Slovo ,eukleidovsky“ pripomina feckého matematika Eukleida ze 4. stoleti pred na-
sim letopoc¢tem, ktery v trinacti dilech Zaklad rozpracoval deduktivni metodu reSeni
problémai.

Z axiémi lze odvodit rovnosti, které odpovidaji nasi intuici. Napiiklad

AA =o, (27.1)

nebot pro dany bod A € £ existuje podle (A1) k libovolnému v € V bod B € £ tak, ze
—
v = AB, a z komutativity operace s¢itani vektoru a (A2) plyne, Ze

v+AA =AA +v=AA +AB =AB =v.

Obdobné 1ze dokézat, Ze pro libovolné body A, B € £ plati

— s =

AB = -BA. (27.2)

V nasledujicim vykladu budeme uvazovat trojrozmérny eukleidovsky bodovy prostor
&3, za jehoz zaméreni budeme povazovat mnozinu vsech volnych vektori. Kazdé uspora-
dané dvojici bodu A, B € &3 ptitadime volny vektor, ktery je urc¢en orientovanou tseckou
s pocatecnim bodem A a koncovym bodem B.
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Kapitola 27. Primky, roviny a metricke ulony

Zvolime-li si libovolny bod O € &3 a ortonormélni bazi £ = (e, ez, e3) zaméfeni s,
pak zobrazeni

539A»—>[O—A>L€]R3

bude kazdému bodu A pfifazovat jednoznacné aritmeticky vektor. Bod O se nazyva
pocatek soustavy souradnic a ctverice (O, e1, ez, e3) kartézskd soustava sourad-
nic £3. S jejl pomoci mizeme &3 i jeho zaméfeni ztotoznit s prostorem tfirozmérnych
aritmetickych vektort se standardnim skalarnim soucinem definovanym predpisem

(u,v) = ujvy + ugve + uzvs. (27.3)

Abychom mohli jednoznac¢né definovat nové operace v ptivodnim eukleidovském bo-
dovém prostoru pomoci souradnic, musime specifikovat tzv. orientact soustavy souiad-
nic. V dalsim budeme pouzivat vyhradné pravotocivé soustavy souradnic, jejichz
bazové vektory lze umistit (bez vykloubeni prstti) po fadé ve sméru palce, ukazovéku a
prostiedniku pravé ruky, jako na obr. 27.1.

Aes

N

€

Sl

Obr. 27.1: Pravotociva soustava soufadnic.

27.2 Primky v &3

Necht A € &3 je zadany bod a u € &3 zadany nenulovy vektor. Pak primka p
prochazejici bodem A se smérem u je mnozina

p={A+tu:teR}
RozepiSeme-li si tento zapis po slozkach, dostaneme pro body X = [X1, Xo, X3| pfimky

p prochézejici bodem A = [Aj, Ay, A3] ve sméru u = [uy, ug, us] tzv. parametrické

rovnice primky

X1 = A1 + tuy
Xo = Ag + tuy
X3 = A3z + tus,

kde t € R se nazyva parametr.
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27.2 Primky v &3

Piiklad 27.1. Pfimka, kterd prochézi body A = [1,2,0] a B = [3,2, 1], ma smér

u=AB =A0 +OB =0B —0OA =B - A,

takze jeji parametrickd rovnice ma tvar:

X1=1+2t
Xy =2
X3 = t

Pro t = 0 dostaneme X = A, pro ¢t = 1 dostaneme X = B.
Necht p a ¢ jsou piimky zadané predpisy
p={A+tu:teR} a g={B+sv:secR}

Budeme se zabyvat jejich vzajemnou polohou.
Piimky p a ¢ nemaji Zadny spoleény bod, pravé kdyz soustava

A+tu=B+sv
nema feseni, coz nastane, prave kdyz
hlu, v] < hu, v, A—B_)] (27.4)

Plati-li (27.4) a
hlu,v] = 2,

pak jsou p a ¢ mimobézZné. Kdyz plati (27.4) a
hlu,v] =1,

pak jsou p a ¢ rovnobézZné.
Piimky p a ¢ magjt alespon jeden spoleény bod, pravé kdyz

h[u,v] = hlu,v,AB . (27.5)

Plati-li (27.5) a
hlu,v] = 2,

pak p a ¢ lezi ve stejné roviné a maji spolecény jediny bod, takze jsou riznobézné. Kdyz
plati (27.5) a
hlu,v] =1,

pak jsou p a ¢ totozZné.
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Kapitola 27. Primky, roviny a metricke ulony

27.3 Roviny v &3

Necht A je zadany bod a n je zadany nenulovy vektor. Pak rovina prochazejici
bodem A s norméalovym vektorem n je mnozina

r={Xeé&: (nAX) =0}

Rozepiseme-li si tuto definici po slozkach, dostaneme pro body X = [X7, X3, X3] ro-
viny r prochdzejici bodem A = [Aj, Ay, A3] s normalovym vektorem n = [ny, ng, ns)
normalovou rovnici roviny

nl(Xl — Al) + TLQ(XQ — Ag) + TL3(X3 — Ag) =0 (276)
nebo obecnou rovnici roviny
aX1+bXo+cX3+d=0, (27.7)

kde
a=mny, b=mny, c=n3g a d= —niA; —ngAs — n3As.

Koeficienty u neznamych v obou rovnicich jsou tedy slozky normalového vektoru roviny,
zatimco absolutni ¢len d nema pfimy geometricky vyznam.
Je-li dan bod A a dva nezavislé vektory u, v, pak

r={A+tu+sv:tsecR}

definuje rovinu prochazejici body A, A +u a A + v. RozepiSeme-li si tento zapis po sloz-

kach, dostaneme pro body X = [X7, X2, X3| roviny r parametrické rovnice roviny

X1 = A1 + tuy + sup
Xo = Ag + tug + svg
X3 = Az + tus + svs,

v nichz mizeme snadno identifikovat souradnice bodu A i vektort u, v. Bod X je bodem
roviny r, pravé kdyz AX je linearni kombinaci u a v, coz nastane, pravé kdyz

Xl—Al XQ—AQ X3—A3
det uq u us =0.
U1 V9 U3

Rozvojem determinantu podle prvniho fadku dostaneme normalovou rovnici roviny (27.6)
s n = [ny, ng, ng|, kde

u2 U3
V2 U3

ul us
V1 U3

Ul U9

nT =
! V1 V2

9 ng = — ) ng =

Abychom mohli vysetfit vzajemnou polohu dvou rovin, oznac¢me si r a s roviny

r:{Xe&,:(]&X—_},n):O} a SZ{X€533(B—X_)7m):O}-
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27.4 Vektorovy soucin

Roviny r a s nemaji Zadny spolec¢ny bod, pravé kdyz soustava

nema zadné Teseni. Rozepiseme-li si rovnice soustavy na tvar
n1 X1+ noXo + n3Xg = niA1 + noAs + n3zAs
m1X1 + meXo + m3Xs = myB1 + maBs + m3Bs,
lze ovérit, Ze to muze nastat, jen kdyz
hlm,n] =1 a (m,.@)) # 0.
V tomto ptipadé jsou roviny rovnobézné, ale ruzné. Jestlize

him,n] = 2,

pak roviny r a s jsou ruznobézZné a maji spolecnou primku, jejiz smérovy vektor je
ortogonalni k m a n. Jestlize

him,n]=1 a (m,AB) =0,
pak jsou roviny r a s totozZné.
Podobné mtzeme podat vycet moznosti vzajemné polohy piimky p prochéazejici bo-
dem A se smérem u a roviny r prochazejici bodem B s norméalovym vektorem n. Snadno
se overi, ze piimka p mé jediny spoleé¢ny bod s r, pravé kdyz

(n,u) # 0. (27.8)

Jestlize neplati (27.8), pak lze rozlisit dva pfipady. Bud je pfimka p rovnobéznd s r,
ale nelezi v r, coz nastane kdyz

(mu) =0 a (n,AB) #0,
nebo p lezi v r, coz nastane, kdyz

(n,u)=0 a (n,ﬁ) = 0.
27.4 Vektorovy soucin

Necht u = [uy, ug, us] a v .= [v1, v2, v3] jsou dva vektory. Pak jakykoliv vektor w,

ktery je ortogonalni k u i v splituje rovnice:

u1wy + ugwg + uzwsg = 0 (27.9)
viwy + vawe + v3ws = 0 '
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Soustava (27.9) mé vsak stejné feseni jako soustava
uiwi + ugwo + ugwsz = 0

urwi + uswso + ugws = 0
viwl + vowg + vaws = 0,

jejiz determinant spliuje

Uy u2 u3
u2 u3 ul us Ul U2
det | ug ug ug | = u — =0,
Vg U3 V1 U3 V1 V2
U1 V2 U3
i jako soustava
viwy + vawsg + vaws = 0
uiwi + ugwg + usws = 0
viwy + vowe + vyws = 0,
jejiz determinant splnuje
V1 U2 U3
ug2 U3 ul us Ul U9
det | u1 us u =0 — =0.
b V2 U3 vl U3 U1 U2
U1 V2 U3
Vzorce
vo vz | vy vg | vl V2 ‘

tedy definuji slozky vektoru w = [wy, wa, w3], ktery je kolmy k u i v. Budeme ho znagcit
W=uXxv

a nazyvat vektorovy soucin vektori u a v. Vzorce (27.10) si miizeme zapamatovat
pomoci mnemotechnického zapisu

€1 €2 €3
uxXv=|Uuy ug ug|. (27.11)
V1 V2 V3
Jelikoz
u 2 s ug U up u Uy u
2 U3 1 u3 1 u2
v1 ve w3 | = ‘ — = wi + wi + w3,
V2 V3 V1 U3 v V2
w1 w2 w3
méa rovnobézZnostén na obr. 27.2 objem
up U1 wi up U U3
V=luy vy wy|=|v1 vg v3|=w?+ws+wi=|w|
u3 vz w3 w1 w2 w3
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27.4 Vektorovy soucin

W=uxv

O

Obr. 27.2: Vektorovy soucin.
Ponévadz mé uvazovany rovnobéznostén vysku ||w|| a plochu zdkladny
P = Jju||||v] - sin (27.12)
kde « je odchylka pfimek prochazejicich pocatkem O se smérovymi vektory u, v, plati
P =|w|. (27.13)

Lze ukazat, Ze vektory (u, v, w) tvoii kladné orientovanou bazi zaméteni &. Z (27.12)
a (27.13) plynou ihned vzorce pro plochu rovnobéznika ¢i trojihelnika v £. Na-
priklad plocha P trojihelnika uréeného body A, B, C € &3 je dana vzorcem

p— %Hﬁ « AC||. (27.14)

Je-li a nenulovy vektor, pak mtizeme definovat zobrazeni

A:x—axx. (27.15)
Jsou-li e; = [1,0,0],e2 = [0,1,0] a e3 = [0, 1, 0], pak podle (27.11) plati:

€1 €2 €3
Aelzaxelz al az ag | = aseg — ases
1 00

€1 €2 €3
Aes = axey=|a; ag ag3| = — azeq + ayes
010
€] ey e3

Aegzaxegz al az ag | = ase; — a1e3
0 0 1
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Pro matici A v bazi £ = (e, ez, e3) tedy plati
0 —as a9
[A]g = as 0 —a]
—a9 al 0
Matice [A] je antisymetrickd matice, takze matice U = I + [A], spliiuje
UU' = T+ [Al)(T - [Ale) =T [A]; [A];

Zobrazeni x — X +a x X proto pro malé ||a|| zachovévé, az na veli¢iny srovnatelné s ||al|?
uhly i délky vektori, takze ho lze povazovat za otocent okolo a o dhel ||al|, a zobrazeni
X +— a X X pro libovolny vektor a prifazuje kazdému x vektor, ktery miizeme povazovat
podle obr. 27.3 za vektor rychlosti otaceni x kolem a s dhlovou rychlosti ||a||,
a to ve sméru, ktery je v souladu s kladnou orientaci trojice (a,x,a X x).

Obr. 27.3: Rychlost otaceni.
27.5 Urceni nékterych uhla

Jsou-li u, v dva nenulové vektory, pak odchylka ¢ vektord u,v je thel ¢ € [0, 7],
ktery spliuje vztah
(u, v)
COSp = —————.
[[al[f[v]l
Odchylka piimek p a q se smérovymi vektory u a v se definuje jeko nejmensi odchylka
dvou vektori, které lze umistit na p nebo ¢, takze splnuje

|(u, v)|
lulllivil

cos p =

Obdobné se definuje odchylka ¢ primky p se smérovym vektorem u a roviny r
s normalovym vektorem n. Mtzeme ji vypocitat pomoci odchylky primky p a libovolné
jiné pfimky se smérovym vektorem n ze vztahu
m > (0, u)|

sincp:cos<——g0 .
2 [[nf[[[ul]

Odchylka dvou rovin, coz je nejmensi tthel dvou primek, z nichz kazda lezi v jedné
z rovin, vyjadiime snadno pomoci jejich normélovych vektort ny, ne a vztahu
(1, n3)|
[0 [z}

Cos p =
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27.6 Nektere metricke ulony

27.6 Neékteré metrické tlohy

K uréeni vzdalenosti d bodu M od roviny
r:{XEE;),:(A—_)X,n):0}

sta¢i najit pramét vektoru AM do norméalového sméru n. Plati tedy

Vzdalenost d bodu M od primky p prochazejici bodem A se smérem u uré¢ime

s pomoci obr. 27.5. Z
P=|uxAM| a P=|ul-d

dostaneme snadno

Obdobné uréime i nejkratst vzdalenost dvou mimobézZek p a ¢, kde
p={A+tu:teR} a ¢g={B+tv:teR}
Podle obr. 27.6 plati pro objem V' rovnobéznosténu urc¢eného hranami E u,v
V = |det [ﬁu,v} | =P -d,
zatimco pro plochu P jeho zékladny plati
P =uxv]|.

Odtud
B | det [A—>B,u,v} |

[[ux vl

d:

I =<

M

/7

—_—

AM

T

Obr. 27.4: Vzdalenost bodu od roviny.
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A

Obr. 27.6: Vzdalenost (pficka) dvou mimobézek.
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28. Kvadratické plochy

V této kapitole se budeme zabyvat kvadratickymi plochami, ¢ili kvadrikams, které
jsou popsany rovnicemi s kvadratickymi formami. Tak jako v kapitole 27, omezime se
na kvadratické plochy v prostoru £3. Budeme také predpokladat, ze v £3 je zadana sou-
stava soufadnic (O, ey, e2, €3), s jejiz pomoci muzeme body €3 ztotoznit s tFirozmérnymi
aritmetickymi vektory, stejné jako vektory zaméfeni &3.

28.1 Kanonicky tvar kvadratické formy

Necht A je symetrickd ¢tvercovd matice fadu tfi, necht b = [b;] je tfirozmérny
sloupcovy vektor a necht ¢ je redlné ¢islo. Kwadratickd plocha g je mnozina vSech
bodii, jejichz souradnice X splnuji rovnici

X'AX +2b' X +¢=0. (28.1)

Kvadratickd forma Q(X) = X'AX se nazjva kvadraticky ¢len rovnice kvadratické
plochy, linedrni forma ¢(X) = 2b' X se nazjvéa linedrni ¢len a c se nazyva absolutni
¢len rovnice kvadratické plochy. Tak, jak je rovnice (28.1) napsdna, neni vylouceno, Ze
ji nevyhovuje zadny bod &3. V nékterych pfipadech se proto uvazuji i komplexni reseni.
My se vSak omezime jen na realnd feSeni (28.1), kterd mohou byt ztotoznéna s body E&s.

Podobné, jako nema absolutni ¢len rovnice roviny bezprostifedni geometricky vyznam,
nemaji ani prvky matice A ¢i vektoru b obecné zadnou bezprostiedni geometrickou inter-
pretaci. Nasim prvnim krokem proto bude nalezeni takového tvaru rovnice kvadratické
plochy, jejiz koeficienty maji geometricky vyznam.

Jelikoz matice A je symetrickd, existuje podle véty o spektralnim rozkladu 24.4 or-
togonalni matice Q tak, ze A = Q'DQ, kde D je diagonalni matice s vlastnimi &isly \;
matice A na diagondle. Po dosazeni do (28.1) dostaneme

X'Q'DQX +2b X + ¢ = 0. (28.2)

Povsimneme-li si, ze

2b' X = 2(Qb)'QX,
miizeme pomoci substituce Y = QX prepsat (28.2) na tvar
Y'DY +2(Qb)'Y + ¢ = 0. (28.3)
Podle tvah z ¢lanku 14.7 mizeme (28.3) povazovat za definici téze kvadratické plochy

jako (28.1) v jiné kartézské soustavé soufadnic (O, fi, fa, f3).
Polozme b = Qb a rozepisme si (28.3) na tvar

/\1Y12 + )\2Y22 + >\3Y32 + 2%1}/1 + QSQYQ + 2S3Y3 +c=0. (28.4)

Nyni si vSimnéme, ze pokud \; # 0, pak

~ b, b2\ b2 b, b?
AY? 4 2biY; = A (Yz‘2+2)\_lyi+)\—§> vV (%"__Z)Q—_Z-

2 K3
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Kapitola 28. Kvadraticke plochy

Pomoci vhodné substituce tak mtzeme zapsat kazdou kvadratickou plochu definova-
nou kvadratickou formou hodnosti 3 ve tvaru

MZ3 + NoZ3 + N3 75 = d (28.5)
a kazdou kvadratickou plochu definovanou kvadratickou formou hodnosti 2 ve tvaru
)\1Z12 + )\2222 + cZ3 = d. (28.6)

Lze ukazat, ze kazdou kvadratickou plochu definovanou kvadratickou formou hodnosti 1

mizeme zapsat ve tvaru
MZ2 4 cZy = d. (28.7)

Substituce typu
Ziy =Yi+ ¢

lze interpretovat jako prechod od soustavy (O, fy, fa, f3) k soustaveé (O, f1, f5, f3), kde
v ptivodni soustave

00" = [c1, e2, c3).

28.2 Kvadratické plochy v kanonickém tvaru

Zatimco ve tvarech (28.5), (28.6) a (28.7) jsou zachovany vlastni ¢isla kvadratické
formy, ktera definuje kvadratickou plochu, pro znazornéni je vhodnéjsi prevést kvadra-
tickou formu na kanonicky tvar, v némz lze pripsat vsem koeficientiim geometricky
vyznam souvisejici s Tezy kvadratické plochy souradnicovymi rovinami. Omezime se zde
¢ujeme doplnit vycet obrazky. Souradnice bodiu kvadrik budeme znacit v analytické
geometrii obvyklym z, vy, 2.

(i) Elipsoid

2 2 2
x Y z
¥+b_2+c_2:1’ a>0,b>0,¢c>0.
Rezy elipsoidu soufadnicovymi rovinami piedstavuji elipsy. Pokud a = b = ¢,

dostaneme kulovou plochu.
(ii) Jednodilny hyperboloid
22 2 22
a2 2 2
Rezem rovinou z = 0 dostaneme elipsu s poloosami a, b, zatimco fezy zbjvajicimi
soufadnicovymi rovinami dostaneme hyperboly.

=1, a>0,b>0,c>0.

(iii) Dvojdilny hyperboloid

, a>0,b>0,c>0.

Rovina z = 0 oddéluje oba dily dvojdilného hyperboloidu. Rezy zbyvajicimi sou-
fadnicovymi rovinami jsou hyperboly.
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(iv) Elipticky paraboloid

22 2
—+35—2p2=0, a>0,b>0,p#0.
a b
V roviné z = 0 lezi jediny bod, fezy zbyvajicimi soufadnicovymi rovinami jsou

paraboly.
(v) Hyperbolicky paraboloid

22 P
?—b—2—2pz:o, a>0,b>0p+#0.
Rezem v roviné z = 0 dostaneme dvé piimky, fezy zbyvajicimi soufadnicovymi

rovinami jsou paraboly.
(vi) Elipticka kuzelova plocha
22 2 22
a2 b2 2
Rez rovinou z = 0 je bod, fezy zbyvajicimi soufadnicovymi rovinami tvoif réizno-
bézky.

=0, a>0,b>0,c>0.

(vii) Elipticka valcova plocha

2 2
=y
=+
a?

w b

Rez libovolnou rovinou z = ¢ je elipsa s vySe uvedenou rovnici.

a>0,b>0.

(viii) Parabolicka valcova plocha

v* =2py, p#0.
Rez libovolnou rovinou z = ¢ je parabola s vyse uvedenou rovnici.
(ix) Hyperbolicka valcova plocha
132 yQ
a2 »?

Rez libovolnou rovinou z = ¢ je hyperbola s vyse uvedenou rovnici.

=1, a>0,b>0.
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