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Cvi€eni €. 11
Klasifikace kvadratickych forem. Diagonalni tvartioa kvadratické formy. Kongruence a
Choleského rozklad.

Klasifikace kvadratickych forem

Definice:
Kvadraticka forma& na vektorovém prostoM se nazyvdozitivre definitnijestlize

OxOV,X# 0 platj Q(X) >0 ge-li XUV Q(X) 20 pak se form#) nazyvépozitivre
semidefinitni Je-li—-Q pozitivre definitni resp. semidefinitni pak §nazyvanegativre
definitniresp.semidefinitni Pokud nesgluje ani jedno z vySe uvedenych kritérii nazyva se
indefinitni.
Priklad:
Klasifikujte kvadratickou formuQ na R® definovanou fedpisem
Q(X) = XZ +2X X, + 2X2 —4X, X, +5X5.
Reseni:
Predpis kvadratické formy upravime dapvanim na kvadraty soéti:
Q(X) = X2 +2X,X, + 2X2 —4X,X, +5x5 = (xf + 2%, X, + x22)+ X5 = 4X, X, +5X2 =
= (x4, + (0 +25,(-26,) + 41 )+ 32 = (43, + [, ~ 2, + .

Z posledniho tvaru jergjmé, zeQ(X) > 0, x 0 R®,X# 0 neba sowtet nenulovych druhych
mocnin je vzdy kladnyQ je tedy pozitive definitni. .

Diagonalni tvar matice kvadratické formy.

Diagonalnim tvarem matice kvadratické formy rozumimalezeni takoveé baze, vzhledem
k niZ je matice kvadratické formy diagonalni.

Véta:

Necht’ Q je kvadraticka forma n¥ a necli E je baze pro nitQle je diagonalni matice. Jsou-
li vSechny jeji diagonalni prvky kladné resp. nexag pak jeQ pozitivre definitni resp.
semidefinitni. Jsou-li zaporné resp. nekladné pakpegativié definitni resp. semidefinitni.

Priklad:
Urcete bazi v niz ma kvadraticka formaiegchoziho fikladu diagonalni matici.

Reseni
V piedchozim fikladu jsme dossi ke tvaru @ (X) = (¢ + %, )"+ (x, = 2%, )" + xS

_ _ T
Pokud si ugdomime, 2eX=[Xs = %% %] , kde S je standardni ba® a oznaime-|i
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Y1 =X + X Y1 11 0jx
Y, = X, =2% 0= Y, =10 1 =2|X,| < [Xg=T[Xs
Y = Xs Y, 0 0 1 |x

11 0 A

T=10 1 -2 [Xe=|Y,
kde 00 1 a Y jsou sotadnice vektorx vzhledem k gjaké bazi

E =(€.,€,8)  MaticeT se obvykle nazyva maticégzhodu od standardni b&2& nové
baziE. VSe uvedenou substituci dostdvame kvadratickoudore tvaru

v au?a 2
QM) =¥"+¥," * Y3 Tento tvar mZeme déle upravit

1 0 Ofy
QM) =¥, * + ¥,  +¥: =[¥. 2,51 0 1 0|y, | =[XE[Qle[Ne
00 1|y,
Odtud je patrné, Ze v bagima matice kvadratické formy
1 00
[Qle:=j0 1 0
001

diagonalni tvar a jelikoz vSechny jeji diagonalniky jsou kladné je kvadraticka fornGa
pozitivre definitni.

Zbyva tedy wit tuto bazi. Jelikod Xle =T[Xls aT je regularni mZeme takté? psat

[Xs =T7[Xe . posadime-li za postupi viechny vektory bazE = (8:€:,€) dostaneme
e =[els=T el =T"s' =5, i=123

Vypoiteme tedy nejve maticiT™:

11 011 0O 1101 0 O)-r, (1 0 01 -1 -2
01 -20 1 O|+2r;,~|0 1 00 1 2 ~/0 1 00 1 2
00 1|0 01 0 0 110 0 1 00 10 0 1
1 -1 -2 1 -1 -2
T'=|0 1 2| e=|0le=|1|e=|2
Odtud 0 0 1], 0 0 1

E =(€,€,8) je tedy hledana baze v niz ma kvadraticka fo@rdiagonalni matici.

Snadno to fizeme o¥fit sestavenim matio® pro baziE. Budeme tedy dosazovat do

symetrické bilinearni fOI’m?S(X’ Y) = XYt XY, XY 2%, Y, 72X, Y5 — 2%y, + 5X3y3,
ktera gislusi kvadratické fornQ jak bylo ukazano ve c#enic. 10.
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B.(e,€)=1[1+1[0+0[1+2[0[0-2[0[0-2[0[0+5[0[0=1

Bs(e,e,) =1{-D)+10+0{-1) +20A-20M0O-201+5M0M0M=0=B4(e,,€)
Bs(e,6) =1{-2) +1[2+0[(-2) +2[D[(2-2[0O-2[0D2+501=0=B(e;,€)
B.(e,,e,) = (1) [{-) +(-1) A+1(-1) +200Q-20M0M-2MA+50M0=1

Bs(e,,6) =(-){—2)+(-)R2+1(-2)+2AR-200-20R2+501=0=B,(e;,&,)
Bs(e;,8) =(2)[{-2)+(-2)R2+2[(-2)+222-22O-202+500=1

Odtud sestavime matici kvadratické formy vzhledeb@kiE ve tvaru

100
[BJJ.=[Ql=0 1 0
0 01
BazekE je tedy opravdu bazi ve které ma matice kvadréatiokmy diagonalni tvar.
.
Poznamka

Vzhledem k tomu, s&Xe =T[Xs jak jsme ukazali vigdchozim pikladé, mizeme
dosazenim upravit

Q) =[XL[Qlelxe =[XETT[Ql T[N =[XL[Q]s[X]s

Odtud dostévém[aQ]s :TT[Q]ET nebo[Q]E = (TT)_l[Q]sT_l )

Kongruentni matice a elementarni kongruence

Definice:
Matice A aB se nazyvaji kongruentni jestlize existuje regulératiceR tak, 7e A= RBF' .

Véta:

Je-li A redlna symetricka matice pak existuje regularrtice®® tak, zeD = RAF', kdeD je
diagonalni matice.

Poznamka:

Matici R z predchozi ¥ty miZzeme nalézt pomoci tzglementarnich kongruendtlementarni
kongruenci rozumime elementaradkovou operaci, ktera je bezptesitre nasledovana
stejnou sloupcovou Upravou. Elementarni kongrueriZieme zapsat v maticovém tvaru
B=TAT', kdeB je matice obdrzena z matideelementarni kongruenciTgje matice
elementarnfadkové Upravy. Postupnym upravovanim matice elefneimbi kongruencemi
podobre jako v gipad dopredné redukce u Gaussovy eliminac&eme pevest libovolnou
matici na diagonalni matici. Pgk= T,..T,AT] ..T] =RAR, kdeTl,...,Tk jsou matice
jednotlivych elementarniciadkovych uprav R =T, ...T,.

Priklad:
Pomoci elementarnich kongruentéyead'te matici
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1 -1 0
A=l-1 2 -1
0O -1 1

na diagonalni tvar.

Reseni:
1 -1 0 1 -1 0 1 0 O 1 0 O 1 00
A=|-1 2 -1+r,~/0 1 -1} -0 1 -1 ~0 1 -1 ~|]0 1 O
0O -1 1 0 -1 1 0O -1 1{+r, [0 O O 0 0O

+ Sl + SZ + SZ
Pokud bychom chiti urcit i matici R pak bychom vSechny elementaradlkove Upravy
zapisovali do jednotkové matice, kterou bychaidadi za maticiA podobr jako v gipac
LU rozkladu.

1 -1 0j1 0O 1 -1 0|1 0O 1 -1 0100
-1 2 -301 Of+rp~0O 1 -231 1 O ~l0 1 -11 10
0 -1 10 01 0 -1 1|0 0 1)+r, |O O 01 1 1
Pak hledanou matici je matice
100
R=(11 0
111

a diagonalni matici ziskame aplikaci sloupcovycraup
1 -1 0Y)y1 11 1 00
D=(RAR"=[0 1 -1|0 1 1|=|0 1 O

0 0 OAO O 1) {0 0O .

Poznamka
Pomoci kongruenci fideme taktéz @it diagonalni tvar matice kvadratické formy a

-1 _
Klasifikovat je. JelikoaQle = (T [QlsT™ 4 jelikoz mizeme nalézt matidk tak, ze

RIQsR" =D =[q]c ziskame matici kvadratické formy v diagonalninrtva mizeme

identifikovat maticiT * = R" jejiZ sloupce tvii vektory bazi E jak jiz bylo popsano na
pocatku.

Priklad:

Urcete bazi, ve které ma kvadraticka for@ana R® definovana pedpisem
Q(X) = X2 +2X X, + 2X2 — 4X, X, +5X;

diagonalni tvar a formu klasifikujte.

Reseni:

Nejprve nalezneme matici kvadratické formy vzhledenstandardni bazi. Tedy budeme

dosazovat postugrvektory standardni bdze do symetri¢ksti gislusné bilinearni formy
Bs(X,Y) =X Y1 + XY, + XY, +2%,Y,=2%, Y53 = 2X3Y, + 5%, Y;
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Bs(s!,s)=10+1M0+01+2DMOM-2M0M0M-2M0MMD+5M0M0=1

Bs(s|,S)) =1MM+1[1+0M0+2M0MA-2M0M-2M0MA+50M0M=1=B.(s},s,)
Bs(s!,s}) =1M0+1[0+00+2MMOM-2MMA-2MD+5M0M1=0=B(s},s|)
Bs(s}),S)) =0M+0A+1M0+21A-2AM0M-2[0M1+50MD=2

Bs(s},s}) =0M+0M+1M0M+2[AM-2AM0-20MM+501=-2=B.(s,,s,)

Bs(s},s) =00+0M+0M0+2MM0M-201-2AM+5M11=5
Matice kvadratické formy vzhledem ke standardni b#z tedy tvar:

1 1 O
Qls={1 2 -2
0 -2 5
Pomoci elementarnich kongruenci nalezneme matidiRganalni tvar kvadratické formy.
1 1 0j]2 00 1 1 0|1 0O 11 0/1 00O
1 2 -201 0|-p,~|0 1 -2-1 1 O ~/01 -2-1 10
0 -2 5[0 01 0 -2 5/0 0 1)+2r, (OO0 1|-2 2 1
1 0O 11 0\1 -1 -2 100
R=|-1 1 0, D=(RAR"=[0 1 -2[{0 1 2 |=|0 1 0|=[qQ].
-2 21 00 1)]0 0 1 0 01
BéaziE urtime ze slouptmaticeT * =R", t,].
1 -1 -2
e=|0,e=1|e=|2|
0 0 1
Vzhledem k bazE = (& & &) ma kvadraticka forma Q diagonalni matici
100
[Ql:=|o 1 0
001
a jelikoz jsou vSechny diagonalni prvku kladnégenfa pozitive definitni. .

Poznamka

Kazdou kvadratickou formu tiieme jednozriaé ztotoZnit s jeji matici a obdobhkazda
symetrickd matice bude jednozna urcovat réjakou kvadratickou formu. Z tohotardodu
mluvime o pozitivi resp. negativhdefinitni¢i semidefinitnich maticichiptemz mame na
mysli definitnostici semidefinitnosti jejich kvadratickych forem.

Choleského rozklad #Seni soustav s poziti¥definitni matici

Véta:
Je-li A realna pozitiva definitni matice pak existuje dolni trojuhelnikawéaticeL a

diagonalni matic® tak, ze A= LDL".
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Poznamka

Postup jak utit matici L je analogicky postupu jak ¢it matici R pro kongruentni matice.
Existuje totiZ matic tak, ZeRAF' =D a jelikoZA je pozitivre definitni neni paeba
zanenovatiadky maticeA ani gicitat nasobkyadku s vySSim indexemitadkim s indexem
vySSim. Tim obdohhjako u LU rozkladu bude matice R dolni trojuhetni&. Oznaime-li

navic L = R™ dostavameA = LDL" . Tento rozklad se taktéZ nazy@&oleského rozklad
matice A.

Priklad:
Nalezréte Choleského rozklad matice
4 1 O
A=l1 4 -1
0O -1 2
Redeni:

Pomoci elementarnidgtadkovych Uprav nalezneme matféi A a L™

4 1 01 0O 4 1 01 0O 4 1 01 0O

1 4 -10 1 O|4~/4 16 -40 4 O|-r,~|0 15 -4-1 4 O ~
0 -1 2001 0 -1 2001 0 -1 20 0 1)45
4 1 0(1 0 O 4 1 01 0 O

~10 15 -4-1 4 O ~/0 15 -4-1 4 O

0 -15 30{0 O 15)+r, |0 O 26/-1 4 15
Odtud dostavame

1 0 0 4 1 0Y1 -1 -1y (4 0 O
L*={-1 4 0| D=(L"AL" =|0 15 -4|0 4 4 |=|0 60 O
-1 4 15 0 0 260 0 15) |0 0 390/
Urcime jeSt L
1 0 0/1 00O 10 01 00 10 01 0 O

l

-1 4 0/01 O|+r,~|0 4 021 1 O 0 4 01 1 0|~
-1 4 1580 0 1/)+r, (O 4 151 0 1)-r, |O O 150 -1 1%
1001 0 O

010% ¥% O
00 10 % X

Resenim je tedy, 7& = LDL", kde

1 0 O 4 0 O
L=|¥% % 0| D=|0 60 O

0 Y% % 0 O 390_ .
Poznamka

Choleského rozkladu se vyuziva k efektnif@seni soustav linearnich rovnic s pozitivn
definitni matici. Soustav&x=b se pak daiepsat do tvard-DL" x=b 4 obdoba jako
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v pripadt LU rozkladu |riiezélvorkovat|—(D('—T X))=b_ pak se fvodni soustava disit ve
trech krocich:

1. Lz=D tzv. dogredna substituce
2 Dy=z

3. L'X=Y tzy. Z@Etna substituce

Priklad:
Choleského rozklademeSte soustavu
4x, + X, =1
X +4x,-%, = 0
-X+2% = 0
Res3eni
Matice soustavy a vektor pravych stran ma tvar:
4 1 O 1
A=|1 4 -1, b=|(0
0 -1 2 0]

Ihned jde vidt, Ze matice A je totoZzna s matici v zadafeidehoziho fikladu a proto
vyuzijemeieSeni pedchoziho fikladu kde jsme wili Choleského rozklad.

1 0 0 4 0 0
L=|% % 0] D=0 60 O
0 Y ¥ 0 0 390/

Hledani Choleského rozkladu bychom vSak mohli zkearypoiet maticel neba’ k feSeni
soustavy nam pkhpostd&i i jeji inverze tedy

1 0O

L =|-1 4 0|

-1 4 15

Nyni vlastniteSeni:
1. Dopredné substitucéz =b. JelikoZz mame k dispozidi™ maZzeme ji vyesit

1 0 0Y1 1
z=L"b=|-1 4 0|0|=]|-1
-1 4 15)0 -1

sowinem
2. DY=2Z_jelikoz D je diagonalni maticefttemereseni it trivialng:
4y1 = 1 yl = }{1 }{1
60y, = -1 = Y, =Fo odtudy=| F,
390y, = -1 Ya = F0 Fa90 .

3 ) Ty — 4, ) .
3. Zpétna substitucd- X =Y. Se znalostlL™ tedime opt jako sowin
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1 -1 -1\ % Ve
x=LTy={0 4 4| % |=|Y;
0 0 15/ %0 Pa6 .

= 7 =" ="
Reenim soustavu tedyi% /26’ % %3' % %6. ¢



