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Cvic€eni €. 12
Skalarni sotin. Norma vektoru. Ortogonalita. Gramm-Schniidortonormaliz&ni proces.

Skalarni sotin

Definice:
Skalarnim sokinem na vektorovém prostokiurozumime kazdou symetrickou bilinearni
formu jejiz gisluSna kvadraticka forma je pozitivdefinitni.

Priklad:
Rozhodute, zda-li zobrazeni definovangéeppisem
[u,v] = 2u,v; +4u,v, +2u,V,
tvori skalarni sotin na R®.
Reseni:
1. 0u,v, WO R® : [u+v, W] = 2(u, + V)W, +4(U, +V,)W, + 2(Ug + V)W, =
=2u,wW, +4u,W, +2u,W, + 2V, W, + 4v,Ww, + 2v,w, =[u,w] +[v, w].
2.0u,vORDa OR:[au,V] = 2(au,)V, + 4(au,)Vv, + 2(au,)V, =
=a(2uy, +4u,v, +2u,v,) = afu,v].
3.0u,vOR®:[v,u] = 2v,u, +4v,u, +2v,u, = 2u,V, +4U,V, + 2U,v, =[u,V].
Body 1., 2., 3. jsme dokazali, Ze zadané zobrgeesyimetricka bilinearni forma. Nyni zbyva
dokéazat, Ze jejiffislusna kvadraticka forma je pozitivdefinitni.
[u,u] =2u” +4uZ +2u2 >0, OuOR*uzo.
Z posledniho vyplyva, Zgu,u] je pozitivre definitni a tedy pedpis[u,V Je skalarnim
souwinem naR®. .

Norma vektoru.

Norma vektoru fedstavuje zobeéni pojmu velikosti vektoru znaméhoR? ¢ R® na
obecny vektorovy prostor.

Definice:
Zobrazenti, které kazdému vektora vektorového prostoid prifadi kladné realnéisio |v]

se nazyva norma vektowjestlize Cu,v1V a libovolny skalarr plati:

Lo fu+vsu]+[v]
2. |au| =|au|

3. luj=0<u=0
Priklad:

Rozhodte, zda-li zobrazenR® v — |V, =|v,| +|v,| +|v;| je normou naR®. Pokud ano,
vypostste | x|, kde x = [13~2]
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Reseni
Musime o¥fit vSechny 3 vlastnosti normy.
1 OuvOV cfut v, =[uy + V] +u, + V| +ug + Vel < Jug ] +[vi] + [ + [V, +|ug| +]vs| =
= ] + Jug] + Jug] + v # v + (v =, + (M,
2. DubV Oa OR:|au], =|au|+|au,| +|aus| =|afu,| +|aju,| +|a]u| =
= o (| +[u] + us]) =],
3. ul, =Ju|+|u,| +]us| =0 < |u,| =0D0u,| =00Jus| =0 = v, =00u, =00u, =0 - u=o.
M|, tedy tvai normu naR®.
Prox= 3-21je [X, =+ -4 =6+

Véta:
Neclt V je vektorovy prostor se skalarnim gmem (u,v). Pak|u| = /(u,u), Du DOV je norma
naV. Tuto normu nazyvame Eukleidovskou normou.

Priklad:
Je dan skalarni seim [u,Vv] = 2u,v, +4u,V, + 2u,v, na vektorovém prostor®®. Urcete
Eukleidovskou normu vektory = [13,— 2jzhledem k tomuto skalarnimu sinu.

Resdeni:

[ =0 =25 +4x; +2x =\2001° + 408 +20(-2)* =2+36+8=146. o

Orogonalita

Definice:

Je dan vektorovy prostdt se skalarnim s@inem(u,v). Mnozina vektoi {e,,....e,} se
nazyvé ortogonalni jestlizle ,e, )= 0, i, j =1...,n,i # j. Je-li navic(e &) =1 0i =1...,n,

pak se tato mnoZina nazyva ortonormailni.

Priklad:
Rozhod®te zda-li jsou vektory f, = [110], f, = [O11], f, = [LO1prtogonalni vzhledem ke

skalarnimu sotinu [u,v] = 2u,v, +4u,V, +2U,V;.
Reseni:
[f,f,]=20M0+400+2M00=4

[f,f;]=2110+410+2[0A=2 ;= vektory nejsou ortogonalni. ¢
[f,, f,]=200+40Q0+200=2

Gramm-Schmidtv ortonormalizéni proces

Gramm-Schmidiv ortonormalizé&ni proces vytvii z mnoziny linearé nezavislych vektdr
systém ortonormalni. Cely proces stegmime na fiklack.
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Priklad:
Pomoci Gramm-Schmidtova ortonormadimého procesu vytvte z vektot
f, = [110], f, = [04]], f, = [1L01] ortonormalni mnozinu vzhledem ke skalarnimusaw

[u,v] = 2u,v; +4u,v, +2u,V,.

Reseni
1. Ukeni prvniho vektorwe, je snadné nelicse fimo uki z vektoru f, = [110]:

o f [L10] _mo 1 g

[t VI, f.] Vem?+am?+2m? V6 V6

Lze snadno o#fit, ze pro vektore, plati [el,el] =1.

2. Druhy vektore, urcime z vektoruf, = [O11] tak aby byl ortogonalni na vektey.
Nejdiive tedy nalezneme vektay = f, —a,e, tak aby bylo spléno [g,e ] =0. Dostavame
tedy rovnici

0=[g,e] = [fz _alel’el] = [fZ’e.L]_al[el’el] = [fZ’e.L]_al'

Odtud dostavame, Ze

a,=[f, e]=200% +400~ +200= 2

6 e 76

Novy ortogonalni vektor k vektorel tedy dostévéme ze vztahu

6= = (o)~ o = o) -2 paol= [ 24, ¥ = Jr-2aa.

Nyni zbyva vytvait z vektorug vektor e, tak aby[ez,ez] =1. To lze provést stejnym
zpﬁsobem jako v kroku 1. Tzn.
g l[ 213] _1[-213] _
||9|| Vg.9] Jz P saftf+2m 3 JF 3J_

Vektor e, tedy sphuje podmlnkL{el,ez] =0i podmlnku[ez,ez] =1.

3. Treti vektore, musi spiovat podminku ortogonality vzhledem kéofa gedchozim
vektorim e, e,. Vytvoiime jej tedy z vektoruf, = [LOlhasledujicim zfisobem
g=f,-ae -a.6,.

Pritom musi byt splény podminky ortogonalityg,e,] =0 a[g,e,] =0. Dosazenim
dostavame rovnice

0=[g,e] = [fs —a,§ _0282’61] = [fS’el]_al[e.L’el]_az[GZ’el] = [fS’el]_al’
0=[g.e]= [f3 -a.g —0’262,62] = [fs’ez]_al[euez]_az[ez’ez] = [f3’ez]_a2
JejichfeSenim je

1
Js_fJ[ 213].

[-213] =

1 1 2
a =|f,,e|=20=+403=+200=—,
1=[fe] =200 fs fs
-2 2
a, =|f,e =2EI.G—+4[(D[—I—+2EI.E—I——
2 [3 2] \/_0 \/_0 \/3_0

Nyni miZzeme sestavit vektcgy kteryje ortogonalni le,e,.
1 1 1
0 0 213 01] -=[110] - —=[-213] ==[4,-24].
[ll]\/—\/—[ll]\/—\/—[ 13] = [101] 3[ll]15[ 13] 5[ ]
Zbyva tedy Wit e, tak, aby[ea,eg] =1.
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:[4,-24] _1[4-24] _ 4-24] =
| J[gg] " o eatCzf oy 5 J2 5 r
1
2-12
J_[ 1.2].
Zkouska:

3 4 4
el=20t02+antnlt soppd -- + =
L6 2] J6 V30 6 430 J30 4180 4180

[e,e]=20- 02 +aptgtiopps=-_2 4

M?fﬁ O 0 " V20 iz

[ ] = -1 3 2 -8-4+12
%% FHJNGNN«M'
[q,q]=2%%+4%%+2[@@=2+4=1
[e,.e]= -2 D1 D1 3 3 _8+4+18 _1
FHJNBHH 30
2 -1 _-1 2 2 8+4+8_1

610] = 2525 B+ 4B B 2B B =2

Vektory el:% [110], e,= %[—213], e3:%[2,—],2] jsou hledané ortonormalni

vektory. .



