Cviceni z linearni algebry 64 Vit Vondrak

Cvic€eni €. 13
Determinant a vlastnosti determin&n¥/ypocet determinantu. Adjungovand a inverzni
matice. Cramerovo pravidlo.

Determinant

Definice:
Nectt A je realn&tvercova maticgadun. Ctvercovou maticiM j » ktera vznikla z maticé

vynechanim-téhotradku gj-tého sloupce nazyvame minorem ma#cgislusnému k prvku

a, .

Piiklad:

1 2 3
4 6 2 3
Azb : 8} Mi=|7 8f Mas[2 g

Definice:
Determinantem realn#évercove maticeA =[a; ] fadun, nazyvame realnéslo, které znéme

detA nebo|A, a pro které plati
1. |[A=a,jelin=1,
2. |A=a,My|-a,M,|[+..+(-)""a, M, |pron> 1

Priklad:
Vypoctéte determinant matice

1 2 3
A=|4 5 6]
7 8 9

Reseni:

detA =

411 é g‘:ltig g‘—ztiﬁ a+3[.§ g:1[65[|9|—6[|B|)—2[ﬁ4[|;9|—6[|17|)+3tﬁ4[|q—5[|17|):

7 8
=1{50-68)-2{4®-67)+3[{4B-50T)=11-3) - 2[{-6) +3[(-3) =-3+12-9=0.
¢

Priklad:
Vypoctéte determinant matice

_|la b
A—[C d}.
Reeni:
detA:“’é1 g‘:atlbl|—btlb|=ad—bc ¢
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Poznamka
Determinant dolni trojuhelnikové matice je rovendou prvki na diagonale.

Nech'’ je dana dolni trojuhelnikovi matice

l, 0 - 0
I I - :
L=| 21 22 .
: : 0
Inl In2 Inn
Pak dle definice determinantu je
l, 0 - 0 l, 0 - 0
detL=|z l2 - 6:|11'§2 - o/ 70F-+(-D)™ D=
In1 In2 Inn In2 |n3 Inn
l, 0 - 0
=I11|22|‘§3 |?4 O _0+---+(_1)n_2mz---zllllzz"'|lnn|=|11|22"'|nn-
Ir;3 In4 Inn
Poznamka

Algebraickym dopikem prvku {;j) ctvercové maticé nazyvameislo A, = (-1)'"

M, |, kde
M, je minor maticeA prislusny prvku,j. Pak se da druhy bod definice determinartepgat
do tvaru[A = a,, A, +a,A, +..t 8, A,

Vlastnosti determinantu

Véta:
Nech’ A, B jsouctvercové matice stejnélfadu.
1. Jestlize matic® vznikla z maticéA vzajemnou vyrénou dvouradki pak

detA=-detB
2. Jestlize matice B vznikla z matigevynasobenim jednoh@dkucislema pak
adetA=detB
3. Jestlize matic® vznikla z maticeA pri¢tenim nasobku jednohiddku k druhému pak
detA=detB
Dusledek

1. Jestlize m&tvercova maticé jedeniadek nulovy pak dea=0
2. Jestlize m&tvercova maticé\ linearre zavisléradky pak defA=0
3. Jestlize jetvercova maticeé singularni pak deA=0

Véta (Rozvoj determinantu podtadku):
Necht A je stvercova maticgéadun. Pak|A = a, A, +a,A, +...+a, A, pro libovolné

i=1,..n.

Poznamka
Determinant horni trojuhelnikové matice je rovencauu prvka na diagonale.
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Nech’ je dana horni trojuhelnikova matice

U, Up u_1n
_| 0 u, :
U= : :
. . un_lyn
0 0 ven u o
Pak dle rozvoje determinantu podle posledréuku je
U, Uy, - U, u, U; ulp—l
0 u, : 0O u :
detU =| . % =0+..40+u, | P - =
: : . un—],n . . . un—2,n—1
O O unn 0 0 un—],n—l
U, U, u:].n
_ Uy, _ _
=0+..+0+ unnun—l,n—l . . Uz s T |ull| o 'un—Ln—lunn = UpUpy - -Up,.
* * n-3,n—
O O un—2,n—2

Véta:
Necht A je libovolnactvercova matice. PakletA = detA' .

Disledek
VSechny vSechny vySe uvedené vlastnosti determinalati i pro sloupce.

Vypodet determinantu

Z vySe uvedenych vlastnosti tedy vyplyva, Ze je mégiomoci elementéarni¢ddkovych
Uprav podobé jako v gipad Gaussovy eliminace upravit libovolnou matici narfio
trojuhelnikovou. Etom musime ovSem mit na patimasledujici pravidla:

1. Vynasobime-li libovolnyadek matice nenulovyiislem, vynasobi se timtdslem i
determinant této matice a proto musime determitadad upravené matice vitit
timto ¢islem.

2. Vyménime-li dva libovoln&adky matice, z@ni se znaménko determinantu matice

3. Pri¢teme-li nasobek jednohiédku matice k jinému, determinant se gam

Navic vSechny tyto Upravyieme pouzit pokud je to vyhodné i pro Upravu sléupc

Pokud takto upravime matici na hortiigadre i dolni trojuhelnikovy tvar, je vysledny
detrminant roven s@inu prvki na diagonale.

Priklad:
Vypoctéte determinant matice

1 2 3
A=l4 5 6|
7 8 9

Resdeni:
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1 2

detA=|4 5 6- 4 = -
7 8 9-77, |0 -6 -1
12

=-1800 1 2=-1800G O.
00

¢

Adjungovana a inverzni matice

kde A je algebraicky dopkk prvku a; ve ctvercové maticA nazyvame adjungovanou matici

Definice:
Matice
Ail A21 ’AM
A= A:lz A, A:ﬁz ,
A, A, An
k matici A.
Piiklad:
Nalezreéte adjungovanou matici k matici
1 2 2
A=|-1 0 2
1 1 1
Reseni:

A=) F=10-2)=-2,
A= (U =11 0= -1
A= (0 Fo1-9=-1
A= (70 3=104-0)= 4
A, = (-1 [‘1 B a: 170+ 2)= 2.

67

1 2 eé %1 2
0-3 KL ¥ £ 3EO 1 E =
E} 0-1- P,

A= €970 = ek 2

A= £ =-D@ 2 o
A= €370

A= (7Y §=-1r 2)=-a,

- OF 2F 1,

Vit Vondrak

- Al A Ay -2 0 4
A=A, A, A|=| 3 -1 -4 ¢
As A Ag -1 1 2
Véta:
Nech’ A je ¢tvercova maticeéadun a necli detA# Q. Pak je matic@ regularni a plati
-1 1 ~
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Piiklad:
Nalezréte inverzni matici k matici
1 2 2
A=|-1 0 2
1 1 1
ReSeni
1 2 1 2 1 1 2 1 1 2 |2 1
detA=-1 0 2+7,=|0 2 == 0 2 == 0 2 |4=-0OA2=2
1 1 1-% [0 -1-122%0-2-2r, 40 0122
1 . 1—2 0O 4 -1 0 2
At=———A="| 3 -1 -4|=|¥% % -2
etA 11 2) % % 1
¢
Poznamka

Je teba si povSimnout, Ze sestaveni adjungované mjatiggpaietné velmi nar@ny proces a
nagiklad pro maticiadu 4 je zapeebi vyp@itat 16 determinadtiadu 3. Z tohoto@vodu je
mnohem vyhodgsi pro vyp@et determinarit matice pouzivat Gauss-Jordanovu elimima
metodu. Pouziti adjungované matice pro \dgionverzni matice ma tedy snad vyznam pouze
pro vypaet inverzni matice k matici, jejiz prvky jsou zaglgrarametricky a to jen pro velmi
malérady.

Cramerovo pravidlo

Definice:
Necht je dana soustavalinearnich rovnic e neznamychAx = b. Je-li maticeA regularni
pak soustava ma jedifiéSeni a pro jeho slozky plati

_detq’
X detA
kde maticeA’ vznikla z maticeA zameénoui-tého sloupce za vektor pravych sttan

Priklad:
Pomoci Cramerova pravidlaiggte soustavu
X t2x + 25 = 1
X + 2% = -1
x t x + x =0
ReSeni
1 2 2 1
A={-1 0 2], b=|-1
1 11 0
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1 2
detA=|-1 0 2= 2£ 0 aproto je matice soustavy regularni.
1 1
1 2 1 2 Rofj\lle
podle
b . sloupce
NILCLE% G o S P _i]ﬁ j_gaz_l(z 45— 1,
X 1 1 1 1 1 1 2
=3 1 dii=Y0 o0 4di=-to -1 -1=-Ltore e 2
detA 2 1 0 _rvl 20 -1 - "2 20 0 4 2
Rozvoj
o 4|1 2 1 1 2 12 0 o
stdetAszl—l 0 - =_1._1 O__H;l:_l-o 2 = __]'Dﬁ ﬂ:—_lmﬂ:l(z' 0F-
detA 2, 4 o 20 1 0 1 2 ?
Regenim soustavy je tedy = —1,x, = 2,x, = — 1 coz se da snadno &it dosazenim do zadané
soustavy.
¢
Poznamka

Z piikladu je patrné, ZgeSeni soustavy linearnich rovnic pomoci Crameroseigia je
vypocetrg mnohem vice natmé neAeSeni pomoci Gaussovy eliminace. Ngokud
pocitame determinant matice, musime ji upravit naitiejnikovy tvar. A jiz toto odpovida
svou naronosti upra¥ na schodovy tvar v Gaussosliminaci. Tuto Upravu pakipuZiti
Cramerova pravidla musime je&tpakovat pro vSechny sloZkgSeni!!!!



