Cviceni z linearni algebry 70 Vit Vondrak

Cviceni €. 14
Vlastnicisla a vlastni vektory. Charakteristicky mnolem a charakteristicka rovnice.
Lokalizace spektra. Spektralni rozklad.

Vlastnicisla a vlastni vektory matice

Definice:
Necht’ je dana‘tvercova komplexni matic& radun. Nech’ pro skalad 0 C a nenulovy
vektor v C?plati

Av=Av
Pak A se nazyva vlastrislo maticeA av vlastni vektor maticé prislusny vlastnimislu
A . Mnozina vSech vlastnialisel maticeA se nazyva spektrum matiéea zn&i se g(A).

Priklad:
Rozhodste, zda-li vektory
1 1
u={1j v=|0
0 1
jsou vlastnimi vektory matice
0O 2 -1
A=|1 1 2
1 -1 3
Reseni:
[0 2 -1]1] [2
Au=|1 1 2 |1|=|2|=21|=Au
11 -1 30| |0
0 2 -1f1] [-1
Av=|1 1 2 |0|=| 3 |#Aw
1 -1 3|1] |4

Z prvniho gipadu vyplyva, Ze je viastni vektor fislusny k vlastnimgislu A = 2.
Z druhého pipadu je #ejmé Ze takovéislo, které by vyhovovalo definici nelze naléztdit
v neni vlastnim vektorem. ¢

Charakteristicky mnohiden a charakteristicka rovnice.

Poznamka:

PodminkaAv = Av je ekvivalentni podml’ncéA— Al )v = 0. Posledni podminka'pdstavuje
soustavu n linearnich rovnic s n neznamyniiislo A predstavuje parametr této soustavy.
JelikoZ pravé strany jsou nulové jepné, Ze soustava ma nenuldeseni pouze tehdy, kdyz
bude mit nekonaé mnohoreSeni tj. kdyZ matice soustavy bude singularniz€aajistit
podml'nkoudet(A—/lI ) =0. Z této podminky pak fizeme vypéitat vlastnicisla a dosazenim
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takto ziskanych vlastnialisel do soustav{(A—/lI )v =0 pak ziskame jim odpovidajici

vlastni vektory.

Definice:

Nech’ A je ¢tvercova komplexni matiagédu n. Mnohdlen n-téharadu

#(A) = def{ A- A1) se nazyvéa charakteristicky mnahen matice A a rovnicelef{ A— A1) =0

se nazyva charakteristicka rovnice.

Poznamka

Ze zakladni vty algebry, kter&ika, Ze algebraicka rovnice stipmma alespd jednotreSeni
vyplyva, Ze spektrum komplexni matidgadun bude neprazdné. Navic plati, Ze takova
matice bude mit pr&n komplexnich vlastnichisel, gicemz se do tohoto ptu zap@itava i
nasobnost ki@ni.

Piiklad:
Nalezrete vlastnicisla a vlastni vektory matice
110
A=|1 1 0|
0 01
Reseni

1. Sestavime charakteristickou rovnici ae§ime ji.
1-4 1 0|n 0 0 1-4
1 1-
de{A-A)=| 1 1-12 0|l=-1 1-1 O =-o—o+(1—/1)1 e
0 0 1-Ar, (-4 1 0
= —A- N - 1)?)=—1-)(A-1+ 24 - 1) = ~A- )24 - 1) ==A(1-A)(2- ) = 0.
Z posledniho vyrazu je ihned ¥il ze kdeny jsoud, = 0,4, =1, A, = 2. Toto jsou tedy

vlastni¢isla matice A.
2. Kjednotlivym vlastnintistim naleznemeifslusSné vlastni vektory.

a. ProJ, =0 resime soustav(iA— 1,1 ' = 0. Sestavime tedy matici soustavy

1 1 0|0] 1 1 oo] vi=-t ~-t
1 1 00|-r,~|0 0 oo|= vi=t =v'=|t [tORt#O.
0010/ |00 1o v=0 0

b. ProA, =1 resime soustav(iA—A,1 v’ = 0. Sestavime tedy matici soustavy
0 1 0[0] 1 0 o] v=o0 0]
10 00fr, or,~|0 1 00|=>v2=0=Vv?=|0|tORt%0,
0 0 0] 0 0 0o V=t t]

c. ProJ, =2 resime soustav(iA— 4,1 v° = 0. Sestavime tedy matici soustavy
-1 1 oo -1 1 ofo] V=t 't
1 -1 0/oj+r,~| 0 0 0/0|=>vi=t=Vv2=|t|tORt=0.
|0 0 -10 0O 0 -10 Vi =0 0

PoloZime-li nap t =1 pak dvojice
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-1 0 1
A=0V=| 1], A,=1v=| 0, A= 2=
0 1 0
jsou vlastnimgisly s gislusnymi vlastnimi vektory matio& .

Poznamka
Jak je pedchoziho fikladu patrno, tak vlastni vektory nejsodemy jednoznéné neba’
jejich libovolny nenulovy nasobek je taktéz vlasiniektorem. To plati zcela obecneba’
pro libovolnét # 0 plati

(A-Alv=0 = t(A-Alv=0 = (A-A)v=0~ (A-Al)w=0.
Z posledni rovnice tedy plyne, Ze=tv je taktéz vlastnim vektorentiplusSnym kA .

Lokalizace spektra

Véta: (GerSgorinova)

Necht A =[a;]je komplexnictvercova maticeadun. Nech

e, vk e [ +18 ., +t e, |, S ={z0C | z-a kr}i=1..n
Pako(A)OS 0O..0S,.

Priklad:
Pomoci GerSgorinovy&ty lokalizujte spektrum matice
1+i -1 0
A=| -1 4 i|
0O -1 2
Reseni:

n=-1+|0F1 S ={zOC:z-@+i)k13,
r,=-1+li=2 S, ={z0C:|z- 42},
r,=|0+|-1=1 S, ={z0C:|z-2k1}.
Nalezené mnoziny vykreslime do komplexni roviny:

Im 4

2i_81 S

0| 1 A 5 Je g
i

Spektrum se pak nachazi ve sjednoceni v§éghuhio(A) 0 S 0SS, 0 S;. +
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Véta:
Nech’ A je reédlna symetricka matice. PaA) 0 R.

Piiklad:
Lokalizujte spektrum matice
110
A=|1 1 0|
0 01
Reseni:

JelikoZ matice je realna a symetricka, kr8w Gersgorinovy &ty se redukuji na intervaly na
realné ose nelfanatice ma realné spektrumukkeme tedy psat

r, =|1]+ |0 1 S ={xOR:x-1k1}=(02),

r, =[1]+ 0= 1, S, ={xOR:|x-1 1 =(02),

r, =|0|+ |0|= 0, S, ={xOR:x-1< 0} ={1}.

Odtud dostavame, z&(A) 0 S 0S,0S, =(02). ¢

Spektralni rozklad

Definice:
Matice Q se nazyva ortogonalni jestlif@Q" =1.

Véta:
Nech A je redlna symetricka matice. Pak vlastni vektmatpovidajiciiznym vlastnim
¢istim jsou ortogonalni.

Véta: (O spektralnim rozkladu)
Nech’ A je redlna symetricka matice. Pak existuje ort@dioi maticeQ a diagonalni matice
D tak, Ze

A=Q'DQ.
Naviciadky maticeQ tvori ortonormalni vliastni vektory matiédea diagonalni prvky jsou
jim odpovidajici vlastnéisla.

Piiklad:
Nalezréte spektralni rozklad matice
110
A=|1 1 0|
001
Reseni:

Druhacést ¥ty o spektralnim rozkladu nam dava navod jak natéiciQ aD.
Nejdiive musime tedy nalézt vlasttisla a vlastni vektory matic® Tuto Glohu jsme vSak jiz
reSili v druhém gikladé tohoto cvéeni a vysledné vlastiisla a vektory byly nasledujici
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-1 0 1
A=0V=| 1|,  A=1¥=[0, A= 2/=
0 1 0

Z véty predchéazejici 8tu o spektralnim rozkladu vyplyva, Ze vlastni vektisou ortogonalni.
Skuten¢

(v,v¥) =(-1)0+10+01=0,

(V',v*) =(-)O+1a+0M=0,

(v*,v*) =01+00+10=0.

Avsak nejsou ortonormalni neboag. (v',v') =(-1) {-1)+10+00=2.
Proto musime vektory normalizovat:

1 _ V1 Vl _ [ l,:LO] _i i
“V “ \/(V V) \/( 1)[{-1)+10+0[ \/E[ 11.0],
2 V2 V2 _ [00,1]
HV |~ Joiv) Jom+om+in f[0011 [001],
v [120]

[110].

_W CJA v 1d+10+00D J_
Nyni mizeme sestavit @gbhledané matice spektralniho rozkladu Q' DQ:

000 g1 [¥; ¥, 0 o
D =diag{012} =|0 1 0|, Q=|qg*|=| 0 O 1:To 0 2|
00 2 | | ¥ ¥z O 211 1 0

Na za¥r mizeme jest provest zkousku, zda-li nalezené matice opravtituggpodminku

A=Q'DQ.

([t 0 oo [-11 0 -1 0 1Jo 0 ©
QTDQ:EI 0101oTo Oﬁ:%%l 0 1/0 0 J2|=
J2 0lo o 2/Y41 1 o0 0 V2 0f2 2 ©
2 2 0] [1 1 0]
=%220=110=A
002 [00 1

Nalezené matic® aD jsou tedy opravdu spektralnim rozkladem ma#ice .



