Cviceni z linearni algebry

Cvicéeni €. 7

29

Linearni zavislost a nezvislost. Linearni kombsmdgaze.

Line&rni zavislost a nezvislost

Definice:

Vit Vondrak

Konetna mnozina vektdr S ={v,,...,v, } z vektorového prostord se nazyva lineatn

nezavislé jestlize rovnice

ma jediné&eSenia, =...=a, = 0V op&ném gipadt se nazyva lineagnzavisla.

Piiklad:

Rozhod®ite o linearni zavislostii nezavislosti vektar

av,+..ta,v, =0

v, = [120],v, =[-1-2]1],v; = [11]]

a\v, ta,v, +av, =0

a, [120] + a,[-1-21] + &, [L11] = [000]

la,.2a,0] +[-a,,—2a,,a,]+[a,,a;,a;] = [000]

la,-a,+a;2a,-20,+a,,a, +a,] = [000]
Z posledni rovnice dostdvame soustavu 3 rovnimezhiamych:

a -a, +a, = 0
20, -2a, +ta, = 0
a, +a; = 0

Resime Gaussovou elimigrd metodou

1 -1 10 1 -1 1|0

2 -2 10]-2r,~|0 ©
0 1 10 0 1

Zadné jin&e3eni soustava nema tudiz vekteyy,,v, jsou linears nezavislé.

Priklad:

Rozhod®te o linearni zavislostii nezavislosti vektar
v, = [120],v, =[-1-21],v; = [111],v, = [1.2.2]

ayv, +a,v,+av;+a,v, =0
a, [120] + a,[-1-21] + a, [L11] + @, [12.2] = [000]

[al ,20'1,0] +[—0’2,—20'2,a'2] + [0’3,0’3,0’3] + [0’4 20, ,20'4] = [000]
la,-a,+a,+a,,20,-2a, +a,+20,,a, +a,+2a,] = [000]
Z posledni rovnice dostdvame soustavu 3 rovnimezhamych:

a -a, +a, +a,
2, —-2a, +a, +2a,
a, +a, +2a,

Resime Gaussovou elimird@ metodou

1,0

0
0
0

1 -1 10
~10r, o 1, ~|0 1

0 0

1(0
-10

a, =0
a,=0
a, =0
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1 -1 1 10 1 -1 1 10 1 -1 1 10
2 -2 1 20/-2,~|0 0 -1 00fr,-r,~/0 1 1 20
0 1 1 20 0 1 1 20 0 0 -1 00

Rovnice ma nekord@¢ mnohoireSeni a tudiz i nenulové. Nagvolime-li v
reSentr, =t,a, =0,a, = -2t,a, = -3 , t=1 dostavaméeSeni
a,=-3a,=-2a,=0a,=1

Vektory v,,V,,V,,V, jsou tedy linear&zavislé. .

Priklad:
Rozhod®ite o linearni zavislostii nezavislosti vektar

PL(X) = X* =X, P,(X) = X+1, py(X) = x> +2

a,p,+a,p, +a,p; =0

a, (x> =x)+a,(x+1) +a,(x* +2) =0, OxOR,

a x> —ax+a,x+a,+a,x’+2a,=0, [OxOR

(a, + @)X +(—a, +a,)x+ (+a, +2a,) =0, OxOR.

Porovnanim koeficieitu odpovidajicich mocnix dostavame z posledni rovnice soustavu 3
rovnic o 3 neznamych:

a, +ta, = 0
-a, +a, =0
a, +2a, = 0
Resime Gaussovou elimisrdi metodou
1 0 10 1 0 10 1 0 10 a, =0
-1 1 00|+r,~/0 1 10 ~/0 1 10 a,=0
0 1 20 01 20)-r, (O O %0 a,=0

Rovnice ma tedy pr&jedno nulov&esSeni a tudiz vektory,, p,, p; jsou linearg
nezavislée

Linearni kombinace

Definice:
Vektorv vektorového prostorV je linearni kombinaci vektarv,,...,v, OV jestlize existuji

skalarya,,...,a, tak, zev=ayv, +...+a,v,.

Priklad:
Rozhodute, zda-li vektorv = [21,-3] O R® je linearni kombinaci vektor

v, = [110],v, = [011],v, = [101].
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Vay, tay, +a,yv,

[21-3] = a, [110] + @, [011] + @, [101]
[21,-3] =[a,,0,0] +[0,a,,a,] +[a;.0,0;]
[21.-8] =[a, +a;.a, +ay,a, +ay]

Z posledni rovnice dostdvame soustavu 3 rovnimezZhiamych:

a, ta, = 2
a, +a, = 1

a, +a, = -3
1 0 12 10 12 10 1|2 a, =
11 1|-r,~/0 1 -1-1 ~/0 1 -1-1 a,=-2
0 1 1-3 01 1/-3)-r, (0 0 2|-2 a,=-1
v=3v, —2v, -V, av je tedy linearni kombinaci vekiow,,v,,v,. *
Piiklad:

Rozhodite zda-li mnohden p(x) = x*> + 2 je linearni kombinaci mnokieni

P (X) =X =%, P, (X) = x+1

p=a,p, +a,p,

X*+2=a,(xX* - X)+a,(x+1), OxOR,

X +2=a,x°* —a,x+a,x+a,, OxOR,

X*+2=a,x* +(-a, +a,)x+a,, DxOR

Porovnanim koeficieitu odpovidajicich mocnix dostavame z posledni rovnice soustavu 3
rovnic o 2 neznamych:

a, =1
-a, +ta, = 0
a, = 2

Resime Gaussovou elimisrdi metodou

1 1 1 01 1 01

-1 10|+r,~|0 11 ~(0 11

0 12 0 12)-r, (0 01

Rovnice neméeSeni a tudiz vektgrneni linearni kombinaci vekiorp,, p, . .
Baze

Definice:

Mnozina vektot S={v,,...,v, } z vektorového prostord se nazyva bazi vektorového

prostoruV, jestlize
1. Sjelinears nezavisla
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2. Libovolny vektor prostorly se da vyjatit jako linearni kombinace vektibr
mnozinyS.

Priklad:
Rozhodute, zda-li vektoryE ={e ,e,,e}, = [100],e, = [010],e, = [001] tvori bazi R®.

1. MnoZinaE musi byt linearé nezavisla
0,8 +0,8, +0,6 =0

a, [100] + a, [010] + a,[0,01] = [0,0,0]
[a,,00]+[0,a,,0] + [00,a,] = [000]
[ay,a,,a,] = [000]

Odtud je Zejme, Ze rovnice ma pouze jedfedeni a tar, =a, =a, = @ mnoziné je
tedy linearg nezavisla.

2. Libovolny vektorv =[v,,v,,v,] 0 R® musi byt moZné vyj&it jako linearni kombinaci
vektor z E.

.6 +0,6 +0,8, =V

a,[100] + @, [01,0] + a5 [001] =[v;,V,,V;]

[a;,00] +[0,a,,0] + [00,a;] =[Vv;,V,, V]

[0, 05,a5] =[V,,V,, V]

Posledni rovnice ma préyedenoreSenia, =v,,a, =V,,a, =V, a tedy vektor v je
linearni kombinaci vektérE.

JelikoZ jsou splény ok podminky 1. a 2. mnoziratvori bazi R®.

Priklad:
Rozhodute, zda-li vektoryB ={v,,v,,v; }v; = [110],v, = [011],v, = [L0]] tvoii bazi R®.

1. Linearni nezavislogs.
aN, +a,v,+av, =0
a, [11.0] + a, [011] + a, [101] = [000]
[a,,a,0]+[0,a,,a,]+[a;0,a;]=[000]
la,+a,,a, +a,,a,+a,] =[000]
Z posledni rovnice dostdvame soustavu:
a, +ta, = 0
a, +a, =0

a, +a, = 0
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1 0 10 10 1|0 10 1|0 a,=0
11 00/-r,~|0 1 -10] ~|0 1 -10 a,=
01 10 01 1/0)-r, (0 0 2|0 a,=0

2. Lib. vektor v=[v,,v,,v,] 0 R*je linearni kombinaci vektarz B.
aN, +a,Vv, +av, =V

a, [110] + a, [O11] + o, [L0] =[v;, V,, V,]

[a,a,01+[0,a,,a,] +[a;.0,a5] =[V,,V,, V]

[a, +as.0,+a,,a, +a;] =[Vy,V,,Vs]

Z posledni rovnice dostdvame soustavu:

a, +ta;, = Vv,
a, +a, =V,
a, +ta; = V;

0 1 V3 01 1 V3 00 2V3—V2+Vl 0’3=%(V3‘V2+V1)

10 1v 10 1| v 10 1] v a; =3 (Vs +V, +Vy)
11 0v,|-n~|0 1 -1v,-v, ~10 1 -1 v,-v, a, =5y +v, —V,)
1 -,

Soustava ma tedgSeni a tudiz libovolny vektor v se da vyjaghko kombinace vektdr
Z mnozinyB.

Z bodi 1. a 2. tedy vyplyva, Ze mnoZiBge bazeR®. +

Priklad:
Rozhodnte, zda-li vektoryE ={ p,, p,, Pz}, P,(X) =1, p,(X) = X, ps(X) = x> tvori bazi P,.

1. MnozinaE musi byt linearé nezavisla

alpl +a2p2 +03p3 =0

a,py(X) +a, P, (X) + a5 p;(X) = 0o(x), OxOR
a,0+a, Xx+a,x* =0, OxOR

Dva mnohdleny se sobrovnaji jestlize maji stejné koeficienty u stejnyoocninx.
Odtud je Zejme, ze rovnice ma pouze jediedeni a tar, =a, =a, = @ mnoziné je
tedy linearg nezavisla.

2. Libovolny mnohglen pOPR,, p(x) = ax® +bx +c, musi byt moZné vyjéi jako
linearni kombinaci mnoliteni z E.

a,p,+a,p, +a;p; =p

a,p.(X) +a, P, (X) +a;p;(X) = p(x), OxOR

a, O+a, X+a, X =ax’ +bx+c, OxOR

Posledni rovnice ma prayednoreSenia, =c,a, =b,a, = aa tedy mnohdenp je
linearni kombinaci vektarE.
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Jelikoz jsou splény ok podminky 1. a 2. mnoziratvori baziP,. ¢

Priklad:
Rozhodute, zda-li vektoryF ={p,, p,}, p,(X) = x* +1, p,(X) = X* + x tvoii bazi P,.

1. MnoZinaF musi byt linearé nezavisla.
a,p,+a,p,=0

a,p,(X) +a,p,(X) = o(X), OxOR
a,[(xX*+) +a,(x*+x) =0, OxOR
(a,+a,)xX*+a,x+a,=0, [OxOR

Dva mnohdaleny se sobrovnaji jestlize maji stejné koeficienty u stejnyoocninx.
Odtud soustavu 3 rovnic 0 2 neznamych:

a +a, = 0
a, =0
a, =0

Na prvni pohled jeizjmé, Ze tato soustava ma pouze jedideni atar, =a, =0 a
mnozZzinaF je tedy lineara nezavisla.

2. Libovolny mnohalen p O P,, p(x) = ax *> + bx + ¢, musi byt mozné vyjéi
jako linearni kombinaci mnokiena z F.

ap, +a,p, =p

a;p(X) +a,p,(x) = p(x), OxOR

a, (x*+) +a, (x*+x) =ax’ +bx+c, [OxOR

(a, +a,)X* +a,x+a, =ax’ +bx+c, OxOR

Porovnanim koeficieitmnohda@leni v posledni rovnici dostavame soustavu 3 rovnic o 2
neznamych:

a, +ta, = a
a, =Db
a, = cC
1 la 1 1| a 11 a
0 1b ~/0 1| b ~/01 b

1 0cj-r, (O -Yc-aj+r, |0 Oc-a+b

Posledni rovnice ma tvdr=-a+b +c a odtud dostavame, Ze sosutavares&ni

a, =a-—b,a, =b pouze zafedpokladu, Ze-a+b+c= 0Z tohoto vyplyva, ze ty
mnohaleny, pro Rz je —a+b+c # Onelze vyjadit jako linearni kombinace mnobiena
p,(X) = x* +1, p,(X) = x* + X a tudiz mnozina F neni bagj. ¢
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Piiklad:
Urcete bazi podprostoru = {p OP, p(x) =a,x* +ax+a,:a,-a, = O} vektoroveho
prostoruP;.

Koeficienty mnoheleni paticich do mnoziny) musi sphovat podminkua, —a, = ©@oz
predstavuje rovnici orfech neznamycla,, a,,a, jejizteSenim jea, =t,a =s,a, =t pro
libovolné parametry,sOR. Pak prolpdU existujit,sR takové, Ze

p(X) =tx* + sx+t =tx* +t + sx =t(x* +1) + sx, Ox O R a odtud

U ={t(x? +1) + s Ot sOR} = (x2 +1,x).

Je Zejmé, ze mnoheny x* + lax jsou linears nezavislé a libovolny mnokiten zU,

Ize vyjadit jako kombinaci &chto mnohéleni. Proto mnohdleny x* + lax tvoii bazi
podprostorlJ. ¢



