Cviceni z linearni algebry 36 Vit Vondrak

Cviceni €. 8
Souadnice vektoru a jejich vyuZziti. Hodnost maticeolbeniova ¥ta.

Souradnice vektoru

Definice:
Neclt je dana baz& ={e,,....e, ¥yektorového prostor\. a,,...,a,nazyvame saadnice
vektoru vV vzhledem k bazkt jestlize
av,+..+ta.\v, =V.
Aritmeticky vektor[Vv]. =[a,,...,a, ] nazyvame saadnicovy vektor vektoru.

Priklad:
Nalezrete sodtadnice vektorw = [21]1] vzhledem ke standardni bazi E a k bazi

F =(f, f, ), f, = [110], f, = [011], f, = [LO1].

.6, +0,6, +0;8, =V

a,[100] +a, [010] + a, [001] = [211]

[a,,a,,a;5] = [21]],

a, =2,a,=la,=1

Souadnicev vzhledem k bazt jsou[v]. = [21]] .
ﬂlfl +ﬂ2f2 +ﬂ3f3 =V

B, [110] + B, [011] + 3, [101] = [21]]

[ﬂl +ﬂ3’ﬂl +ﬂ2'ﬂ2 +ﬂ3] = [2’1'1]

Z posledni rovnice dostdvame soustavu 3 rovnimezhamych:

B +p, = 2
B +B5, =1

B +B =1
Resime Gaussovou elimitrd metodou
1 0 12 1 0 1|2 1 0 1|/2) g =1
11 Q1|-r,~|0 1 -1-1 ~l0 1 -1-1| B,=0
0 1 11 01 1/1)-r, (0 0 2/2) B =1

Souadnicev vzhledem k bazr jsou[v]. = [101]. ¢

Vyuziti sodadnic

Reseni tloh na linearni kombinace s vektory, ktejéau aritmetické a péatdo vektrorového
prostoruV s konénou bazi se dajirpvést na stejné ulohy s aritmetickymi vektory
nasledujicim zfisobem:
1. Zvolime baziE ={e,,...,e, }vektorového prostorV tak, aby bylo jednoduché nalézt
souadnice vzhledem k této bazi.

2. Nalezneme sdadnice vzhledem k této bazi vSech vektayskytujicich se v zadané
tloze.



Cviceni z linearni algebry 37 Vit Vondrak

3. Resime zadanou Glohu na linearni kombinace siadoicovymi vektory nalezenymi
v bockt 2.

Piiklad:
Rozhod®ite o linearni zavislostii nezavislosti vektar

P, (X) =x* =X, P, (X) = x+1 py(X) =x*+2z P;.

1. Zvolime baziE = (e, e,,&, ) &(X) =1,e,(X) = x,&,(X) = x> prostoruP,.
2. Ur¢ime sodadnice vektal p,, p,, ;-

[p]e =[0-11], p,(X) =0 (X)+(-De,(x) +1e5(X),

[P.]e = [110],  p.(x) =1e (X) +1e,(X) + Oe;(x),

[psle = [201], ps(X) = 2€,(X) +0e,(X) +1e5(X).
3. Resime Ulohu na teni zavislostti nezavislosti sotadnicovych vektar
[Pude:[P]e [ Psle

al[ pl]E + az[ p2]E + a3[ p3]E =0

,[0-11] + @, [110] + a,[2,01] = [000]

la, +2a,,—-a,+a,,a, +a,]=[000]

Z posledni rovnice dostdvame soustavu 3 rovnimezZhamych:

a, +2a, = 0
-a, +a, =0
a, ta, = 0

Resime Gaussovou elimird metodou

0 1 20)s (1 0 10 1 0 10 1 0 20) a,=0

-1 1 00/~/-1 1 00|+r,~|0 1 1/0 ~10 1 20 a, =0

1 0 10y, 0 1 20 01 20)-r, (O 0 10 a,=0
Rovnice ma pravjednoteSeni a tim jer, = 0,a, = 0,a, = 8 proto jsou saadnicové
vektory [ p,]1e.[P.]e.[ Ps]e linearre nezavislé 2ehoz dostavame i linearni nezavislost

mnohailend p,, p,, P;- ¢

Hodnost matice

Definice:

Radkovym prostorerR(A) matice A R™" rozumime linearni obahdki maticeA

t. R(A) = <r1A,...,rnﬁ‘>. Sloupcovym prostorei§A) matice ALIR™" rozumime linearni obal
sloupd maticeA tj. S(A) = <sf\s,f> Hodnosti maticd, zn&imeh(A), nazyvame dimenzi
fAdkovéhai sloupcového prostoru th(A) =dimR(A) =dimS(A .)

Piiklad:
Uréete hodnost matice A
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1 2 0 -1
A=|1 1 -2 2
-1 0 4 -5
Reseni:
1 2 0 -1 1 2 0 -1 1 2 0 -1
11 -2 2|-n~|0 -1 -2 3 ~0 -1 -2 3

-10 4 -5)+r, (O 2 4 -6)+2r, (O O 0 O
JelikoZ elementarrfdkové Upravy ve skuteosti fredstavu;ji linearni kombinadadki tak
z vySe uvedeného vyplyva, ze
R(A) =([120,~1],[11-22],[- 104,-5]) = ( [1.20,-1],[0,~1,-23])
Navic je Zejmé, Ze vektory[1,2,0,-1],[0,-1— 23]sou lineard nezavislé a tudiz t¢dbazi
R(A). Odtudh(A) =dim R(A)=2. .

Piiklad:
Urcete bazi a dimenzi podprostdd+V prostoruR®, kdeU ={[u,,u,,u,] :u,-u, —u, =0} a
v :{[Vl’VZ’V3] VY, =3V, = O} .

ReSeni:

VSechny vektory prostord musitesit linearni rovnicu,—u, —u, = 0Tzn. Ze pro jejich
slozky platiu,=t +s,u, =t,u, =s pro libovolné parametry,sC] R. Tedy

OulU :u=[ug,u,,u,] =[t+s,t,s] =t[110] + s[101], Ot,sOR.

Analogicky vSechny vektory prostokumusitesit linearni rovniciv,+v, —3v, = 0Tzn. ze
pro jejich slozky plativ,= —p+3q,v, = p,v, =g pro libovolné parametrp,qUR. Tedy
OvOViv=[v,,V,,v,] =[-p+3q, p,q] = p[-110] +q[301], Up,qUR.
PotomOw=u+vOU +V :w=1t[110] + s[101] + p[-110] +q[3071], (0t,s, p,q I Ra

U +V =( [110],[L01], [~ 110],[301]).

Nyni sta&i z vektofi [110],[101], [- 110], [301] vybrat line&r® nezavislé, nelibpraw tyto

vektory budou tviit baziU+V. To mizeme dinit tak, Ze vektory zapiSeme dadki matici tu
budeme upravovat na schodovy tvar:

1 10 1 1 0 1 1 0 1 1 0
1 0 1|-n |0 -1 1 o -1 1 o -11
-1 1 O|+r, |0 2 Of+2r,” |0 2 0 0 2|

3 01)-3 (0-31)-3 (0 0 -2)+ 0 0 0

Hodnost matice je tedy 3 a vySe uved&vérice vektor je linear zavisla. Z Gpravy matice
je taktéz patrné, Ze pokud vezmeme pouze pivnéktory, tak ty jiz budou tuat linearns
nezavislou mnozinu. Timto bychom splinili prvni pddku bdze. Druh& podminka baze
piimo vyplyvéa z toho, Ze vektor [301] Ize vyf#dako kombinaci vektar

[110],[1,01],[-110] (vyplyva z line&rni z&vislostitverice vektoti) a

U +V =([110], [101], [~ 110], [301]) = { [11.0], [101], [~ 110]) .

Libovolny vektorwOU +V Ize tedy vyjaiit jako kombinaci vektar [11,0],[101],[-110] a
timto mnoZina{ [11,0],[2.,01], [—l],O]} tvori baziu+V. Dimenze tohoto prostoru je pak rovna 3
tj. dim U+V=3 nebd@ baze obsahuje 3 vektory. ¢
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Frobeniova ¥ta

Véta:

Nech’ je dana soustava rovnic on neznamyctix=b. Pak ma tato soustaweseni jestlize
h([Alb])=h(A). Je-li navich(A)=n pak ma pra¥ jednoieSeni a je-lh(A)<n pak ma nekorimé
mnohoieSeni $1- h(A) parametry.

Priklad:
Rozhodwéte oreSitelnosti soustatx=b a Ay=c, kde
1 2 0 -1 1 1
A=|1 1 -2 2| b=|0| c=|-1
-1 0 4 -5 1 1
Reseni:
Budeme tedy nejilve zjiStovat hodnost matic{e!\| b]
1 2 0 -11 1 2 0 -11 1 2 0 -11
11 -2 2|0/-r,~|0 -1 -2 3|-1 ~/0 -1 -2 3|-1
-1 0 4 -51)+r, (O 2 4 -62/+2r, |0 O O O0|O

h([Alb])=h(A)=2 a soustavAx=b m& nekonén¢ mnohoiesSeni $1- h(A)=4-2=2 parametry.
Nyni se podivejme na matif:l\l c]

1 2 0 -11 1 2 0 -11 1 2 0 -11
1 1 -2 2[-1|-r~|0 -1 -2 3]|-2 ~l0 -1 -2 3|-1
-1 0 4 -51)+r, |0 2 4 -g2)+2r, |0 0O 0 0]-2

3= h([A| c]) # h(A) = 2 a soustavdy=c tedy nem&esSeni. ¢



