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Cviceni €. 9
Line&rni zobrazeni. Jadro a obor hodnot. Matiogdliniho zobrazeni.

Linearni zobrazeni

Definice:
ZobrazeniA:U - V, kdeU aV jsou vektorové prostory se nazyva lineérni, jéstli
1 Ou,vOU : A(u+v) = A(u) + A(v)

2. OaOROulIU : A(au) = aA(u)
MnoZinu vSech lineérnich zobrazéndoV zna&ime AOL(U,V).

Priklad:
Rozhodute, zda-li zobrazeniA: R® - R? definované fedpisem
A[X, %5, X5]) =X = X5, X, + %]
je linearni.
Reseni:
1. Ou,vOR®: A(u+V) = A(u) + A(V)
Zvolmeu =[u,,u,,u,],v=[v,,v,,v; ]. Pak
AU +V) = A([u; +Vy,U, +V,,Uy +V5]) =[(Uy +Vv;) = (U, +V,), (U, +V,) +(Ug +V,)] =
=[u; —u, +V; =V, U, HUg +V, HV] =[Up U, Uy U]V, -V, V] = A(U) + AY)
2. Do OROuOR®: A(au) = aA(u).
A(au) = A(lauy, au,,au,]) =[(au,) - (au,),(au,) + (auy)] =[a(u, —u,),a(u, +u,)] =
alu, —u,,u, +u,] = aA(u)
Z 1. a 2. tedy vyplyva, Ze zobrazéyje linearni.

Piiklad:
Rozhodgte, zda-li zobrazeniD : P, — P, definované pedpisem

D(p) =2ax+b, OpOP,: p(x) =ax® +bx+c
je linearni.
Reseni:
1. Op,qUPR; : D(p+0q) = D(p) + D(q).
Zvolme p(x) = ax® +bx+c,q=dx* +ex+ f . Pak
D(p+q) = D((a+d)x* +(b+ex+(c+ f))=2(a+d)x+(b+e) = 2ax+b+2dx+e=
=D(p) + D(q)
2. UaUROpUOPR; : D(ap) =aD(p).
D(ap) = D((aa)x? + (ab)x + (ac)) = 2(aa)x + (ab) = a(2ax+b) = aD(p)
Z 1. a 2. tedy vyplyva, Ze zobrazéhije linearni.

Priklad:
Rozhodnte, zda-li zobrazenB: P, - R* definované fedpisem
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B(p) =[a®*,b+c+1], OpOPR,: p(X) =ax’ +bx+c
je linearni.

Reseni

1. Op,q0R; : B(p+0a) =B(p) +B(q).

Zvolme p(x) = ax® +bx+c,q=dx* +ex+ f . Pak

D(p+q) =D((a+d)x* +(b+e)x+(c+ f))=[(a+d)?,(b+e) +(c+ f) +1] =
=[a®*+2ad+d* b+c+l+e+ f+1-1]=[a’,b+c+1]+[d* e+ f +1]+[2ad,~1] =
D(p) + D(q) +[2ad,-1] # D(p) + D(q)

ZobrazenB tedy neni linearni. .

Véta:
Je-li ADDL(U,V )pak pro libovolné skalarg,,...,a,a vektory,,...,v, OU plati
Alay, +...+a.v,) =a,Av,) +...+a,Alv,).

Disledek
Linearni zobrazeni je jednozmmg definovano obrazy vektdhaze.

Priklad:
Je dano linearni zobrazemk: R® - R? definované pedpisy
A([110]) = [12],
A([011]) = [11],
A([101]) =[-10].
Urcete obrazA([ 21,— 1])a takovéx O R® aby A(X) = [3,— 1].
Reseni:
A A[21-1]) =7
Jelikoz, jsou dany obrazy ba®, mizeme nalézt takové,,a,,a,, Zze
[21,-1] = a, [110] + a, [011] + as; [101]
[21-1] =[a; +a5,0, +a,,a0, +a,]
Odtud dostavame soustavu 3 rovnic 0 3 neznamych:

a, +ta, = 2
a, +a, = 1

a, +a, = -1
kterouireSime Gaussovou elimisrd metodou
1 0 12 1 0 1|2 10 1/2) a,=2
1101|-,~|0 1 -4-1| ~|0 1 -1-1| a,=-1
01 1-1 o1 1(-1)-r, (O O 2|0) a,=0

Podle pedchozi ¥ty pak mizeme pséat
A([21,-1]) = A(a, [110] + a, [011] + a4 [101]) = a, A([110]) + a,A([011]) +a,A([101]) =
=a,[12] + a,[11] + a,[-10] = 2[1.2] + (-1)[11] +O[-10] = [1.3].
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Vektor [2,1,-1] se tedy zobrazi na vektor [1,3],A([ 21-1]) = [L3].

B. xOR®x=7?, A(X)=[3-1]
Zkusime tedy zjistit, zda-li se d& vektor [3,-1]adfit jako kombinace obraz pro které
mame pedepsano zobrazeni.

Dostdvame tedy soustavu 2 rovnic 0 3 neznamych
a +a, —-a, = 3

2a, +a, = -1

SoustavueSime Gaussovou elemimd metodou:

11-13 11 -13
2 1 o|-1)-2r, |0 -1 2|-7

Volime a, =t,t UR a dostavame, =7+2t,a, = -4-t.
Vektor [3,-1] Ize tedy vyjatit jako linearni kombinaci obréz Kdyby tomu tak nebylo,
pak by vektor [3,-1] neptit do oboru hodnot a pak by neexistoval Zadny velktd R®,
takovy, Ze A(x) = [3— 1]
Kazdopadns mazeme psat
[3-1] = (-4 -1)[12] + (7 + 2t)[11] +{[-10], Ot OR
a tedy
A(X) = (-4 -1 A([120]) + (7 + 2t) A OL1]) +tA([101]) =
= A((-4-1)[120] + (7 + 2t)[ 024] +t[101]) = A(-43+1t,7+3]),0t OR.
Odtud tedy dostavame, 2&x) = [3— Ato x=[-43+t,7+3],0t0R.
Na vektor [3,-1] se tedy zobrazi cela mnoZzina vekto
{XOR®:x=[-43+t7+3],0tOR} = {xOR® : x=[-437] + [013]t, Tt O R}. ¢

Jadro a obor hodnot linearniho zobrazeni

Definice:

Jadrem linearniho zobrazeni je mnoZzihg A) ={u OU : Alu) = o}.
Oborem hodnot linearniho zobrazehil L(U,V je innoZina
H(A) ={vOV:u0OU, Alu) =}.

Véta:
Necht AOL(U,V). Pak jadro tvii podprostot a obor hodnot tvid podprostoi.

Priklad:

Je dano linearni zobrazemk: R® - R® definované fedpisy
A([110]) = [1.21],

A([011]) = [11.0],

A([101]) = [O11].
Nalezrete jadro a obor hodnot tohoto zobrazeni@ia jejich dimenze.

Redeni
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A. Hledamex O R%takové, zé\(x) = 0. Tato Uloha je analogick&ipadu B. v pedchozim
piiklack. Hleddme tedy takovou linearni kombinaci, aby
[000] = &, [1.21] + a, [110] + &, [011]
[000] =[a; +a,.2a;, +a, + a;,a, +a;]
Odtud dostavame soustavu 3 rovnic 0 3 neznamych:

a, +a, =0

20, +a, +a, = 0

a, ta, = 0

kteroureSime Gaussovou elimird@ metodou

110 1 1 0 1 1 0 a, = -t
21 1-2rr~/0 -1 1 ~10 -1 1 a, =t

101)-r, (O -11)-r, (O O O) a,=t,tOR
[000] =-t[1,21] +t[L10] +t[0L]], Ot OR.
Tuto rovnici mizeme pepsat do tvaru
A(x) = ~tA([110]) +tA( 0L1]) +tA(101]) = A(~t[1,10] +t[011] +t[101]) = A([00,21]).
Odtud dostavame, zA(x) = [00@ro x=[00,2t], OtOR..

JadremA je tedy mnozinaN(A) = {x 0 R® : x = [00,2t], Ot IR} = ([002]).
JelikoZz samotny vektor [00,2] je line&rnezavisly, tvéi taktéZz bazN(A) a dinN(A)=1.
B. Pokud chceme it obor hodnoH(A), musime utit takové y O R®, Ze existuje
xOR*aA(X)=y.
Vezmeme tedy libovolnéy =[y,,y,,y,] O R®. Ptame se, zda-li se da tento vektor vijtad
jako linearni kombinace obraxektoii baze, pro které maméquepsano zobrazeAi
[Vi: Y20 ¥s] = @, [121] + a, [110] + a, [O1]]
[Yi:Yar Vsl =lay +a, 20, +a, +a,,a, +a,]
Odtud dostavame soustavu 3 rovnic o 3 neznamy8pseametryy,,y,,y, OR:

a, +a, =y
20, +a, ta, = Y,
a, ta, = Y,
kterouieSime Gaussovou elimiird metodou
11 Y, 1 1 Y, 1 1 A
21 1y,|-2r,~|0 -1 1y,—-2y, ~10 -1 1 y,—-2y,

10 1y;)—n 0 -1 Y;=y, )-r, (0 O Y= Y.t Y,
Z posledni matice jefejme, Zze soustava niéSeni pouze je-ly, -y, +y, = OPro
takove vektory existujgeSeni a, =t,a, =2y, -y, +t,a, = -y, +y, —t,0t 0 R. Potom
plati, ze
[Y1:Y2s Ys] = @, [L21] + a, [110] + @, [01]]
AX) = a; A([110]) +a, A([OL1]) + a, A([101]) = A(a, [110] + a, [011] + a4 [LO1])
Odtud dostavame, Ze pro vektopy=[vy,,Y,,Y,] O R® takové, Zey, -y, +y, = Cexistuji
vzory
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x=a, [110] +a, [011] + a,[101] = (-y, + Yy, —)[110] + 2y, -y, +)[ 0] +t[101] =
==Yt Yo Yi2y, -y, + 2 Ot0OR.

Obor hodnot ma tedy tvar

H (A) :{[yl’ Yo, y3] OR®: Y=Yt = O} ={[y1' YooY t yz] OR®: Dyl' 2 0 R} =
={y, [L0-1] +y, [011] : Dy, , y, OR} = ([10,~1], [011]).

Z posledniho je patrné, Ze vektoh0,— 1], [0x¥pri baziH(A) a tudiz dimH(A) =2.¢

Matice linearniho zobrazeni

Definice:
Necht AOLWU,V) anecli E=(e,....e,)je bazel a F =(f,,...,f, )je bazeV. Matici
linearniho zobrazenA rozumime matici

[Aler = [AE)] - [ A ]

kde sotiadnicové vektory A(e )] uvazujeme jako sloupcove.

Véta:
Nectt ADL(U,V) anechi E =(e,...e,)je bazeU a F =(f,,...f,)je bazev. Pak plati
[A(u)]F =[A]E,F[U]E) Hudu.

Piiklad:
Pro lineérni zobrazenD : P, —» P, definované fedpisem

D(p) =2ax+b, OpOP,: p(x) =ax® +bx+c
sestavte matici vzhledem k bazig= (e, e,,e,),e(X) =Le,(X) = x,&,(X) =x* a
F=(f,f,), f,(x) =x+1 f,(x) = x—1. Nalezrgte sodadnice obrazu mnoktenu
p(X) = x* - 2x+3vzhledem k bazr.

ReSeni

Abychom mohli sestavit mati¢D]. . = [[D(q)]F,[D(ez)]F,[D(%)]F], musime nejtive ugit
obrazy vektol bazek, tj. D(e) = 0,D(e,) =1,D(g,) = 2x.

Dale musime uit souadnice &chto obra# vzhledem k bazF. Tzn. musiméesit 3 rovnice
a,f,+a,f, =D(e),

ﬂl f1 +182 f2 = D(ez)’

vifi+y, 1, =D(8&).

Tyto 3 rovnice maji stejné levé strany a liSi sez@ou pravych stranach. Proto rozepiSeme
pouze prvni rovnici a ostatni budou analogické.

a,(x+Dh+a,(x-1) =0,

(a,+ay)x+(a, +a,) =0.

Toto vede na soustavu

a +a, = 0

a -a, = 0
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Pro nezndmeés a y se pak zréni pravé strany a takimemeresit vSechny 3 tlohy najednou
pomoci Gauss-Jordanovy metody s&Bwmi pravymi stranami.

1 1/0 0 2 1 1|0 0 2 1140 0 2)-r
(1 —JlO 1 Oj—rl~{0 —z‘o 1 —2][@—%){0 i‘o -% 1} -
N(l jo % 1} 3{a1=0 B=% =1
0 0 -% 1 a,=0 132:_% v, =1
Odtud
0 % 1
[D(e)]e —M,[D(ez)]p —{_%}[D(eg)]p —H

Hledan&a matice ma tedy tvar

[D]E,F=(8 _% 1}
¥ 1

Pokud chceme it souadnice obrazu vektoru p vzhledem k bazi F, pakingd/ypaiteme

3
souradnice[ p] =| - 2|, neba@ p=3g —2e, +e,. Pak
1
0 % 1 3 0
[D(p)]F:[D]E,F[p]E:(O 9 J -2 :H

Lehce se da a¥it, ze D(p) =2x-2=0f +2f,. ¢

Priklad:
Je dano linearni zobrazebi: P, — P, z predchoziho fikladu. Ugete takovy vzorpO P,

aby D(p)=x+1

Reseni

K feSeni vyuzijeme matici zobrazddj kterou jsme sestavili vipdchozim giklade. Pro
matici linearniho zobrazeni totiz pla(p)]. =[Dl [ plc, kdeE je bazeP, aF je bazeP,.
Jelikoz sowadnice obrazlD(p) = x+ Yzhledem k bazr jsou[D(p)]: =[10] mizeme
souadnice[ p]z =[x, X,,X; Jhledaného mnolétenup vzhledem k bazt urcit ze soustavy

linearnich rovnid D] [ p]e =[D(p)]; - Redime tedy Gaussovou eliméma metodou.

0 % 1 0 ¥» 112 (0 1 22
(o -% jlojﬂl {o 0 21] ~(o 0 jlj
Jelikoz u neznamé neni vedouci prvek volime ji za parametr a tedy t,t I R. Déle
dostavame, =1,x, =1 . Sodadnice hledaného vzopvzhledem k bazt jsou tedy

[ple =[t13],Ot0R. Hledany vzor ma tedy tvar
p(x) =te (x) +1e,(X) +1e(X) =t +x+1ix* Ot OR. *




