Kapitola:

3 MATICE

V této kapitole se seznamite s pojmem matice, s nékterymi vlastnostmi matic a se za-

kladnimi operacemi, které 1ze s maticemi provadét. Uvedeme jen ty poznatky, které jsou ne-

zbytné, abyste mohli s pochopenim ¢ist dalsi ¢asti tohoto textu a abyste dokazali uspét s jejich

pouzivanim pii studiu dalSich aplikovanych matematickych ¢i ekonomickych disciplin.

To, co se zde dovite o maticovém poctu, je jen nepatrnou ¢asti jinak velmi rozsahlé dis-

cipliny s Sirokou aplikabilitou.

Modul:

3.1 Pojem matice

Cilem tohoto modulu je

- zvladnout pojem matice a zakladni maticovou terminologii,

- naucit se poznavat jednotlivé druhy matic.

Ucebni jednotka:

3.1.1 Matice a podmatice

Priklad 11.

O —_

I -1

1 3 2
A= [ { J je matice typu 2x3, B=|2 3 | jematice typu 3x2,

0 1

c=[t -1 2 1 4] jematice typu 1x5.

Uloha 9.

Napiste libovolné matice D, ,.E, ,F, .

Uloha 10.

V matici A urcete prvky a,,,a,,,a,;,a,;, hlavni a vedlejsi diagonélu a vektory r,,r;,s,,8,:
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2 2 -1 ,
a) A=/0 0 0] b) A=l
-2 10 1
4

Reseni:

a) a,, =2,a,, =0,a,; =-1l,a,; =1, hlavni diagonala: 2, 0, 1, vedlejsi diagonala: -1, 0, -2,
r, = (0,0,0), r, = (— 2,10,1),s1 = (2,0,—2), s, neexistuje;

b) a,, =L a,, =7,a,;,a,; neexistuji, hlavni i vedlejsi diagonala: 1

r, = (7),r3 = (— 3),s1 = (1,7,—3,4), §, neexistuje.

Priklad 12.

M¢jme matici

7 -2 3 4
A= -1 0 -1 1 0
2 5 0 1 -1
1 -3 -2 1 0
-1 0 0
Vynechanim 1. fadku a 3. a 4. sloupce vznikne podmatice C=| 2 5 -1 typu 3x3.
1 3 0
7 3 41
Délejenapt. D=|—-1 -1 1 0| podmatice, kterd vznikne z matice A vynechanim
1 -2 1 0

3.fadku a 2. sloupce.

Uloha 11.

V matici A z predchoziho ptikladu urcete tyto podmatice véetné jejich typi:
a) D, kterd vznikne vynechanim 2. a 3. fddku a 1. a 5. sloupce;

b) F, kterd vznikne vynechanim prvnich tfi fadkl a prvnich ¢tyt sloupct;

¢) G, kterd vznikne vynechanim 2. fadku a 4. sloupce.

Reseni:

-2 3 4
a) ]):[_3 s J typu 2x3; b) F:[O] typu Ix1;
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-2 3 1
¢c) G=|2 5 0 -1|typu3x4.
1 -3 -2 0

Priklad 13.

Matice

-1 25 -1
A= . B=
02 0 2

10

jsou-li si rovny, protoze je splnéna podminka rovnosti matic

Uloha 12.
Zjistéte, zda pro matice A,B plati A=B, je-li

11
1 2 1 3 1
3 4 2 4 1
11
[ 27T

1 8 1 23 3 =

C)A=_8 2}B:L/6_4 2}; d) A= G (_1)2

o Sinﬂ}B_{sin(a+2ﬂ) sin(- )]

| cosa  cos 8 B cos(a’+27T) cos(— )

e) A=

Reseni:

a) AZB; b) AZB; ¢c) A=B; d) A=B; ¢) A#B.

Uloha 13.
Urcete Cisla x,y,z tak, aby platilo A =B, je-li

[2x+5y 4 12x+9 4
a) A= , B= ;
9 2y +1 9 3

2x+3 4 6 8 10x+1 2y+3 6 8
b)A: , =

8 12 6 4 8 6z+2 3t 4

Reseni:
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2 1 1 5
a) x=——,y=1 by x=—,y=—,z=—,t=2.
) 57 ) X=y=E5,2=7

Ucebni jednotka: | 3.1.2 Druhy matic

Uloha 14.
Urcete, které z nasledujicich matic jsou jednotkové a které nulové:
- 1 00 ) .
a+ a tga.cotga
A= ,B=[0 1 0[,c=[0o 0 o], p=| TN & EENELY
11 0o (?) 2

kde i je imaginarni jednotka,

0 0 in? a + cos’
E:{ }F:{sm a+cos a 0 }

00 0 sin® B+cos” S
Resent: B,F jsou jednotkové, C,E jsou nulové.
Uloha 15.
Z nasledujicich matic vyberte diagonalni matice:
1 0 O 1 0 O 1 00 01 3
A=/0 -3 0[,B=|0 -3 0|,C={0 1 0|,D=|0 0 2].
0 0 2 0 0 O 0 0 1 0 00

Reseni: A, B, C jsou diagonalni.

Priklad 14.
Vratme se k maticim uvedenym v uloze 4. V piipadé a) plati A =B’ ,B=A", matice A,B
jsou tedy vzajemné transponované. V ptipad¢ b) plati o maticich A,B totéz. V ptipad¢ c) plati

A" = A,B" =Bazaroveil A =B, jde tedy o jedinou symetrickou matici.

Uloha 16.

Urcete transponované matice k maticim:

27



3 -1 0 1

34 -10
A= ,B=[1 -1 1|,Cc=[2 3 4 0 -1],D=|3]|,
2 0 -4 2
3 -6 9 5
13 -6 7
E=|-6 0 3
7 3 =5
Resent: Pro jednoduchost neuvadime.

Uloha 17.

Urcete x,y tak, aby matice A byla transponovana k matici B, je-li

1 2x+2y I -2
A= , B= .
3x-5y 2 13 2

Resent: x=1Ly=-2.

Priklad 15.

Podle této definice jsou trojuhelnikovymi maticemi napf.

1 2 3 1 00
1 00 2
A=|0 -1 1|,B= ,C=10 1 0
01 10
0 0 3 0 0 1
Matice
0 2 3 1 -3
D={0 0 1|, E=(0 0 3
0 00 0 0 -1
nejsou trojuhelnikové.
TEST S
A. Teoreticka cast
Rozhodnéte, zda jsou nasledujici tvrzeni pravdiva ¢i nepravdiva.
1. Kazda jednotkova matice je zaroven diagonalni matici. (ano —ne)
2. Transponovand matice k nulové matici je opét nulova. (ano — ne)
3. VsSechny nulové matice jsou si rovny. (ano — ne)
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4.
5.
6.
7.
8.
9.

10. Hlavni diagonala matice ,.kon¢i* vzdy prvkem v poslednim fadku

Vsechny jednotkové matice jsou si rovny.
Symetrick4 matice nemusi byt vzdy ¢tvercova.
Diagonalni matice mize byt i obdélnikova.
Nulové matice je vzdy ¢tvercova.

Rovné matice musi mit stejny typ.

Transponovana matice je vzdy rovna piivodni matici.

a v poslednim sloupci.

B. Prakticka Cast

1. Urcete druh a typ matice A, je-li
21 7 3 1
0 0
a)A=|0 1 -1 2 -1}; b) A= :
0 0

2. K matici A urcete matici transponovanou.
1 3 1
a) A=|2 4 |; b) A=|-1|.
1 -1 0
3. Rozhodnéte, zda plati A =B, je-li
[ sina  cosa I m_ _
) A= 1 sina] , B = cos(2 aj cos( a) )
L cos’a  cosa | 1+tg’a tga
o T -
sin— cos— 1 0
by A=| © 2, B=|> .
T .
tg— sin/T I -1
4 L
4. UrcCete x,y tak, aby pro matice

5. Urcete x tak, aby matice A byla symetricka, je-li

a)

00 -3 2 0

0 3

1 2 1 - 2
AZ{ }, BZ{ og(x y) 3}platiloA:B.

log(x +y+ 1)

1

1 3x+10  J——
A= | ; b)) A= 16 |-

X 5 2x 4
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(ano — ne)
(ano — ne)
(ano — ne)
(ano — ne)
(ano — ne)
(ano — ne)
(ano — ne)



Spravné odpovédi

A. 1l.ano 2.ano 3.ano 4.ne S5.ne 6.ne 7.ne 8.ano 9.ne 10.ne

B. 1. a) trojuhelnikova obdélnikova matice typu 3x4; 1. b) nulova matice Fadu 2;

1 2 1
2.a) A" = ; 2.b) AT =]l -1 0f;
ox = DRI
3.a) A=B; 3.b) A#B; 4, x=5; y=-5; 5.a) x, =5,x, =2;
5.b) x=-4.

Pokud jste nespravné zodpovédéli nékterou otdzku v Casti 4, vratte se v modulu
k pfisluSnému pojmu a pozorn¢ jej prostudujte znovu. Totéz plati v ptipad¢ nespravného vy-
feSeni piikladl v ¢asti B. V piikladech 3, 4, 5 navic potiebujete nékteré poznatky ze stfedo-
Skolské matematiky z oblasti goniometrie a nékterych typt rovnic. V piipad¢ potizi vas odka-
zujeme na skriptum OM, strany 92-104. Mizete se také pokusit vytesit dalsi doporucené ulo-

hy (viz nize).

Doporucené ulohy pro procvicovani:

Sbirka uloh S1, pt. 24, 25, 26, str. 17.

Modul: 3.2 Zakladni operace s maticemi

Cilem tohoto modulu je
- naucit se matice sc€itat, od¢itat a nasobit realnymi Cisly,
- sezndmit se s n€kterymi vlastnostmi téchto operaci,

- uveédomit si izkou souvislost mezi mnozinami matic a vektorovymi prostory.

Ucebni jednotka: | 3.2.1 PoCetni operace s maticemi
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Piiklad 16.

Pro transponovani matic plati

(A+B)" =A” +B’.

3 1 -3 0 -3 1
A= , B= .
2 5 7 2 0 -1

Ukazme to na maticich

Plati
3 4
3 -2 =2 r
A+B= ., (A+B)" =|-2 5],
4 5 6
-2 6
3 2 0 2 3 4
AT=]1 5], B'=|-3 0|, AT+B" =|-2 5]|.
-3 7 1 -1 -2 6
Uloha 18.
Stejné jako v predchozim ptiklad¢ ukazte, ze plati
(r.A)T =rA',
kde 7 je libovolné realné Cislo. Pouzijte matici A nebo B z pfedchoziho ptikladu 6.
Reseni:  Pro jednoduchost neuvadime.
Uloha 19.
Vypocététe matici A —AE , kde E je jednotkova matice, je-li
1 2 3 -
a) A=|1 -1 1| ,A=-1; Db) A= A=3.
2 4
0 1 0
Resent:
2 2 3
)y |10 1 b | !
a ; .
2 1
0 1 1
Uloha 20.
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, x 1 0 |4 2 O
Urcete x,y tak, aby matice =~ A =2. - byla nulova.
0 y 1 0 10 2

Resent: x=2,y=5.

Ucebni jednotka: | 3.2.2 Pravidla pro pocitani s maticemi

Uloha 21.

Ovéite platnost zakont 1.-8. v LA, str. 36-37. Zvolte
1 2 2 0 -3 2

A= , B= s C= , r=2,s=-3.
-1 3 10 -6 1 0

Reseni:  Neni pro jednoduchost uvedeno.

Ucebni jednotka: | 3.2.3 Vektorovy prostor matic

Uloha 22.

Zjistéte, zda matice A,B jsou linearné zavislé, je-1i

{3 2} {1 —1} {1 2} {2 4}
a) A= , B= ; b) A= , B= .
0 -1 2 0 3 4 6 8

Reseni: a) ne; b) ano.

Uloha 23.

Zjistéte, zda matice A,B,C,D mohou tvofit bazi ve Vi, je-li

seloop ool ok e o)

Reseni: ano.

TEST 6

A. Teoreticka cCast
V nasledujicich tvrzenich rozhodnéte o jejich pravdivosti ¢i nepravdivosti.

1. Secist muzeme libovolné dvé matice.
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2. Libovolnou matici miizeme vynasobit libovolnym realnym c¢islem. (ano-ne)
3. Sd¢itani matic je komutativni. (ano-ne)
4.  Sc¢itani matic neni asociativni. (ano-ne)
5. Dimenze vektorového prostoru V, , je rovna 6. (ano-ne)

B. Prakticka cast

1. Je déano
1 2 3 1 0 0 2 4 6
A= , B= , C= .
0 1 0 -1 -1 2 0 20
Urcete
a) maticit D=A+B;
b) matici E=3A-4B+C;
¢) matice, které jsou linearn¢ zavislé.
Spravné odpovédi
A. 1.ne 2. ano 3. ano 4. ne 5. ano
2 23 1 10 15
B. 1.a) D= ; 1.b) E= ; l.c) A,C.
-1 0 2 4 9 -8

V ptipad€ nespravné odpovédi na nektery z tikold v Casti 4 nebo B testu se vratte

k prislusné ucebni jednotce a znovu ji prostudujte.

Doporucené ulohy pro procvicovani:

S1, pt. 27-31, str. 18-19.

Modul: 3.3 Hodnost matice

Cilem tohoto modulu je

- porozumét pojmu hodnost matice,
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- naucit se uréovat hodnost libovolné matice.

Ucebni jednotka: 3.3.1 Definice hodnosti matice

Priklad 17.

V jednoduchych ptipadech 1ze hodnost matice urcit ihned.

0 0
a) Je-li A= {0 0} , pak ptimo podle poznamky 3.8 b) plati #(A) =0.

1 23
b) Je-li A= L 1 6}’ pak podle téZe poznamky a) je #(A) =1, protoze vektory r, a r,

jsou linearné zavislé (a tedy maximalni pocet linearné nezavislych fadkovych vektort je ro-
ven jedné).

1 -1 0 1 2
¢) Ztéhoz divodu pro matict A= 2 -2 0 2 4 |plati /(A)=1.

-1 1 0 -1 =2

1 2 3
d) Hodnost matice A ={0 -1 1| urc¢ime podle véty 3.3. Plati A(A) =3.
0 0 1

Ucebni jednotka: | 3.3.2 UrcCovani hodnosti matice

Piiklad 18.

Vypoctéte hodnost matice A =

1

N O N O
—_— O =

Postupujeme podle prikladu 3.7. Nuly v prvnim sloupci pod prvkem a,, dostaneme pomoci

postupnych uprav zapsanych jako r, —2r,, r, +r,,r, —r,. Potom je

1 2 -3 0 1
0 -1 10 2 -1

A~ .
0 4 -2 0 1
0 3 8 2 0
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Nyni vytvotfime nulové prvky ve 2. sloupci pod hlavni diagonalou. Provedeme postupné

upravy r, +4r,,r, +3r,. Pak je

1 2 -3 0 1
0 -1 10 2 -1
A~ :
0 0 38 8 -3
0 0 38 8 -3
Nyni provedeme Gpravu r, —r; a mame
1 2 -3 0 1
0 -1 10 2 -1
A~ .
0 0 38 8 -3
0O 0 0 0 O
Odtud je h(A) =3.
Uloha 24.
Urcete hodnosti nasledujicich matic
1 2 4 2 -1 5 7
1 2 3
3 4 -1 0 2 -6
A=-8 1 4|, B= , C=
-1 -2 3 2 7 1
2 0 -1
6 1 2 2 9 -5

Reseni:  h(A)=3,h(B)=2,h(C)=2.

Priklad 19.
Matice A z ptikladu 7a) je singularni. Matice A z ptikladu 7d) a z ulohy 16 jsou regularni.

Uloha 25.
Vysetiete reguldrnost, ptip. singularnost nasledujicich matic:
1 2 0 1
1 =11
1 2 -1 1 -2 0
= ,B=[-3 0 5|,C=
-3 -6 0 1 0 2
-2 -1 6
2 -1 1 0
Reseni:  A,B jsou singularni, C je regularni.
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Piiklad 20.

Je dana matice A s parametrem A [ R tvaru

Vysetiime, jak jeji hodnost zavisi na parametru A . Upravou na trojuhelnikovy tvar dostaneme

postupné
-1 2 3 -1 2 3 -1 2 3
A=l1 0 A|~|0 2 A+3|~|0 2 A+3|.
0 1 -1 0o 1 -1 0 0 A+5

Je-li A =-5, pak je h(A) = 2. V opaéném piipad¢ je h(A) = 3.

TEST7

A. Teoreticka Cast

Vyberte spravnou odpovéd’ ano-ne.

1. Neexistuji matice s nulovou hodnosti. (ano-ne)
2. Matice typu 3x4 ma hodnost nejvyse 3. (ano-ne)
3. Ekvivalentni matice jsou si vzdy rovny. (ano-ne)
4. Maximalni pocet linearné nezavislych fadkl matice je roven maximalnimu poctu jejich

linearné nezavislych sloupci. (ano-ne)
5. Kazdou matici lze upravit na trojuhelnikovy tvar. (ano-ne)
6. Existuje matice typu 3x5, kterd je regularni. (ano-ne)
7. Ma-li ctvercova matice dva fadky stejné, je singularni. (ano-ne)

B. Prakticka cast

1. Urcete hodnost matice A, je-li

1 2 3 4
1 -1 5
a) A = :b)A=|0 1 -1 2
2 -2 10
00 0 2

2. Vypoctéte hodnost matice A, je-li
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1 2 -1 4 1 2 3 4
3 -3 1 0 4 3 2 1
a) A= ;0 b)) A= .
4 -1 0 4 32 41
7 -4 0 4 2 1 4 3]
12 -7 15]
3. Vysettete regularnost, pfip. singularnost, matice A =10 3 10].
-1 7 1

4. Urcete, jak na parametrech x, y [1R zavisi hodnost, ptip. regularnost matice A, kde

1 -1 1
1 2
a) A= ; b) A=|-1 0
x x+5
y 1
Spravné odpovédi
A. 1.ne 2. ano 3.ne 4. ano 5. ano 6. ne 7. ano

B. 1a) h(A)=1; 1b) h(A)=3; 2.a) h(A)=2; 2b) h(A)=4; 3.A jeregulérni;

4.a) prox =5 je h(A) = I a matice A je singularni; pro x #5 je h(A) = 2 a matice A

je regularni;
3. : L o 3. .
4.b) pro y= B je h(A) = 2 a matice A je singularni pro y # 5 jeh(A)=3a Aje

regulérni.

Doporucené ulohy pro procvicovani:

Modul: 3.4 Nasobeni matic

Cilem tohoto modulu je
- zvladnout operaci nasobeni matic,

- seznamit se s vlastnostmi operace nasobeni matic.
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Ucebni jednotka: | 3.4.1 Soucin matic

Priklad 21.

“ox " . 2 3 =7 -3 5
Vypoctéme souciny AB a BA matic A = L o0 4 , B= Lol

Matice A je typu 2x3, matice B je typu 2x2. ProtoZe pocet sloupcli matice A neni roven poctu
fadkd matice B, neni soucin AB definovan.
Sou¢inem matic BA je matice typu 2x3, pfi¢emz plati

-3 5}{2 3 —7}{(—3)%5.1 (-3)3+5.0 (—3)(—7)+5.4}:[—41 —39 411]

BA =
{1 201 0 4 12421 13+20  1(-7)+24

Uloha 26.
Jsou dany matice A typu 2x3, matice B typu 4x2 a matice C typu 3x4. Rozhodnéte, které ze
Sesti moznych soucinti téchto matic jsou definovany a urcete typ vysledné matice.

Reseni:  Jsou definovany soudiny AC typu 2x4, BA typu 4x3 a CB typu 3x2.

Uloha 27.
Vypoctéte soucin matic AB, je-li
6 1 3 -2 2
A=|1 -2 4|, B=|3 -1
-2 0 7 4 0
3 11
Reseni:  AB=|8 4
32 -4

Ucebni jednotka: | 3.4.2 Vlastnosti operace nasobeni matic

Uloha 28.

) -1 2 4 =2 7 -1
Pro dané matice A = , B= , C=
3 0 1 3 3 2

spoctéte vyrazy A(BC), (AB)C, A(B+C), AB+BC a vysledky
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. 10 18
Reseni: A(BC)=(AB)C = .
66 —-24

-3 13
A(B+C)=AB+AC:{ }
33 -9

TEST 8

A. Teoreticka cast

Rozhodnéte, zda nasledujici tvrzeni jsou pravdiva ¢i nepravdiva:

1. Soucin AB matic A a B Ize spocitat pro libovolné matice A,B. (ano-ne)
2. Nasobeni matic je komutativni operace. (ano-ne)
3. Ke kazdé ¢tvercové matici A existuje matice X tak, ze plati AX = A. (ano-ne)
4. Pro matice A,B stejného typu a pro libovolné realné ¢islo » plati

r(A + B) =rA+rB. (ano-ne)
5. Pro ¢tvercové matice A,B,C fadu n vzdy plati

A(B+C)=AB+AC. (ano-ne)

B. Prakticka cast

38 1 2 1 -4
1. Vypoctéte soucin matic 1 0 -1].
3.2 4] 5 3 -3

2 1
2. Pro matici A = {0 2} vypodtéte A*.

3. Vypoctéte soucin matic (AB)C pro matice
4 1 1 -1 3 2 1 0]

A= , B= , C= :

13 2 2 1 2

4. Vypoctéte matici A(B+C), je-li

1 2 3 (3 -2 -7 (-4 0 3]
A=[2 4 6|, B=[2 -1 =8|, C=|-3 -1 4]|.
36 9 0 1 3 1 1 1
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5. Urcete hodnoty x,y tak, aby platila rovnost matic

)16 ﬂ—lz ﬂ:{—sl ﬂ

Spravné odpovédi

A. 1.ne 2.ne 3. ano 4. ano 5. ano

0 0 1 16 32
B. 1 2. A* =
0 15 -2 0 16

5.x=3,y=-1

3)3 2 1 0
-1 -1 2 10

Doporucené ulohy pro procvicovani:

S1, pt. 34,35,36 na str. 20-22.

CVICENI 2

Test TAA obsahuje ptiklady, jejichz feSeni zaSlete v dohodnutém terminu svému tuto-

rovi. Spravné a v€asné vyteseni testu je podminkou pro udéleni zapoctu.
1. NapisSte matici A = (aij) typu 3x3, pro jejiz prvky plati
a; =0 proi=j,

a; =—lproi<j,

a; =1 proi>j.

2. Rozhodnéte plati-li A = B, je-li

|+

A= sin’+cos’@  sin27m g ! 0
2sinacosa cos(—lT) ’ sin2a -1|

3. Urcete x,y tak, aby matice A byla transponovana k matici B, je-li
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1 x-Sy 1 4
A= , B= .
2x+3y 6 7 6

4. Urcete matici C =2A — 3B + 4E, je-li

11 21 7 -17 13 25
A=l6 -12 5|, B=-9 0 -12
7 -8 5 5 -6 9

a E je jednotkova matice fadu 3.

5. Urcete hodnost matice A, je-li

3 7 -8 25
-1 2 8 8 3
A= .
1 4 -4 0 2
0 6 4 8 5

6. Rozhodnéte, zda je matice A reguldrni nebo singularni, je-li

-1 -2 3
A=[3 -4 1].
7 8 8

7. Rozhodnéte, zda matice

1 1 1 0 1 0 1 O
A1: 5A2= ’A3: ’A4:
1 1 1 1 1 0 0 0

tvofi bazi v prostoru vSech ¢tvercovych matic fadu 2 (tj. v prostoru V, , ).

7 -1 6 3 2
8. Vypoctéte soucin matic AB, je-li A=|-2 3 8|, B=|-4 6
1 -4 4 -1 -2

9. Pro matice A, B, C vypoctéte souciny (AB)C a A(BC)

g ) o]

10. Urcete matici 7A — 3B + 2C pro matice A,B,C z pfedchoziho ptikladu.

DODATKY KE KAPITOLE 3
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