Kapitola: 4 DETERMINANTY

V nasledujici kapitole bude definovan determinant, budou uvedeny nékteré jeho vlast-
nosti a budou pfedvedeny metody vypoctu determinantii. Pii studiu vyuzijete fadu pojmii,
které jste se naucili v pfedchozi kapitole vénované maticim. Uvidite, Ze determinant lze inter-
pretovat jako realné Cislo pfifazované ctvercovym maticim, odkud vyplyva tésnad souvislost
mezi maticemi a determinanty. Determinanty lze rovnéz vyuzit jako prostfedek k feSeni sys-
tému linedrnich rovnic. S tim se seznamite v nasledujici kapitole, ktera je vénovana prave této

problematice.

Modul: 4.1 Pojem determinantu

Cilem tohoto modulu je
- zavést pomocny pojem permutace mnoziny,
- definovat determinant,

- ukdzat vypocet determinantu podle definice.

Ucebni jednotka: | 4.1.1 Definice determinantu

Priklad 21.
Necht’ mnozina M ={1,2,3}. Vsechny jeji permutace jsou
K, =(1,23). K, =(1,23). K, =(2,13). K, = (2.3.1). K, = (3,1.2). K, = (3,2.1).

Pocet prvkli mnoziny M je pocet vSech jejich permutaci je 3! =3.2.1 = 6.

Uloha 29.

Je ddna mnoZina 4 = {a,b,c, d}. Urcete

a) pocet vSech jejich permutaci;

b) pocet permutaci, které maji na prvnim misté pismeno a.

ReSeni:  a)24; b)6.

Uloha 30.
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Urcete pocet vSech sudych Ctytfcifernych Cisel sestavenych z cifer 1, 2, 3, 4.

Reseni: 12.

Uloha 31.
Urcete pocet inverzi v nésledujicich permutacich mnoZiny M ={1,2,3,4} a rozhodnéte, zda

jsou sudé nebo liché:

a) K =(1,2,3,4);
b) K =(1,3,24);
¢) K =(4123),
d) K =(432,1).

Reseni: a) 0,suda; b)1,licha; c¢)3,licha; d) 6, suda.

Ucebni jednotka: | 4.1.2 Vypocet determinanti Ffadun=2an=3

Uloha 32.

Vypoctéte determinanty:

-1 2
-2 4

1+4/3 3-4/5
3+4/5 1-43

a+b a+b

a+b a-b

; ; ; d) :

b)‘

) 1 -3
a

4 7
Resent: a)19; b)0; c)—4ab; d)-6.

Vypocet 1ze schematicky znazornit pomoci Sipek, jak vidite na nasledujici kresb¢.

QAT = |98
N d, ~Z

-
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~

5

l @ (5’\'{“0

Vypocet determinantu podle tohoto schématu se nazyva Sarrusovo pravidlo (piivodcem je

francouzsky matematik Pierre Fréderic Sarrus (1798-1858)).

Uloha 33.

Vypoctéte ndsledujici determinanty
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2 2 3 2 5 0 2 -3 5 30 O
a) 2 1 3; by -1 7 1§ c) 0 2 -6 d 2 -1 0y
1 4 5 4 1 -4 2 -6 10 1 -1 =2
0 x -x sinx 1 cosx
e) (1 0 -1 f) [siny 1 cosy|
0 -1 «x sinz 1 cosz
Reseni:

a) —7; b) =58, «¢) 0; d) 6; e)x-x2; f) sin(x —z) +sin(y — x) +sin(z — p).

Uloha 34.
Urcete vSechna x LI R, pro ktera plati
) 2 0: b) x-2 0 o 2x -3 >0, d) ¥t g <
a =0; =U; ¢ 2 ;
x> 4 3 x+2 x-1 1-x 16 4%~
1 x x? 1 0 0
e) [l 2 4(=0, 1) |2 3 0 [=0.
1 3 9 Inx 2lnx 3lnx
Reseni:

a)x, =0;x, =2; b)x =4x,=-1; c)xl< 1,% >; d)xD(—OO,%);

e)x, =2,x, =3; Hx=1.

Priklad 22.
Determinanty fadu n = 1 a jejich hodnoty jsou napf.
2=2, [-3]=-3, [0/=0, |x-y=x-y.
Ptestoze symbol determinantu je formalné stejny jako oznaceni absolutni hodnoty realného

¢isla, nesmime oba pojmy ztotoziovat.

TEST 9

A. Teoreticka Cast

1. Pocet vSech permutaci mnoziny M = {1,2,...,n} jeroven n!= n(n - 1)...3.2.1. (ano-ne)
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Determinanty jsou realna ¢isla ptifazovana ¢tvercovym maticim.

Podle definice determinantu (UL, str. 54) lze teoreticky spocitat determinant

libovolného fadu.

V determinantu fadu n=4 mtZze byt ¢len a,,a,,a,a,,.

V determinantu fadu n=4 miize byt a,a,,a,,a,; -

V determinantu fadu n=4 ma ¢len a,,a,,a,,a,, znaménko +.

Neexistuji determinanty fadu n=1.

Sarrusovo pravidlo plati pro vypocet determinantu fadu n=3.

B. Prakticka cast

1.

Urcete pocet inverzi v uvedenych permutacich mnoziny M = {1,2,3,4,5} .

a)2,4,1,3,5; b)5,63,4,1,2.

Zjistéte, ktera z uvedenych permutaci je suda a ktera je licha.

V lavici sedi 6 zaki. Urcete,

a) kolika zptsoby je miizeme v lavici rozsadit;

b) kolika zplisoby je miizeme v lavici rozsadit, chtéji-li 2 sedét vedle sebe.

Vypoctéte determinanty fadu n=2:

1 2
-3 5

V3+1 61
Je+1 3-1

cosx —sinx
cC

s .

sinx cosx

a)‘

Vypoctéte determinanty fadu n=3:

2 1 9 4 1 3 1 x X’
a) |1 -2 =3; b)l-2 -2 0; ol -x -x7|.
3 5 4 2 0 2 1y

Reste rovnice:

) Tx—=6 6x-17 0: b x=5 3 log(1 + x)
a =V =V;
x-1 1-x Vx+5 log(1 — x)

Spravné odpovédi

A.

1. ano, 2. ano, 3. ano, 4. ano, 5. ne, 6. ano, 7. ne, 8. ano.
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B. 1la) 3; 1b) 12; 2.a) 5!=120; 2.b) 2.4!=48; 3.a) 11; 3.b) 1; 3.c) -3;

4_a) 100; 4b) 0; 4.C) 2xy(x _ y)’ Sa) xl,2 = 1 ; Sb) X = 20, SC) X = %;

5.d) x,, =§(2¢\/7).

Doporucené ulohy pro procvicovani:

Sbirka tloh S1, pt. 14 - 17, 19.
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Modul: 4.2 Vlastnosti determinantu

Cilem modulu je
- naucit se pocitat determinanty rozvojem podle prvk vhodného fadku (sloupce),
- uvést nékteré vlastnosti determinanti zjednodusSujicich jejich vypocet,

- ukazat prakticky zpisob urcovani regularnosti, ptip. singularnosti matic.

Ucebni jednotka: | 4.2.1 Vypoclet determinantu rozvojem

Tato metoda vypoctu determinantu se pouziva zejména pro determinanty fadii vétSich nez tfi,

1ze ji v8ak pouzit i pro vypocet determinantti fadu n < 3.

Piiklad 23.
3 23
M¢jme determinant |2 5 1.
-3 1 -1

Dopln¢k prvku a,, =3 ziskdme vynechanim 1. fadku a 1. sloupce daného determinantu. Je

tedy

Dale je napt.

Algebraicky doplnék uréitého prvku vznikne z dopliiku tohoto prvku tak, ze jej opatiime
znaménkem + nebo — podle toho, je-li soucet fadkového a sloupcového indexu prvku sudy
nebo lichy. Napf.

Al*l = (_ 1)HI-AH = -0, A1*3 = (_ 1)HS-AB =17,

A; = (_ 1)2+2 Ay, =6, A; = (_ 1)2+3 Ay =-9.
Doplnék prvku a jeho algebraicky doplné€k se tedy 1i$i pouze znaménkem.
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Uloha 35.

2 -1
. 0 v * * *
V determinantu _1 urcete 4, 4;,, 4,3, 453,455, 4s5.

1
2
3
1 0 1

0
0
1
1

Reseni: Pro nazornost neuvadime.

Uloha 36.

Rozvojem podle 1. fadku vypoctéte determinanty
1 3 2 1 -1 0

a) 2 5 6; b2 0 3.
1 3 2 1 1 0

Reseni: a) 0; b) —6.

Uloha 37.
Vypoctéte determinant z Glohy 15 rozvojem nejprve podle 2. fadku a potom podle 1. a 3.
sloupce.
Uloha 38.
Vypoctéte determinanty rozvojem podle uvedenych tad:
31 21 4 5 6 3
a) b2 b2 (1. sloupec, 2. sloupec); b)'2 A (1.tadek, 3. fadek).
2 1 1 3 3 320
1 1 3 2 2 5 31

Reseni:  a)—24; b) —98.
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Priklad 24.

Nasledujici determinant jsme rozvinuli nejprve podle 5. fadku, vznikly determinant 4. fadu

podle 4. sloupce a posledni determinant 3. fadu podle 1. sloupce. Postupné jsme ziskali

a 10 7 0 =5
a 10 7 0
0O b 0 0 -4 a 10 7
0 » 0 0 0
0 15 ¢ 0 -3|=e =ed|0 b O =eda = abcde.
0 15 ¢ O c
3 7 8 d -12 0 15 ¢
3 7 8 d
0 0 0 0 e
Uloha 39.
Rozvojem podle fady obsahujici pismena vypoctéte determinanty
I -1 0 a 1 0 -1 1 2 -3 4 1
-1 0 1 b 0 -1 1 1 a b ¢ d
a) ; b) ; ©)
I -1 0 ¢ a b ¢ d 1 -2 5 2
1 -1 1 d -1 1 0 4 3 -1 3
Reseni: a) —at+c; b) —3a-b-2c+d; c) 16a+33b+28c-45d.
Ucebni jednotka: | 4.2.2 Vlastnosti determinanti
Priklad 25.
Uvazme determinanty
1 2 3 4
2 3 3 7 3 1 7 8
1 3 7 2 21 1
a) |0 0 O0|;b) 2 -1 2;¢) = = —; d ;
15 12 3 4 3 2 9 6 4 4 2 2
327 01 21
2 0 0 O
12 3 4
) 1o s h 2 -1 0 O
€ - ;
31 =30
0 0 7
5 -7 2 5

Determinant ad a) je roven 0 podle disledku véty 4.4 na str. 62. Determinant ad b) je roven

nule podle véty 4.7 na str. 63 (1. a 3. sloupec jsou zavislé). Podle téze véty je 1 determinant ad
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c) roven 0 (3. fadek je 6-ti nasobek 2. fadku). V determinantu ad d) je 3. fadek dvojnasobek 1.
fadku a determinant je rovnéz nulovy. Determinant ad e) je roven 12(-1)7=-84 podle véty 4.8

na str. 65. Pro vypocet determinantu ad f) plati 2(-1)(-3)5=30 podle vét 4.3 a 4.8.

Uloha 40.

Urcete hodnotu determinantu, aniz byste ji pocitali, je-1i

1 2 3 4 12 0 0 O
1 0 O 37. 0 0 1 3 2
01 2 3 0 10 0 O
a)|-3 -4 O0f; b) ; C ; d)[15 16 0; e)j6 18 12|
0 01 2 0 0 -1 0
0o 5 7 0 0 O 2 5 1
0 0 01 0 0 0 10

Reseni:  a)—28; b)l; ¢)—1200; d)0; e)O0.

Uloha 41.
Vypoctéte determinant tak, ze jeho matici pevedete nejprve na trojuhelnikovy tvar, je-1i
1 3 2 0 5 3 2 4
-3 2 3 3 -2 5
01 3 2 10 2 -2 10
a) |1 3 =3;b) [I 4 -1]; ¢ ; d) .
2 01 3 -5 6 8 5
2 =5 1 2 -3 -4
3201 0 1 -1 1

Reseni: a) —35; b)—116; ¢)0; d)—570 (nejprve vytknéte z druhého tadku 2 a z prvniho
radku 5).

TEST 10
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A. Teoreticka cCast
Vyberte spravna tvrzeni.
1. Determinant fadu n lze rozvinout

a) podle libovolné tady;

b) pouze podle nékteré¢ho fadku;

c) pouze podle ne¢které¢ho sloupce;

d) pouze podle prvniho sloupce.
2. 'V determinantu fadu n lze stanovit dopln¢k

a) kazdého prvku;

b) kazdého nenulového prvku;

c) pouze prvkl na hlavni diagonale.
3. Doplnék prvku a jeho algebraicky doplnék

se 1i$i pouze znaménkem;

a) jsou si v absolutni hodnoté rovny;

b) jsou si rovny.

4. Pro dopln&k A, prvku a; a jeho algebraicky doplnék 4, plati

*

a) 4, = Al*z; b) 4, =-4,.

5. Pro doplnék Aj; prvku as a jeho algebraicky doplnék 4, plati

*

a) Ay =Ay; b)) A, =-4,.
6. Necht’ A je tvrzeni ,,determinant je roven 0%, B je tvrzeni ,,v determinantu jsou dvé fady
stejné®. Spravna implikace je
a) A= B; b) B=A.

7. Determinant je roven 0, plati-li

a) jedna tada je tvofena nulami;

b) dvé tady jsou stejné;

c) jedna tada je k-nasobek jiné fady, s ni rovnobézné;

d) jedna tada je linedrni kombinaci ostatnich s ni rovnobéznych tad.

8. Necht’ A je Ctvercova matice fadu n, k realné ¢islo. Pro determinanty matic A a k.A plati
a) det k. A =k.det A;
b) det k.A =Kk" det A.

B. Prakticka cast
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1. Vypoctéte determinanty rozvojem podle uvedenych fad.

7 17 12 2 1 9
a)l-1 -3 =2/ (lL.sloupec); b)|l -2 =3 (2. tadek)
2 5 -1 35 4 '

wvewr

-8 -2 1 -1 31 6 1 6 1 a 1
0o 0 -1 7 4 0 8 1 8 1 b 7
) ; b) 5 ©) :
11 3 1 1 15 7 1 37 ¢ -1
7 -7 5 3 0 8 22 1 2 1 d -1

3. Bez vypoctu stanovte determinant matice A a rozhodnéte o jeji regularnosti, je-li

3

1 0 0 O =

I -1 2 1 7 8 7

3 -3 0 0 1

a) A=|0 -1 3|; b) A= ; ¢ A=(1 1 1|; d A=|—
4 -1 -5 0 6

0 0 7 0 6 7 2

2 0 2 1 z

3

Spravné odpovédi

A. l.a); 2.a); 3.a), b); 5.a); 6.b); 7.a), b), c¢), d).

B. 1.a) 18; 1b) 100; 2.a)-1224; 2.b)-24; 2.c)—124a+46b+20c+218d
3.a) det A =-7 regularni; 3.b) det A = 15 regularni; 3.c) det A = 0 singulérni;
3.d) det A = 0 singularni.

18

28

Modul: 4.3 Kondenza¢ni metoda

Cilem modulu je

- uvést dalsi zptisob vypoctu determinanta.

Ucebni jednotka: | 4.3.1 Kondenza¢ni metoda vypoctu determi-

nantu

Uloha 42.
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Vypoctéte nasledujici determinanty kondenza¢ni metodou:

—_ = N b

31 21 5 0
2 5 0 0 2 2 X y z
)N-11 7 1] B2 0 2; ¢ o 2 Aot !
a)|l—- ; ; ©)lz X ; ; €
19 00 Yl 2
4 1 -4 220 y z X
1 1 3 2 1 1
0o 3 2 1
N 2 5 3 1
-4 1 1]
1 -1 -11 3
Reseni: a)-58; b)16; c¢)x’+y’ +z° -3xyz; d)-24; e)—4; 1)38.
TEST 11
1. Vypoctéte hodnotu nasledujicich determinant kondenza¢ni metodou:
31 11 0 3 1
1 2 -1 0 1 3
1 3 11 11 -2 7
a)|3 5 4(; b2 1 4; ¢ ;0 d) ;
1 1 31 2 8 -14 6
1 2 1 -1 1 7
1 113 11 2
1 1 1 1-x 1 2 3 4
1 1 1-y 1 2 3 41
e) ;D -
1 1-z 1 1 341 2
-t 1 1 1 4 1 2 3
Spravné odpovédi
1. a)-2; 1.b)-9; 1.¢)48; 1.d)360; e)xyz—xyt—xzt—yzt-xyzt; f)160.

CVICENI 3

1. Vypoctéte determinanty fadu n = 3 pomoci Sarrusova pravidla.

4 2 6 a y y
a) 2 6 4; b)) |y b y.
6 4 2 y y c
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2. Reste rovnice
23x—4 8—x 1 1 1
a) .|=0; b 1 x 1=0.
16 47
I x x
3. Vypoctéte determinant fadu n = 4 rozvojem podle uvedené fady, je-li
2 01 3 1 -1 0 a
) 100 2 e vy [ (4.sloupec)
a Ta ; . )
1 3 2 © I =10 Sioupee
3 21 -2 1 -1 1 d
4. Vypoctéte determinant kondenza¢ni metodou, je-li
1 01 3 1
1 -1 7 5
4 -1 4 1 2130
3 -1 0 1
ay 2 0 5|; Db ;0 d 10 1 2 3
2 1 -1 3
3 1 -4 01 3 1 3
7 8 3 12
1 301 2
5. Je dana Ctvercova matice D fadu n = 4 pro jejiz determinant plati det D = 4. Urcete
a) zdaje D regulérni;
b) hodnost h(D) matice D;
¢) detD';
d) det 3D.
DODATKY KE KAPITOLE 4

Klicova slova

Determinant, fadek a sloupec determinantu, hlavni a vedlejsi diagonala determinantu, ¥ad de-

terminantu, Sarrusovo pravidlo, rozvoj determinantu podle zvolené fady, kondenza¢ni meto-

da vypoctu determinantu.
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