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1 Hodnost

Definice (hodnost matice). Bud A matice. Hodnosti matice rozumime f§
maximalni pocet linearné nezavislych radkl matice. Hodnost matice A
oznacujeme h(A).
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1 Hodnost

Definice (hodnost matice). Bud A matice. Hodnosti matice rozumime |

maximalni pocet linearné nezavislych radkl matice. Hodnost matice A
oznacujeme h(A).

Poznamka 1 (linearni zavislost a nezavislost algebraickych vektort). Bud A
matice o m fadcich.

e Je-li h(A) = m, jsou radky tvoreny linearné nezavislymi vektory.
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1 Hodnost

Definice (hodnost matice). Bud A matice. Hodnosti matice rozumime |

maximalni pocet linearné nezavislych radkl matice. Hodnost matice A
oznacujeme h(A).

Poznamka 1 (linearni zavislost a nezavislost algebraickych vektort). Bud A
matice o m fadcich.

e Je-li h(A) = m, jsou radky tvoreny linearné nezavislymi vektory.

e Je-li h(A) < m, jsou radky tvoreny linearné zavislymi vektory.
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1 Hodnost

Definice (hodnost matice). Bud A matice. Hodnosti matice rozumime |

maximalni pocet linearné nezavislych radkl matice. Hodnost matice A
oznacujeme h(A).

Poznamka 1 (linearni zavislost a nezavislost algebraickych vektort). Bud A
matice o m fadcich.

e Je-li h(A) = m, jsou radky tvoreny linearné nezavislymi vektory.
e Je-li h(A) < m, jsou radky tvoreny linearné zavislymi vektory.

e h(A) > m nenastane.
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Definice (schodovity tvar). Rekneme, Ze matice A je ve schodovitém §
tvaru, jestlize pripadné nulové radky jsou usporadany na konci matice a
nenulové jsou usporadany tak, ze kazdy nasledujici radek zacina vétsim
poctem nul nez radek predchozi.
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Definice (schodovity tvar). Rekneme, Ze matice A je ve schodovitém §
tvaru, jestlize pripadné nulové radky jsou usporadany na konci matice a
nenulové jsou usporadany tak, ze kazdy nasledujici radek zacina vétsim
poctem nul nez radek predchozi.

Véta 1 (hodnost matice ve schodovitém tvaru). Hodnost matice, ktera je ve
schodovitém tvaru je rovna poctu jejich nenulovych radku.
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Definice (schodovity tvar). Rekneme, Ze matice A je ve schodovitém §
tvaru, jestlize pripadné nulové radky jsou usporadany na konci matice a
nenulové jsou usporadany tak, ze kazdy nasledujici radek zacina vétsim
poctem nul nez radek predchozi.

Véta 1 (hodnost matice ve schodovitém tvaru). Hodnost matice, ktera je ve
schodovitém tvaru je rovna poctu jejich nenulovych radku.

2 22 3 -15
- . 001 0 0 38]. o
Priklad 1. Matice A = 000 -1 2 1 je ve schodovitém tvaru a
000 O O O

h(A) = 3.
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Definice (schodovity tvar). Rekneme, Ze matice A je ve schodovitém §
tvaru, jestlize pripadné nulové radky jsou usporadany na konci matice a
nenulové jsou usporadany tak, ze kazdy nasledujici radek zacina vétsim
poctem nul nez radek predchozi.

Véta 1 (hodnost matice ve schodovitém tvaru). Hodnost matice, ktera je ve
schodovitém tvaru je rovna poctu jejich nenulovych radku.

2 2 2 3 -1 5

Priklad 1. Matice A = 8 8 (1) _01 g ? je ve schodovitém tvaru a
000 O 0 O
2 2 2 3 -15

h(A) =3.Matice B=|0 0 1 0 0 3| nenive schodovitém tvaru
003 -1 2 1

a jeji hodnost na prvni pohled nepozname.
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Véta 2 (operace zachovavajici hodnost matice). Nasledujici operace neméni
hodnost matice:

e vynechani radku slozeného ze samych nul, nebo vynechani radku,
ktery je totozny s jinym radkem, nebo vynechani radku, ktery je
nasobkem jiného radku

¢ vynasobeni nebo vydéleni libovolného fadku nenulovym Gislem

e zameéna poradi libovolného poctu radku

e ponechani jednoho radku beze zmény a opakované pricteni
libovolnych nasobkl tohoto fadku k nenulovym nasobkim ostatnich
radkd matice

Véta 3. Libovolnou matici Ize konec¢nym poctem Uprav z Véty 2 prevést do
schodovitého tvaru.

Véta 4. Transponovani neméni hodnost matice.
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Véta 2 (operace zachovavaijici hodnost matice). Nasledujici operace neméni
hodnost matice:

e vynechani radku slozeného ze samych nul, nebo vynechani radku,
ktery je totozny s jinym radkem, nebo vynechani radku, ktery je
nasobkem jiného fadku
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Véta 2 (operace zachovavaijici hodnost matice). Nasledujici operace neméni
hodnost matice:

e vynechani radku slozeného ze samych nul, nebo vynechani radku,

ktery je totozny s jinym radkem, nebo vynechani radku, ktery je
nasobkem jiného fadku

¢ vynasobeni nebo vydéleni libovolného fadku nenulovym gislem
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Véta 2 (operace zachovavaijici hodnost matice). Nasledujici operace neméni
hodnost matice:

e vynechani radku slozeného ze samych nul, nebo vynechani radku,
ktery je totozny s jinym radkem, nebo vynechani radku, ktery je
nasobkem jiného fadku

¢ vynasobeni nebo vydéleni libovolného fadku nenulovym gislem

e zaména poradi libovolného poctu fadki
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Véta 2 (operace zachovavaijici hodnost matice). Nasledujici operace neméni
hodnost matice:

e vynechani radku slozeného ze samych nul, nebo vynechani radku,
ktery je totozny s jinym radkem, nebo vynechani radku, ktery je
nasobkem jiného fadku

¢ vynasobeni nebo vydéleni libovolného fadku nenulovym gislem
e zaména poradi libovolného poctu radka

e ponechani jednoho ftadku beze zmény a opakované pricteni
libovolnych nasobk( tohoto fadku k nenulovym nasobkim ostatnich
radkd matice
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Véta 2 (operace zachovavaijici hodnost matice). Nasledujici operace neméni
hodnost matice:

e vynechani radku slozeného ze samych nul, nebo vynechani radku,
ktery je totozny s jinym radkem, nebo vynechani radku, ktery je
nasobkem jiného fadku

¢ vynasobeni nebo vydéleni libovolného fadku nenulovym gislem
e zaména poradi libovolného poctu radka

e ponechani jednoho ftadku beze zmény a opakované pricteni
libovolnych nasobk( tohoto fadku k nenulovym nasobkim ostatnich
radkd matice

Véta 3. Libovolnou matici Ize konecnym poctem Uprav z Véty 2 prevést do
schodovitého tvaru.
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Véta 2 (operace zachovavaijici hodnost matice). Nasledujici operace neméni
hodnost matice:

e vynechani radku slozeného ze samych nul, nebo vynechani radku,
ktery je totozny s jinym radkem, nebo vynechani radku, ktery je
nasobkem jiného fadku

¢ vynasobeni nebo vydéleni libovolného fadku nenulovym gislem
e zaména poradi libovolného poctu radka

e ponechani jednoho ftadku beze zmény a opakované pricteni
libovolnych nasobk( tohoto fadku k nenulovym nasobkim ostatnich
radkd matice

Véta 3. Libovolnou matici Ize konecnym poctem Uprav z Véty 2 prevést do
schodovitého tvaru.

Véta 4. Transponovani neméni hodnost matice.
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Najdéte hodnost matice A.

3 -1 0 1 -2
2 1 -1 2 -3

A=l 3 2 -1 1 -2
2 -5 1 -2 2
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Najdéte hodnost matice A.

3 -1 0 1 -2 2 1 -1 2 -3
2 1 -1 2 -3

A=l g5 5 4 1 2|~
2 5 1 -2 2

e Zvolime Cerveny fadek jako kliCovy.

o Tento fadek zlstava a piSeme ho jako prvni.
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Najdéte hodnost matice A.

3 -1
2 1
3 -2
2 -5

A=

0
-1
-1

.

N =N =

[ << I <1 > I > |

Hodnost

©Robert Marik, 2008



Najdéte hodnost matice A.

3 -1 0 1 —2\ 2 1 -1 2 -3
a2 1 -1 2 -3)<_> 0 -5 3 -4 5
13 -2 -1 1 227l 0 -7 1 -4 5

2 5 1 -2 2
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Najdéte hodnost matice A.

3 -1 0 1 —2\ 2 1 -1 2 -3
A-]l2 1 -1 2 3¢yl 0 -5 3 -4 5
1 3 -2 -1 1 —2) 1o -7 1 -4 5
2 5 1 -2 2 0 -6 2 -4 5
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Najdéte hodnost matice A.

3 -1 0 1 -2 2 1 -1 2 -3
A= 2 1+ -1 2 31| |05 3 -4 51|
3 -2 -1 1 -2 o -7 1 -4 5
2 -5 1 -2 2 0O 6 2 -4 5
2 1 -1 2 -3
Prvni fadek zUstava. ]
| < > I > | Hodnost
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Najdéte hodnost matice A.

-1 0 1 -2

3 2 1 -1 2 -3
A= 2 1 -1 2 -3 0 -5 3 -4 5
13 -2 -1 1 -2|7]l0 -7 1 -4 5
2 -5 1 -2 2 0O -6 2 -4 5
2 1 -1 2 -3
0O -5 3 -4 5
4 )
o Dalsi klicovy radek bude jeden z ¢ervenych radku.
o Protoze by vytvareni dalSich nul bylo slozitéjsi, udélame mezikrok —
vytvorime nejprve jednicku.
o Druhy fadek ponechame na svém misté.
- Y
[ << I <1 > I > | Hodnost
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Najdéte hodnost matice A.

3 -1 0 1 -2 2 1 -1 2 —3\
a-|2 1 -1 23] [0-5 3 -4 5)
3 -2 -1 1 -2 0 -7 1 -4 569
2 5 1 -2 2 0o 6 2 -4 5)
2 1 -1 2 -3
0 -5 3 -4 5
0 2 2 0 0

Zvolime Cerveny radek jako kliCovy a provedeme R, — R; = . ..
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Najdéte hodnost matice A.

-1 0 1 -2

3 2 1 -1 2 -3
a2 1 -1t 23] [o0o-5 38-4 5]
=l 3 2 -1 1 -2 0 -7 1 -4 5)
2 5 1 -2 2 0 -6 2 -4 5%

Qo oMN
|

- N O —=

- N W —=
|

ook~

oUW

Vytvorime jedniCku i v dalSim fadku: R, - R, = .. ..
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Najdéte hodnost matice A.

-1 0 1 -2

3 2 1 -1 2 -3

a2 1t -1 23] [o0o-5 3-4 5]
=13 2 -1 1 -2 0 -7 1 -4 5
2 5 1 -2 2 0 6 2 -4 5

Qo onN
|

- N O —=

- N W -
|

[@ X eRF N \V]

o O U Ww

« Radek R, je nasobkem fadku R,.

¢ Jeden z nich miZeme tedy odstranit.
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Najdéte hodnost matice A.

-1 0 1 -2

3 2 1 -1 2 -3

4.2 1 -1 23| [o0o-5 38 -4 5]
s 2 -1 1 2 0 -7 1 -4 5
2 -5 1 -2 2 0 -6 2 -4 5

-1 2 -3

o 1

o1 -1 2 -3
0‘53‘45~<o11oo)
O 1 1 0 0

o Odstranili jsme treti radek.

e Prvni radek zUstava.

o Novy klicovy radek bude radek s jednickou. PiSeme jej jako druhy.
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Najdéte hodnost matice A.

-1 0 1 -2

3 2 1 -1 2 -3
A-l2 1 -1 2 -3 0 -5 3 -4 5
13 -2 -1 1 2|710 -7 1 -4 5|~
2 -5 1 -2 2 0O -6 2 -4 5
2y E) e 2
) ~ 0 1 1 0 O
0 1 1 0 0% 00 8 -4 5
Vytvofime nulu misto Cisla —5. Provedeme tedy 5R; + R, = . .. I
| < > I > |
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Najdéte hodnost matice A.

3 -1 0 1 -2 2 1 -1 2 -
2 1 -1 2 -3 0 -5 3 -4
3 2 1 1 -=2|7]10 -7 1 -4
2 -5 1 -2 2 0 -6 2 -4

(6216, B¢, I ¢S}

-1 2 -3

o 1

o1 -1 2 -3
0‘53‘45~<01100)
D10 o 00 8 -4 5

o Matice je ve schodovitém tvaru.
¢ Schodovity tvar ma tri radky.

e h(A) = 3.
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Najdéte hodnost matice B.

12 -5 1 =2
-4 6 -2
B=1 121 1 s
1 3 -4 1
[ < > I > | Hodnost
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Najdéte hodnost matice B.

12 -5 1 -2 1 2 -5 1 -2
1 -4 6 -2
B=l 12 1 1 6|~
1 3 -4 1

o Radek R, bude kli¢ovy.

o ZUstane jako prvni a pomoci néj budeme nulovat zbyla ¢isla v prvnim
sloupci.
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Najdéte hodnost matice B. \

1 2 -5 1 -2)_3 1 2 -5 1 -2

e 1 -4 6 -2 0 -5 11 3 4
-1 2 11 6 |7
1 3 -4 1

Vynulujeme prvek b,;. Provedeme -3R, + R,.
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Najdéte hodnost matice B.

12 -5 1 -2 1 2 -5 1 =2
B= 31 -4 6 -2 ) .10 -5 1" 3 4
B -1 2 -1 1 6 0O 4 -6 2 4

0 1 3 -4 1

Vynulujeme prvek bs;. Provedeme R, + Aj;.

[ << I < > I > |
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Najdéte hodnost matice B.

12 -5 1 -2 1 2 -5 1 -2
5 1 -4 6 2| [0 -5 11 3 4
=l -1 2 -1 1 6 0 4 6 2 4

1 3 -4 1 0 1 3 -4 1

Prvek b, je nulovy a tento radek tedy staci pouze opsat.
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Najdéte hodnost matice B.

12 -5 1 -2 1 2 -5 1 -2
g_| 31 -4 6 2] [0 -5 11 3 4
=l -1 2 -1 1 6 0 4 6 2 4
01 3 -4 1 0 1 3 -4 1
12 -5 1 -
01 3 -4 1

~
¢ Prvni radek (pGvodné klicovy) zUstane.

o Cervené oznaceny radek obsahuije jedniéku na zacatku a zvolime jej
jako dal$i klicovy radek. To je nejSikovnéjsi, protoze b,, = 1, zatimco
b22 = —5 a b23 = 4
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Najdéte hodnost matice B.

1
3

B=| -1
0
2
1
0

1
0
0

2
1
2
1

-5 1
-4 6
-1 A1

-5
3
26

3 -4

-17

(ol oo

-5 1 -2
11 3 4
-6 2 4)
3 -4 175

Vynulujeme prvek b,,. Provedeme 5R, + R,.
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Najdéte hodnost matice B.

1 2 -5 1 -2 1 2 -5 {1 -2
e 31 -4 6 2| [0 -5 11 3 4
=l -1 2 -1 1 6 0 4 -6 2 4
01 3 -4 1 0 1 3 -4 17/—4
1 2 -5 1 -2
0 1 3 -4 1
“l oo 26 -17 9
0 0 -18 18 0

Vynulujeme prvek b,,. Provedeme -4R, + R,.
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Najdéte hodnost matice B.

12 -5 1 -2 1 2 -5 1 -2
e 31 -4 6 2| [0 -5 11 3 4
1l -1t 2 -1 1 6 0 4 -6 2 4
01 3 -4 1 0 1 3 -4 1
12 -5 1 -2 12 -5 1 =2
0 1 3 -4 1 01 3 -4 1
“loo 26 -17 9 || o0 o0 26 -17 9
0 0 -18 18 0 0 0 -1 10

o Posledni fadek mizeme vydélit Gislem 18.

o Ostatni radky zUstanou.
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Najdéte hodnost matice B.

12 -5 1 =2 1 2 -5 1 -2
B 31 -4 6 -2 |0 -5 11 3 4
-l -1 2 -1 1 6 0 4 -6 2 4
01 3 -4 1 0 1 3 -4 1
/12 -5 1 -2 12 -5 1 -2
0 1 3 -4 1 01 3 -4 1
“loo 26 -17 9 || o o0 26 -17 9
\ 0 0 -18 18 0 00 -1 1 0
[1 2 -5 1 -2
01 3 -4 1
~ \o 0 1 -1 0
¢ Prvni dva radky zGstanou.
e Prvek by, = —1 je Sikovnéjsi pro dalsi upravy, nez bs; = 26. Proto

jako dalsi klicovy volime fadek R,.
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[Najdéte hodnost matice B. \

©
Y

7 N
AN+~ O O

|

<N~

| +
|

0 Mmoo~

| [QUR

AN+~ OO

— O OO
SN—————

2

-~

AN+~ O O ~ N

_ n/_._..log
— <N~

| ~ v
Ty

0N M O

| AN~ 1M+~ O

| |

AN+~ OO N+ OO
~— OO0 —mmOO0OO0
N e N —

2 2

[Vynulujeme prvek bs;. Provedeme 26A, + A;.
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Najdéte hodnost matice B.

12 -5 1 =2 1 2 -5 1 -2
g-| 831 -4 6 2| o0 -5 11 3 4
|l -1 2 -1 1 6 0 4 -6 2 4
01 3 -4 1 0 1 3 -4 1
/12 -5 1 -2 12 -5 1 -2
01 3 -4 1 01 3 -4 1
“loo 26 -17 9 || 00 2 -17 9
\ 0 0 -18 18 0 00 -1 1 0
[1 2 -5 1 -2
01 3 -4 1
“loo 1 -1 o0
\ 00 0 9 9
h(B) =4

o Matice je ve schodovitém tvaru.

o Schodovity tvar ma Ctyri radky. Hodnost je Ctyfi.
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2 Determinant
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(" Definice (determinant). Bud A € R"*" &tvercova matice fadu n. Deter-)
minant matice A je realné Cislo det A pfifazené matici A nasledujicim
zplsobem:

e Je-li A matice fadu 1, tj. A = (a44), je detA = ay;.

o Mame-li definovan determinant z matice radu (n—1) oznaCme sym-
bolem M, determinant matice fadu (n-1), ktera vznikne z matice A
vynechanim /-tého fadku a j-tého sloupce. Definujme algebraicky
doplnék A;; prvku a;; jako soucin A;; = (=1)"*/M;.

o Konecné, definujme determinant fadu n nasledovné: zvolime libo-
volny index / € {1,2, ... n} a definujeme

detA =a,-1A,1 +a/2A/2+"'+ainA/’n' (1)

Piseme téz |A| a je-li A = (a;;), pisSeme zkracené |a; |-
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[ Najdéte nasledujici determinant

a b
i

| =a(=1)""j| + b(=1)"*?|i| = aj - bi

Determinant 2 x 2 tedy pocitame tak, ze nasobime prvky v hlavni
diagonale a odecteme soucin prvkl ve vedlejsi diagondle.
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Najdéte nasledujici determinant

a b c Lk Pk .
i j k =a(_1)1+1 j +b(_1)1+2 +C(_1)1+3 j‘
y =z X Zz Xy
X y z
=a(jz-ky)-b(iz-kx)+c(iy —jx)
=ajz-aky —biz+ bkx +ciy —cjx
a b c
i J k |=ajz+iyc+xbk-(cjx+ kya + zbi)
X y z
a b c
I j k

Sarussovo pravidlo
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Definice (regularni a singularni matice). Bud A Gtvercova matice. Je-li j
det A = 0, fikdme, Ze matice A je singularni, v opacném pfipadé rikame,
ze je reguldrni.
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Definice (regularni a singularni matice). Bud A Gtvercova matice. Je-li j
det A = 0, fikdme, Ze matice A je singularni, v opacném pfipadé rikame,
ze je reguldrni.

Veéta 5 (determinant matice ve schodovitém tvaru). Determinant matice,
ktera je ve schodovitém tvaru je roven soucinu prvkl v hlavni diagonale.
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Definice (regularni a singularni matice). Bud A Gtvercova matice. Je-li j

det A = 0, fikdme, Ze matice A je singularni, v opacném pfipadé rikame,
ze je reguldrni.

Véta 5 (determinant matice ve schodovitém tvaru). Determinant matice,
ktera je ve schodovitém tvaru je roven soucinu prvkl v hlavni diagonale.

Veéta 6 (operace zachovavajici hodnotou determinantu). Nasledujici operace
neméni hodnotu determinantu matice:

e pricteni linearni kombinace ostatnich fadkl (sloupct) k jinému fadku
(sloupci)
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Definice (regularni a singularni matice). Bud A Gtvercova matice. Je-li j
det A = 0, fikdme, Ze matice A je singularni, v opacném pfipadé rikame,
ze je reguldrni.

Véta 5 (determinant matice ve schodovitém tvaru). Determinant matice,
ktera je ve schodovitém tvaru je roven soucinu prvkl v hlavni diagonale.

Veéta 6 (operace zachovavajici hodnotou determinantu). Nasledujici operace
neméni hodnotu determinantu matice:

e pricteni linearni kombinace ostatnich fadkl (sloupct) k jinému fadku
(sloupci)

¢ ponechani jednoho fadku (sloupce) beze zmény a opakované pricteni
libovolnych nasobkil tohoto fadku (sloupce) k ostatnim fadkim
(sloupctiim) matice
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Definice (regularni a singularni matice). Bud A Gtvercova matice. Je-li j
det A = 0, fikdme, Ze matice A je singularni, v opacném pfipadé rikame,
ze je reguldrni.

Véta 5 (determinant matice ve schodovitém tvaru). Determinant matice,
ktera je ve schodovitém tvaru je roven soucinu prvkl v hlavni diagonale.

Veéta 6 (operace zachovavajici hodnotou determinantu). Nasledujici operace
neméni hodnotu determinantu matice:

e pricteni linearni kombinace ostatnich fadkl (sloupct) k jinému fadku
(sloupci)

¢ ponechani jednoho fadku (sloupce) beze zmény a opakované pricteni
libovolnych nasobkl tohoto fadku (sloupce) k ostatnim Fadkdm
(sloupctiim) matice

¢ transponovani matice
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Véta 7 (dalSi operace s determinantem). Nasledujici operace méni hodnotu
determinantu popsanym zplsobem:

e prehozenim dvou fadkd (sloupcl) determinant méni znaménko

o vydélime-li jeden fadek (sloupec) nenulovym Cislem a, zmensi se hod-
nota determinantu a-krat
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Véta 7 (dalSi operace s determinantem). Nasledujici operace méni hodnotu
determinantu popsanym zplsobem:

e prehozenim dvou fadkd (sloupcl) determinant méni znaménko

o vydélime-li jeden fadek (sloupec) nenulovym Cislem a, zmensi se hod-
nota determinantu a-krat

Poznamka 2. Podle predchozi véty, plati

2 4 8 1 2 4 1 2 1
-1 2 4|=2[-1 2 4|=24|-1 2 1
0o 1 12 0o 1 12 0 1 3
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Véta 7 (dalSi operace s determinantem). Nasledujici operace méni hodnotu
determinantu popsanym zplsobem:

e prehozenim dvou fadkd (sloupcl) determinant méni znaménko

o vydélime-li jeden fadek (sloupec) nenulovym Cislem a, zmensi se hod-
nota determinantu a-krat

Poznamka 2. Podle predchozi véty, plati

2 4 8 1 2 4 1 2 1
-1 2 4|=2[-1 2 4|=24|-1 2 1
0o 1 12 0o 1 12 0 1 3

Poznamka 3 (Laplaceova véta pro sloupce).

detA = a«]/A«]/ + 32//42/ + -+ an/-A,,/-,
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Véta 7 (dalSi operace s determinantem). Nasledujici operace méni hodnotu
determinantu popsanym zplsobem:

e prehozenim dvou fadkd (sloupcl) determinant méni znaménko

o vydélime-li jeden fadek (sloupec) nenulovym Cislem a, zmensi se hod-
nota determinantu a-krat

Poznamka 2. Podle predchozi véty, plati

2 4 8 1 2 4 1 2 1
-1 2 4|=2[-1 2 4|=24|-1 2 1
0o 1 12 0o 1 12 0 1 3

Poznamka 3 (Laplaceova véta pro sloupce).

detA = a«]/A«]/ + 32//42/ + .-+ an/'An/',

Poznamka 4. Radek nebo sloupec, podle kterého provadime rozvoj, je
vhodné volit tak, aby obsahoval co nejvice nulovych prvkd.
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Vypoctéte nasledujici determinant. |

—_ O N =
11
NN WN
—_ O = -
~AOONDN
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Vypoctéte nasledujici determinant. }

! ‘1 g 1 -1 2

) =(-2)-(-1**-]12 1 0

1 . 4 1 1 -4
Rozvoj: prvek - (—1)/@dek+sloupec . (qaterminant nizsiho fadu) I

(<> > | Determinant ©Robert Marik, 2008 B



Vypoctéte nasledujici determinant.

1 2.1 2
2.3 1 0 g || T2
—(-2)-(-1*2.[2 1 0
0-2 0 0 1
1 2 1 -4
=(—2)‘(—1)-(—4+4+0—(2+O+8))
- 20
s N
1.1 2
2 1 0
1 1 -4
1.1 2
2 1 0
S
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Vypoctéte nasledujici determinant. |

—_ O N =
11
NN WN
—_ O = -
~AOONDN

Vypocteme ten stejny determinant rozvojem podle posledniho sloupce.
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Vypoctéte nasledujici determinant.

25 1 0 2 -3 1
- _ _q\1+4 | _
0-2 o of=20DT9-20
1 2 1 -4
1 2 -1
+(-4)- (-2 -3 1
0-2 0
Posledni sloupec obsahuje dva nenulové prvky a rozvoj tedy bude
obsahovat dva determinanty nizsiho fadu.
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Vypoctéte nasledujici determinant. }

— 2.(_1)1+4‘

—_ O N =
11
NN WN
—_ O = -
A OODMDN
- O N
[
NN W
—_ O =

+ () (1)

on =
N W N
(@ JE G

=(-2)-[-4+0+0-(-2+0+0)]
-4.[0+4+0-(0-2+0)
=(-2)-(-2)-4-6=-20

Determinanty tretiho fadu dopocitame Sarussovym pravidlem.
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Vypoctéte nasledujici determinant. |

o= AN
whoo
- 0w w
po s
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Vypoctéte nasledujici determinant.

1 4 3 -1

o= 2N
whoo
- 0w w
po s

Druhy radek bude klicovy.
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Vypoctéte nasledujici determinant.

Upravime prvni fadek. Pozor! Radky nepiehazujeme. I
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Vypoctéte nasledujici determinant.

Upravime treti radek.
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Vypoctéte nasledujici determinant. |

o= AN
whoo
- 0w w
po s

Posledni fadek pouze opiSeme.
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Vypoctéte nasledujici determinant. |

2 0-3 3 -8 -9 5 8 95
1 4 3 —1 _ 1 _ 1 .(_1)2+1‘ _8 5 1
1-4 8 0|7 -8 5 1" 3 10
0 3-1 2 3 -1

¢ Vytvorime Laplacelv rozvoj podle prvniho sloupce.
« Cerveny prvek zlistane, bude vynasoben vyrazem (—1)fadek + sloupec_

¢ Vynechame prvni sloupec a druhy radek.
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Vypoctéte nasledujici determinant. |

2 0-3 3 0-8-9 5
14 31| |14 31| o :g ‘g?
1-4 8 0|-|o-8 5 1]~ s 10
0 3-1 2 0 3-1 2
=—1[—8~5~2+(—8)-(—1)-5+3-(—9)-1
~(5:5:3+1-(=1)-(-8) +2:(-9) - (-8))]
s N
8 -9 5
8 5 1
3 -1 2
8 -9 5
8 5 1
S J
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Vypoctéte nasledujici determinant. ‘

-8 -9 5
=1-(-1)**".] -8 51
3 -12

N = =0

-8 -9
4 3 -
-8 5
3 -1

W s~ MO
— 00 W W
|
NO =W
(el Ne)

o = =N
|

- —1[—8'5-2+(—8)-(—1)-5+3-(—9)-1
~(5:5:3+1(=1)-(-8) +2:(-9) - (-8))]

= -1 [—80+40—27—(75+8+144)]

[ << I <1 > I > | Determinant ©Robert Marik, 2008 EJ



Vypoctéte nasledujici determinant. ‘

-8 -9 5
=1-(-1)**".] -8 51
3 -12

N = =0

-8 -9
4 3 -
-8 5
3 -1

whHDNO
-0 W W
I
NO =W
oo -=o

o = =N
|

=-1[-8-5:2+(-8)-(-1)-5+3:(-9) -1
~(5:5:3+1(=1)-(-8) +2:(-9) - (-8))]
- —1[—80+40—27—(75+8+144)]

=- [—67 - 227]
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Vypoctéte nasledujici determinant. |

-8 -9 5
=1-(-1)**".] -8 51
3 -12

N = =0

-8 -9
4 3 -
-8 5
3 -1

whDphoO
- 0 W w
Do b
I
co—-o

o = =N
|

=-1[-8-5:2+(-8)-(-1)-5+3:(-9) -1
~(5:5:3+1(=1)-(-8) +2:(-9) - (-8))]
- —1[—80+40—27—(75+8+144)]

- - [—67 - 227] = 204
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Vypoctéte nasledujici determinant. |

2 3 0 4
12 1 1
3 4 1 1
1.2 2 -1
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Vypoctéte nasledujici determinant. |

2 30 4 2 3 0 4
121 1| _ |1 2 1 1
341 1|7
1 2 2 -1
e A

o Druhy radek bude klicovy a budeme vytvaret nuly ve tretim sloupci
(obsahuje uz jednu nulu a obsahuje nejmensi Cisla).

¢ Prvni fadek uz nulu ve tretim soupci ma, takze jej jenom opiSeme.
o Davame pozor na to, abychom nezameénili poradi radku.

. y
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Vypoctéte nasledujici determinant.

2 3 0 4 |2 3 0 4
21 1{-n1 2 1 1
3 4 1 1 | 2 2 0 O
1 2 2
Vytvorime nulu z prvku ass. I
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Vypoctéte nasledujici determinant.

2 3 0 4 |2 3 0 4
T2 1 1{=1 2 1 1
3 4 1 1 | 2 2 0 O
1 2 2 1 2 0 -3
Vytvorime nulu z prvku ags. I
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Vypoctéte nasledujici determinant. |

2 3 0 4 2 3 4 5 3 4
12T . Vo=t 2 0
3 4 1 1 2 2 0 505 3
12 2 -1 -1 -2 -3

Rozvineme determinant podle tretiho sloupce.

prvek - (—1)fadek+sloupec  (gaterminant nizsiho fadu)
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Vypoctéte nasledujici determinant. |

2 30 4 2 3 0 4 > 3 2
121 11 |1 2 1 11 ealy g
341 1 2 2 0 0 505 3
122 -1 |-1 -2 0 -3
2 3 4
=-1.2./1 1 0
] B 5

Vytkneme cCislo 2 ve druhém radku.
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Vypoctéte nasledujici determinant. |

2 3 0 4 2 3 0 4
121 1| _|1 2 1 1 _1‘(_1)2+3§ g g
341 1712 2 0 0]~ 1 -2 _3
1 2 2 -1 -1 -2 0 -3
2 38 4
=-1.2-|1 1 0
-1 -2 -8
=-2-[-6-8+0-(-4+0-9)]
@ouiijeme Sarusovo pravidlo: )
2 38 4
1 1 0
-1 -2 -3
2 3 4
1 1 0
o 4
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Vypoctéte nasledujici determinant. |

2 30 4 2 3 0 4 > 3 2
21 1 |1 2 1 1 esly 5 g
341 1 2 2 0 0 55 4
122 -1 [-1 -2 0 -3
2 3 4
=-1.2.|1 1 0
-1 -2 -3

=-2.[-6-8+0-(-4+0-9)]=-2-(-1) =2
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3 Inverzni matice

Definice (inverzni matice). Bud A € IR"™" ¢tvercova matice fadu
n. Jestlize existuje &tvercova matice A~' Fadu n, splAujici vztahy

ATTA=1=AA" ‘ nazyvame matici A~" inverzni matici k matici A.
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3 Inverzni matice

Definice (inverzni matice). Bud A € IR"™" Ctvercova matice fadu
n. Jestlize existuje &tvercova matice A~' Fadu n, splAujici vztahy

ATTA=1=AA" ‘ nazyvame matici A~" inverzni matici k matici A.

Poznamka 5 (metoda vypoétu). Ctvercovou matici A prevedeme pomoci
fadkovych Uprav totoznych s Upravami zachovavajicimi hodnost matice na
matici jednotkovou. TytéZz Upravy soucasné provadime na jednotkové matici
a z jednotkové matice takto vznikne matice inverzni A=,
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3 Inverzni matice

Definice (inverzni matice). Bud A € IR"™" Ctvercova matice fadu
n. Jestlize existuje &tvercova matice A~' Fadu n, splAujici vztahy

ATTA=1=AA" ‘ nazyvame matici A~" inverzni matici k matici A.

Poznamka 5 (metoda vypoétu). Ctvercovou matici A prevedeme pomoci
fadkovych Uprav totoznych s Upravami zachovavajicimi hodnost matice na
matici jednotkovou. TytéZz Upravy soucasné provadime na jednotkové matici
a z jednotkové matice takto vznikne matice inverzni A=,

Véta 8 (existence inverzni matice). Necht matice A je ¢tvercova. Potom
inverzni matice A~' existuje pravé tehdy, kdyz je matice A regularni, tj.
det(A) # 0.
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Inverzni matice je “protijed” k maticovému nasobeni |

A-X =B
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[Inverzni matice je “protijed” k maticovému nasobeni |

A-X=8B
AT (A-X)=A".B

Vynasobime zleva matici inverzni.
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[Inverzm’ matice je “protijed” k maticovému nasobeni |

A-X=8B
AT (A-X)=A"1.B
(AT A)-X=A".B

Pouzijeme asociativni zakon pro nasobeni.
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[Inverzm’ matice je “protijed” k maticovému nasobeni |

A-X=8B
AT (A-X)=A"1.B
(A1 A).X=A".B

/I-X=A".B

Pouzijeme definici inverzni matice.
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[Inverzm’ matice je “protijed” k maticovému nasobeni |

A-X=8B
AT (A-X)=A"1.B
(A1 A).X=A".B
I-X=A".B
X=A".8
4 )

¢ Jednotkova matice je neutralnim prvkem vzhledem k nasobeni.

e Ted uz vidime, Ze pokud bychom nasobili inverzni matici zprava,
obdrzeli bychom vztah

A-X-A1=B.A",

ze kterého hledané X nelze tak snadno vyjadrit.

. .
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K dané matici A uréete matici inverzni A='. |

6 -4 -17
A=[-1 1 3
2 -1 -6
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K dané matici A uréete matici inverzni A='. |

6 -4 -17
A=|-1 1 3
2 -1 -6

6 -4 -17|1 0 0

-1 1 3/010

2 -1 -6|0 0 1

ZapiSeme matici A a jednotkovou matici vedle sebe.
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K dané matici A uréete matici inverzni A='. |

6 -4 -17
A=[-1 1 3
2 -1 -6
6 -4 -17]/1 0 0
-1 1 3|/010 |~
2 -1 -6|0 0 1

Druhy radek volime jako klicovy, protoze Cislo —1 je vhodnéjsi pro
vytvareni nul nez Cisla 6 a 2. Klicovy radek piSeme jako prvni.
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K dané matici A uréete matici inverzni A='. |

6 -4 -17
A=|-1 1 3
2 -1 -6
6 -4 -17|1 0 0\ -1 1 3/0 10
-1 1 3/0 1 06~ 021|160
2 -1 600 1)

Upravime prvek a;; = 6 na nulu.
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K dané matici A uréete matici inverzni A='. |

6 -4 -17
A=1-1 1 3
2 -1 -6
6—4—17100\ -1 1 3|0 1 0
-1 1 3010)2~ 02 1|1 6 0
2 -1 -6|0 0 17 01 0/0 2 1

Upravime prvek az; = 2 na nulu.
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K dané matici A uréete matici inverzni A='. |

6 -4 -17
A=[-1 1 3
2 -1 -6
6 -4 -17]/1 0 0 -1 1 3|0 10
1 1 3/01o0]~| 021[1860
2 -1 -6|0 0 1 010/0 2 1
~ 01 0[0 2 1

Novy klicovy fadek bude treti radek. NapiSeme jej jako druhy v poradi.
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K dané matici A uréete matici inverzni A='. |

6 -4 -17
A= -1 1 3
2 -1 -6
6 -4 -17|1 0 O —113010\
—113010~021160)
2 -1 -6(0 0 1 01 0[0 2 1%
-1 0 3|0 -1 -1
~ 01 0/0 2 1

Upravime prvek a;, = 1 na nulu.
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K dané matici A uréete matici inverzni A='. |

6 -4 -17
A= -1 1 3
2 -1 -6
6 -4 -17|1 0 O —113010\
-1 1 301 0]~] 021160
2 -1 -6(0 0 1 0100217/<—2>
-1 0 3|0 -1 -1
~ 01 0/0 2 1
00 1|1 2 -2

Upravime prvek a,, = 2 na nulu.
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K dané matici A uréete matici inverzni A='. |

6 -4 -17
A=[-1 1 3
2 -1 -6
6 -4 -17]/1 0 0 -1 1 3|0 10
-1 1 3|0 1 ~ o 11 6
2 -1 -6|0 0 1 010/0 2 1
-1 0 3|0 -1 -1
~ 01 0[0 2 1|~
00 1[1 2 -2 00 1|1 2 -2

Novy klicovy fadek bude radek posledni.
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K dané matici A uréete matici inverzni A='. |

6

A= -1

o o

[oNe]

—_ N =

o -

—

—

o =0

= O

—

Druhy fadek zustane, ma nulu na misté a,;.

Inverzni matice
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K dané matici A uréete matici inverzni A='. |

6 -4 -17

A=|-1 1 3

2 -1 -6
6 -4 -17|1 0 O -1 1 3|0 10
-1 1 301 0]~] 021160
2 -1 -6(0 0 1 01 0[0 2 1
-1 0 3|0 -1 -1y /1 0 0|3 7 -5
~ 010021)|~o10021
00 1|1 2 -273 00 1|1 2 -2

Upravime prvek a3 = 3 na nulu.
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K dané matici A uréete matici inverzni A='. |

6
A= -1

OO - OO0 =

O =2 0O =N =

- OO0 O+ W

- OoOwo=0

MMM DNDO =

—_

-5

-2

Matice vlevo je ve schodovitém tvaru a inverzni matice je tedy napravo.
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K dané matici A najdéte matici inverzni A=". I

1 0 4
A= 1 -1 1
1 2 6
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K dané matici A najdéte matici inverzni A=". I

1 0 4 0 4/1 0O
A= 1 -1 1 1 -1 10 1 0
1 2 6 1 2 6|0 0 1

Zacneme se zadanou matici a s 3 x 3 jednotkovou matici.
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K dané matici A najdéte matici inverzni A=". I

1 0 4 0 4
A= 1 -1 1 1 -1 1
1 2 6 1 2 6
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OO =

o = O

- OO
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K dané matici A najdéte matici inverzni A=".

1 0 4 0 4
A= 1 -1 1 1 -1 1
1 26 1 2 6
1 -1 1|0 1 0
~| 0o 13[1 -10

OO =

o = O

- OO

(=1)

Upravime a;; = 1 na nulu.

| < > I > | Inverzni matice

©Robert Marik, 2008



K dané matici A najdéte matici inverzni A=".

1 0 4 0 4

A= 1 -1 1 1 -1 1

1 2 6 1 2 6
1 -1 1/0 10
~ 0 1 3[1 -1 0
0 3 5|0 -1 1

OO =

o = O

- OO

N

Upravime as; = 1 na nulu.
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K dané matici A najdéte matici inverzni A=". I

1 0 4 0 4/1 0O
A= 1 -1 1 1 -1 10 10
1 2 6 1 2 6|0 0 1
1 -1 10 10
~1 0 1 3|1 -1 0 |~ 0 1 3| 1 -1 0
0 3 5|0 -1 1
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K dané matici A najdéte matici inverzni A=". I

1 0 4 0 4/1 0 0
A= 1 -1 1 -1 1|0 10
1 26 1 2 6/0 0 1
1 -1 1|0 1 0 10 4 0 0
~[o 131 -1 0}]~[01 a -1 0
0 3 5[0 -1 1

Upravime a;, = —1 na nulu.

[ << I < 1 > I > |

Inverzni matice (©Robert Marik, 2008



K dané matici A najdéte matici inverzni A=". I

1 0 4 1 0 4|1 0 0

A= 1 -1 1 1 -1 1]0 1 0

1 2 6 1 2 6|0 0 1
1—11010\ 10 4/ 1 00
~] 0 1 31 -1 o)<_3> 01 3/ 1 -10
0 35[0 -1 17 0 0 -4(-3 2 1

Upravime prvek az, = 3 na nulu.
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K dané matici A najdéte matici inverzni A=". I

1 0 4 1 0 4|1 00
A= 1 -1 1 1 -1 1/0 10
1 2 6 1 2 60 0 1
1 -1 1]0 1 0 10 4/ 1 00
~lo 138/1 -10]~]l01 38/ 1-10
0 3 5/0 -1 1 00 -4|-3 2 1
(0043—1—1
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K dané matici A najdéte matici inverzni A=". I

1 0 4 1 0 4]1 00
A= 1 -1 1 1 -1 1/0 1 0
1 2 6 1 2 60 0 1
1 -1 1|0 10 104100\
~o131-1o~o131—1o)4
0 3 5[0 -1 1 0 0 -4|-3 2 173
~] 0 4 0|-5 3
0 0 4/ 3 -1 -1

Upravime a,; = 3 na nulu.
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[K dané matici A najdéte matici inverzni A=, I

Upravime prvek a3 = 4 na nulu.
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[K dané matici A najdéte matici inverzni A=, I
1 0 4
-1 1
2 6

1
0
0
0 10 1 0 4
1 -1 0|~ 01 3
0o -1 1 0 0 -4

b
I
-~

1 -1 1 100
~1l 0 13 1 -1 0
(o 3 5 -3 21)
100[-2 2 1
~] 04 0(/-5 2 3
<004 3 -1 -1)
10 0] -2 2 1
~] 01 0|-5/4 2/4 3/4
0 0 1| 3/4 -1/4 -1/4
Vydélime.
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[K dané matici A najdéte matici inverzni A=, I

1 0 4
A= 1 -1 1
1 26

1
0
0
0 10 1 0 4
1 -1 0|~ 01 3
0o -1 1 0 0 -4

1 -1 1 1. 00
~l o 13 1 -10
0 35 -3 2 1
100[-2 2 1
~| 04 0/-5 2 3
<004 3 -1 -1
10 0| -2 2 1 . (-8 8 4
~| 01 o0|-5/4 2/4 3/4 | ;A== -5 2 3
00 1| 3/4 -1/4 -1/4 4\ 3 -2 -

Inverzni matice vznikla v pravé poloviné. Z této matice Ize vytknout

spolecny jmenovatel %
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4 Soustavy linearnich rovnic

Uvazujme nasleduijici tfi problémy: Najdéte vSechna realna Cisla x4, x,,
spliujici:

4xy +5x, =7

oz () (3 ()
owms (1 5)(2)-()

Vsechny problémy jsou ekvivalentni a jedna se o jiny zapis téhoz.

Uloha 1 :

[ << T < > I >> | Soustavy linedrnich rovnic ©Robert Marik, 2008 EJ



(" Definice (soustava linearnich rovnic). Soustavou m linedrnich rovnic o n
neznamych nazyvame soustavu rovnic

a11Xq + A19Xp + A13Xg + -+ + 81Xy = by
a21X1 + 222X2 + 223X3 + -0+ aznxn = b2
Ag1Xy + gpXp + AgzXg + o+ + Ag,X, = by (S)

a1 Xq + mpXo + 8paXg + -+ AppXy = by

Promeénné x,, x,, ..., X, nazyvame nezname. Realna Cisla a;; nazyvame
koeficienty levych stran, realna Cisla b; koeficienty pravych stran sou-
stavy rovnic. Resenim soustavy rovnic rozumime usporadanou n-tici
realnych Cisel [t;,1,,...,t,] po jejichz dosazeni za neznamé (v tomto
poradi) do soustavy dostaneme ve vSech rovnicich identity.
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(" Definice (matice soustavy). Matici

ayy dyp a3 Ay
dyy  dpp dpz . Ay

A= @)
Amy dmp dpz amnp

nazyvame matici soustavy (S). Matici

ayy @i aig o @i | by
dy1 Ay Apz vty | by

A, = ®3)
Am1 dmp dmz e Amn bm

nazyvame rozsifenou matici soustavy (S).
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Poznamka 6 (vektorovy zapis soustavy linearnich rovnic).

aqq aqp ay3 aq, b,
do1 dz 2PX) asp b,
) Xq + . Xo + Xg+ o+ . A= .
am1 am2 amS amn bm

Poznamka 7 (maticovy zapis soustavy linearnich rovnic).

ayp dyp o dqp X4 b,

dyy Ay vt dpy X b,

amy dmp Amn Xn bm
AX =b
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Véta 9 (Frobeniova véta, Kronecker—Capelliho véta). Soustava (S) je
resitelna prave tehdy, kdyz jeji matice soustavy (2) a rozsifena matice
soustavy (3) maji stejnou hodnost, tj. A(A) = h(A,).
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Véta 9 (Frobeniova véta, Kronecker—Capelliho véta). Soustava (S) je
resitelna prave tehdy, kdyz jeji matice soustavy (2) a rozsifena matice
soustavy (3) maji stejnou hodnost, tj. A(A) = h(A,).

e Soustava nema reSeni, pokud h(A) # h(A,).
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Véta 9 (Frobeniova véta, Kronecker—Capelliho véta). Soustava (S) je
resitelna prave tehdy, kdyz jeji matice soustavy (2) a rozsifena matice
soustavy (3) maji stejnou hodnost, tj. A(A) = h(A,).

e Soustava nema reSeni, pokud h(A) # h(A,).

e Soustava ma pravé jedno reSeni, pokud h(A) = h(A,) = n.
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Véta 9 (Frobeniova véta, Kronecker—Capelliho véta). Soustava (S) je
resitelna prave tehdy, kdyz jeji matice soustavy (2) a rozsifena matice
soustavy (3) maji stejnou hodnost, tj. h(A) = h(A,).

e Soustava nema reSeni, pokud h(A) # h(A,).

e Soustava ma pravé jedno reseni, pokud h(A) = h(A4,) = n.

e Soustava ma nekonecné mnoho feseni, pokud h(A) = h(A,) < n. Tato
fesSeni Ize vyjadrit pomoci (n — h(A)) nezavislych parametru.
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Veta 9 (Frobeniova véta, Kronecker—Capelliho véta). Soustava (S) je
resitelna prave tehdy, kdyz jeji matice soustavy (2) a rozsifena matice
soustavy (3) maji stejnou hodnost, tj. A(A) = h(A,).

e Soustava nema reSeni, pokud h(A) # h(A,).

e Soustava ma pravé jedno reseni, pokud h(A) = h(A4,) = n.

e Soustava ma nekonecné mnoho feseni, pokud h(A) = h(A,) < n. Tato
reseni Ize vyjadrit pomoci (n — h(A)) nezavislych parametrd.

Definice (homogenni soustava linearnich rovnic). Plati-li v soustavé (S)
‘b1 =b,=--=b,=0 ‘ nazyva se soustava (S) homogenni. ‘
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Veta 9 (Frobeniova véta, Kronecker—Capelliho véta). Soustava (S) je
resitelna prave tehdy, kdyz jeji matice soustavy (2) a rozsifena matice
soustavy (3) maji stejnou hodnost, tj. A(A) = h(A,).

e Soustava nema reSeni, pokud h(A) # h(A,).

e Soustava ma pravé jedno reseni, pokud h(A) = h(A4,) = n.

e Soustava ma nekonecné mnoho feseni, pokud h(A) = h(A,) < n. Tato
reseni Ize vyjadrit pomoci (n — h(A)) nezavislych parametrd.

Definice (homogenni soustava linearnich rovnic). Plati-li v soustavé (S)
‘b1 =b,=--=b,=0 ‘ nazyva se soustava (S) homogenni. ‘

Poznamka 8 (trivialni feseni). Homogenni soustava linearnich rovnic je vzdy
reSitelna. Po dosazeni okamzité vidime, ze n-tice x; = 0, x, = O, ...,
x, = 0 je feSenim. Toto feSeni nazyvame trivialni. U homogennich sou-
stav linearnich rovnic tedy bud existuje pouze trivialni feseni, nebo existuje
nekonecné mnoho feseni.
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|
o

6X1+2X— X3+7X, =
4x1+2x,—-3x3+bx, = -4
X1+ Xo— X3— X4 =0

Reste soustavu

X4 + X3 =3
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6x1+2X,— X3+7Xx, =0
4x1+2x,—-3x3+bx, = -4
X1+ Xo— X3— X4 =0
X4 + X3 =3

Reste soustavu

-1 71 0

-1 1] 0

N
oO=NMNN
|
w
o
|
N

NapiSeme rozSifenou matici soustavy A,.
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6x1+2X,— X3+7Xx, =0

v 4x1+2x,—-3x3+bx, = -4

Reste soustavu
X1+ Xo— X3— X4 =0

X4 + X3 =3

NN
o=MNN
|
w
18
|
N

o Jako klicovy radek zvolime fadek posledni.

o Tento fadek napiSeme jako prvni.
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Reste soustavu

Xi+ Xpo— Xz— x4-0

6X1+2X,— X3+7X, =
4x1+2x,-3Xx34+5x, =
0
1

Xq + X3
6 2 -1 7] 0 1 1 0] 3
A 4 2 -3 5|-4 0 -2 -1| -3
AR I T QR Qe 0, -
10 1 0f 37N

[ << I < > I > |
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Reste soustavu

6x1+2X,— X3+7Xx, =0
4x1+2x,—-3x3+bx, = -4
Xi+ Xo— Xg— X4, =0

X4 + X3 =3
6 2 -1 7] 0 10 1 0 3
A 4 2 -3 5|-4 01 -2 -1| -3
Y11 -1 o) 0 2 -7 5|-16
10 1 0f 3%

[ << I <1 > I > |
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Reste soustavu
X1+ Xo— X3— X4 =0

6x14+2X,— X3+7Xx, =0 |

4x1+2x,—-3x3+bx, = -4
0
1
2
2

X4 + X3 =3
6 2 -1 7] 0 1 1 0 3
A 4 2 -3 5|-4 0 -2 -1| -3
111 -1 1] 017 o0 -7 5| -16
10 1 of 3%\ 0 -7 71|-18
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Reste soustavu
X1+ Xo— X3— X4 =0

6x14+2X,— X3+7Xx, =0 |

4x1+2x,—-3x3+bx, = -4
0
1
2
2

X4 + X3 =3
6 2 -1 7] 0 1 1 0 3
A~ 4 2 -3 5|4 | 10 -2 -1 -3 |
r 11 -1 -1 0 0 -7 5|-16
10 1 0] 3 0 -7 7|-18
10 1 O 3
01 -2 -1| -8

Prvni fadek zlistane a druhy radek bude novym kli¢ovym radkem.
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Reste soustavu
X1+ Xo— X3— X4 =0

6x14+2X,— X3+7Xx, =0 |

4x1+2x,—-3x3+bx, = -4
0
1
2
2

X4 + X3 =3
6 2 -1 7] 0 1 1 0 3\
A~ 4 2 -3 -4 N 0 -2 -1 —3)(-2)
7 1 1 -1 -1 0 0 -7 51| -16 -
10 1 3 0 -7 7| -18
10 1 0 3
01 -2 -1 -3
0 0 -3 7]-10

HE B 3 Soustavy linearnich rovnic ©Robert Marik, 2008 B



Reste soustavu
X1+ Xo— X3— X4 =0

6x14+2X,— X3+7Xx, =0 |

4x1+2x,—-3x3+bx, = -4
0
1
2
2

X4 + X3 =3
6 2 -1 7] 0 1 1 0 3\
A~ 4 2 -8 5| -4 N 0 -2 -1 -3 (-2
r 11 -1 -1 0 0 -7 5 —16) -
10 1 0| 3 0 =7 Y —18)
10 1 0 3
01 -2 -1| -3
00 -3 7]|-10
0 0 -3 9]-12
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6x14+2X,— X3+7Xx, =0 |
.. 4x1+2x,—-3x3+bx, = -4
Reste soustavu
X1+ Xo— X3— X4 =0

X4 + X3 =3
6 2 -1 7| 0 10 1 0] 3
Aol 428 s5/4| 01 -2 -1 3]
r 11 -1 -1] 0 0 2 -7 5/|-16
10 1 0] 3 0 2 -7 7/|-18
10 1 0] 3 10 1 0] 3
01 -2 -1| -3 01 -2 -1| -3
00 -3 7|-10 || o0oo0 -3 7|-10
0 0 -3 9|-12

¢ Prvni dva fadky zGstanou.

o Treti fadek bude novym kliCovym fadkem a zUstane také.
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6x1+2X,— X3+7Xx, =0

.o, 4x1+2x,—-3x3+bx, = -4
Reste soustavu
X1+ Xo— Xz— X4 =0
X4 + X3 =3 ]
6 2 -1 7| O 1 0 1 0 3
4~ 4 2 -3 5|-4 . o1 -2 -1| -3 .
4 1 1 -1 -1 0 0 2 -7 5|-16
1 0 1 0| 3 02 -7 7|-18
1 0 1 0 3 1 0 1 0 3
o1 -2 -1 -3 o1 -2 -1| -3
00 -3 7 —10)<_T> 0 0 -3 7/|-10
0 0 -3 9|-12 00 0 2| -2
-R;+R,=...
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6x1+2X,— X3+7Xx, =0
4x1+2x,—-3x3+bx, = -4
X1+ Xo— X3— X4 =0

Reste soustavu

X4 + X3 =3
10 1 0 3

4 01 -2 -1| -3

r“1 0o o0 -3 7|-10
00 0 2| -2

Rozsifena matice soustavy je fadkové ekvivalentni modré matici, ktera je
ve schodovitém tvaru.
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6x1+2X,— X3+7Xx, =0
4x1+2x,—-3x3+bx, = -4

Reste soustavu
X1+ Xo— X3— X4 =0

X4 + X3 =3
10 1 0 3
A 01 -2 -1| -3 L 2x, = =2
r“1 0o o0 -3 7|-10
00 0 2| -2
s R

e Soustava ma feseni, nebot h(4) = h(A4,) = 4. Navic n = 4 (pocet
neznamych) a soustava ma tedy jediné reseni (nula parametrd).

e Zacneme dopocitavat neznamé. NapiSeme rovnici odpovidajici po-
slednimu fadku .. .
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6x1+2X,— X3+7Xx, =0

Reste soustavu

4x1+2x,—-3x3+bx, = -4

X1+ Xo— X3— X4 =0

Xy + X3 =3
10 1 0 3
A 01 -2 -1| -3
r“1 0o o0 -3 7|-10
00 0 2| -2

a fesSime vzhledem k x,.
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6x1+2X,— X3+7Xx, =0
4x1+2x,—-3x3+bx, = -4
X1+ Xo— X3— X4 =0

Reste soustavu

X4 + X3 =3
10 1
A o1 -2 2x, = -2
r 0 0 -3 X, = -1
00 O

-3x3 +7x4 = -10

NapiSeme rovnici odpovidajici predposlednimu radku.
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6x1+2X,— X3+7Xx, =0

Reste soustavu

4x1+2x,—-3x3+bx, = -4

X1+ Xo— X3— X4 =0

X4 + X3 =3
10 1 0 3
4 01 -2 -1] -3
rl oo -3 7|-10
00 o0 2| -2
-3x3 +7x4 =-10
-3x3-7=-10

Dosadime x, = -1 ...

[ << I < 1 > I > |
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6x1+2X,— X3+7Xx, =0
4x1+2x,—-3x3+bx, = -4

Reste soustavu
X1+ Xo— X3— X4 =0

X4 + X3 =3
10 1 O 3
4 01 -2 -1 -8 2x4 = -2
r 0 0 -3 7|-10 Xy = -1
00 o0 2| -2
-3x3 +7x4 =-10
-3x3-7=-10
a feSime vzhledem k x. I
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6x1+2X,— X3+7Xx, =0
4x1+2x,—-3x3+bx, = -4
X1+ Xo— X3— X4 =0

Reste soustavu

Xy + X3 =3
1 0 1 0 3
y 01 -2 -1| -3 2x, = —2
r 00 -3 7|-10 X4 = —1
00 o0 2| -2
~3xy -7 =-10

NapiSeme rovnici odpovidajici drunému radku.
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6x1+2X,— X3+7Xx, =0

Reste soustavu

X1+ Xo— X3— X4 =0

4x1+2x,—-3x3+bx, = -4

X4 + X3 =3
10 1 O 3
A o1 -2 -1| -3 2x, = -2
r 0 0 -3 7|-10 Xy = -1
00 0 2| -2
-3x3+7x, =-10 Xy —2Xg3 — X4 = =3
-3x3—-7=-10 Xo—2+1=-3

Dosadime x, = -1axz=1...
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6x1+2X,— X3+7Xx, =0
4x1+2x,—-3x3+bx, = -4
X1+ Xo— X3— X4 =0

Reste soustavu

X4 + X3 =3
10 1 O 3
A 01 -2 -1] -3 2x4 = -2
r 0 0 -3 7|-10 Xy = -1
00 0 2| -2
-3x3 +7x4 =-10 Xo —2X3 — X4 = -3
-3x3—-7=-10 X, —-2+1=-3

a vyreSime vzhledem k x,.
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6X1+2X— X3+7X, =
4x1+2x,-3Xx34+5x, =
X1+ Xo— X3— x4-0

Reste soustavu

Xy + X3

10 1 0
4 o1 -2 -1 —3 2X4=—2
r“l oo -3 7]|-10 < 1

00 0 2| -2 =g

S\
-3x3 +7x4 =-10 Xo —2X3 — X4 = -3 Xy +X3=3
-3x3—-7=-10 X, —-2+1=-3

NapiSeme rovnici odpovidajici prvnimu radku.
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6x1+2X,— X3+7Xx, =0
4x1+2x,—-3x3+bx, = -4
Xi+ Xo— Xg— X4, =0

Reste soustavu

Xy + X3 =3
10 1 O 3
4 01 -2 -1| -3 2x, = -2
r 0 0 -3 7|-10 Xy = -1
00 0 2| -2
-3x3+7x, =-10 Xy —2Xg3 — X4 = =3 X{+X3=3
-3x3-7=-10 X, —2+1=-3 X;+1=3
Xz =1 X, = =2

Dosadime x5 = 1.
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6x1+2X,— X3+7Xx, =0
4x1+2x,—-3x3+bx, = -4
Xi+ Xo— Xg— X4, =0

Reste soustavu

Xy + X3 =3
10 1 O 3
A 01 -2 -1| -3 2x4 = -2
r 0 0 -3 7]-10 Xy = -1
00 0 2| -2
-3x3 +7x4 =-10 Xo —2X3 — X4 = -3 Xy +X3=23
-3x3-7=-10 X, —2+1=-3 X;+1=3

Najdeme x; = 2.

HE B 3 Soustavy linearnich rovnic ©Robert Marik, 2008 B



6x1+2X,— X3+7Xx, =0

Reste soustavu

X1+ Xo— X3— X4 =0

4x1+2x,—-3x3+bx, = -4

X4 + X3 =3
10 1 0 3
A 01 -2 -1| -3 2x4 = -2
r 0 0 -3 7|-10 Xq = -1
00 0 2| -2
-3x3 +7x4 =-10 Xo —2X3 — X4 = -3 Xy +X3=23
-3x3-7=-10 X, —2+1=-3 X;+1=3
Jediné feSenije [x; =2,x, = -2, x5 =1, x, = —1]

Vypocitali jsme vSechny neznamé.
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3X1—2X5+6X3+2x,—4Xx5 =5 |
X4 +2X3— X4+2X5 =3
X1+2X,42X5 =1

2X1—6Xo,+4X3+2X,—4X5 =5

Reste soustavu rovnic
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3X1—2X5+6X3+2x,—4Xx5 =5 |
X4 +2X3— X4+2X5 =3
X1+2X,42X5 =1

2X1—6Xo,+4X3+2X,—4X5 =5

Reste soustavu rovnic

3 -2 6 2 -4|5

A~ 1 0 2 -1 2|3
r 1 22 0 0]1
2 -6 4 2 -4\|5

NapiSeme rozsifrenou matici soustavy.
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3X1—2X5+6X3+2x,—4Xx5 =5 |
. Xy +2X3— X4+2X5 =3
Reste soustavu rovnic
X1+2X,42X5 =1

2X1—6Xo,+4X3+2X,—4X5 =5

3 -2 6 -4 |5 1 0 2 -1 2| 3
A~ 1 0 2 -1 213 | _
r 1 22 0 0)1
2 -6 4 2 -4\|5

Druhy radek bude klicovy a opiSeme jej na prvni misto.
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3X1—2X5+6X3+2x,—4Xx5 =5 |

X4 +2X3— X4+2X5 =3
X1+2X,42X5 =1
2X1—6Xo,+4X3+2X,—4X5 =5

Reste soustavu rovnic

3 -2 6 2 -4|5\ 1 0 2

ALl 1 02 - 237(—3 0 -2 0
g 1 22 0 01
2 -6 4 2 -4|5

-1

5

2| 3
-10 | -4

Spravime prvni fadek.
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3X1—2X5+6X3+2x,—4Xx5 =5 |

. Xy +2X3— X4+2X5 =3
Reste soustavu rovnic
X1+2X,42X5 =1
2X{—6X,+4x3+2x,—4X5 =5
3—262—45\ 1 0 2 -1 2| 3
4 1 0 2 -1 23)_1 0O -2 0 5 -10|-4
4 i 22 o0 ofl1*] "1 0 20 1 -2|-2
2 -6 4 2 -4|5

Spravime treti radek.
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3X1—2X5+6X3+2x,—4Xx5 =5 |
X4 +2X3— X4+2X5 =3
X1+2X,42X5 =1

2X1—6Xo,+4X3+2X,—4X5 =5

Reste soustavu rovnic

3—262—45\ 1 0 2 -1 2| 3
ALl 1 02 -1 2830 -20 5 -10/-4
r 122001)"0201—2—2

2 -6 4 2—45) 0 -6 0 4 -8|-1

Spravime posledni radek.
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Reste soustavu rovnic

3X1—2X5+6X3+2x,—4Xx5 =5 |
X4 +2X3— X4+2X5 =3

X1+2X,42X5

=1

2X1—6Xo,+4X3+2X,—4X5 =5

3 -2 6 2
1 0 2 -1
Al 4 2 2 o
2 6 4 2
10 2 -1 2
020 -2

4|5 1 0
2|3 0 -2
o1 |7l o 2
4|5 0 -6
3
-2

2 -1 2| 3

0 5 -10]-4 |
0 1 -2|-2
0 4 -8|-1

e Prvni radek zUstane.

o Cerveny tadek bude novy klidovy fadek a napiseme jej jako druhy.

[ << I <1 > I > |
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3X1—2X5+6X3+2x,—4Xx5 =5 |
X4 +2X3— X4+2X5 =3
X1+2X,42X5 =1

2X1—6Xo,+4X3+2X,—4X5 =5

Reste soustavu rovnic

3 -2 6 2 -4|5 1 0 2 -1 2| 3
A~ 1 0 2 -1 23110 -20 5 -10 —4) N
r 1 22 0 0)1 o 20 1 -2|-2
2 -6 4 2 -4\|5 0O -6 0 4 -8|-1
10 2 -1 2| 3
o020 1 -2|-2
0O 00 6 -12|-6

Spravime druhy radek.
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3X1—2X5+6X3+2x,—4Xx5 =5 |

. Xy +2X3— X4+2X5 =3
Reste soustavu rovnic
X1+2X,42X5 =1
2X1—6Xo,+4X3+2X,—4X5 =5
3 -2 6 2 -4|5 1 0 2 -1 2| 3
4 1 02 -1 2|3 0O -2 0 5 -10|-4
f~122001~0201-2-2)3~
2 -6 4 2 -4]|5 0 -6 0 4 -8|-17
1 0 2 -1 2| 3
020 1 -2 | -2
0 00 6 -12|-6
0O 00 7 -14|-7

Spravime posledni radek.
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3X1—2X5+6X3+2x,—4Xx5 =5 |

X4 +2X3— X4+2X5 =3

Reste soustavu rovnic
X1+2X,42X5 =1

2X1—6Xo,+4X3+2X,—4X5 =5

3 26 2 -4|5 1 0 2
Aol 1 02 -1 213 (o0 -20
r 1 22 0 01 0 20

2 6 4 2 -4|5 0 -6 0
1.0 2 -1 2| 3 1.0 2 -1
020 1 -2|-2 020 1
000 6 -12|-6 |%| 0 0 0 1
000 7 -14|-7/)\0 00 1

-1
5
1
4

2
-2
-2
-2

2
-10
-2
-8
3
-2
-1
-1

3
-4
-2
-1

~

Zelené radky mizeme vydélit Cisly 6 a 7.

Soustavy linearnich rovnic

[ << I < > I > |

©Robert Marik, 2008



Reste soustavu rovnic

3X1—2X5+6X3+2x,—4Xx5 =5 |
X4 +2X3— X4+2X5 =3

X1+2X,42X5

2X1—6Xo,+4X3+2X,—4X5 =5

=1

3 -2
1 0
A~ 4 2
2 -6
10 2 -1
020 1
000 6
000 7

2
-1
0
2

2
-2
-12
-14

-4
2
0

-4
3

-2

-6

-7

=

1
0
0
0
0
2
0

0 2
-2 0

2 0
-6 0
2 -1
o 1
0 1

2| 3
-10 | -4
2|-2 |~
-8 | -1
3
-2

-1

Posledni dva radky jsou stejné a staci dale pracovat jenom s jednim z nich.

Soustavy linearnich rovnic
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3X1—2X5+6X3+2x,—4Xx5 =5 |

. Xy +2X3— X4+2X5 =3

Reste soustavu rovnic
X1+2X,42X5 =1

2X1—6Xo,+4X3+2X,—4X5 =5

102 -1 2| 3
A~ 020 1 -2|-2

000 1 -2|-1
e \

¢ Rozsirena matice soustavy ma hodnost 3, matice soustavy take.
Systém proto ma reseni.

o Pocet parametru je

neznamé — hodnost =5 — 3 = 2.
N\ 4
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3X1—2X5+6X3+2x,—4Xx5 =5 |
X4 +2X3— X4+2X5 =3
X1+2X,42X5 =1

2X1—6Xo,+4X3+2X,—4X5 =5

Reste soustavu rovnic

102 -1 2| 3 X4 =2 X5 =1
A~[020 1 -2|-2
000 1 -2/|-1

NapiSeme rovnici prislusnou poslednimu radku.

[ <> B >> | Soustavy linearnich rovnic
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3X1—2X5+6X3+2x,—4Xx5 =5 |
X4 +2X3— X4+2X5 =3
X1+2X,42X5 =1

2X1—6Xo,+4X3+2X,—4X5 =5

Reste soustavu rovnic

102 -1 2| 3 X4 =2 X5 = =1
A~[020 1 -2|-2 Xg =t
000 1 -2/|-1 X, =2t -1

¢ Jsou zde dvé neznamé, ale jenom jedna rovnice. Jednu z neznamych
volime rovnu parametru.

e Bud tedy x; = t, kde t je libovolné redlné Cislo. Vypocteme x,.
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3X1—2X5+6X3+2x,—4Xx5 =5 |
X4 +2X3— X4+2X5 =3
X1+2X,42X5 =1

2X1—6Xo,+4X3+2X,—4X5 =5

Reste soustavu rovnic

Xg =1
X4:2t—1

NapiSeme rovnici odpovidajici dalSimu radku.
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3X1—2X5+6X3+2x,—4Xx5 =5 |
X4 +2X3— X4+2X5 =3
X1+2X,42X5 =1

2X1—6Xo,+4X3+2X,—4X5 =5

Reste soustavu rovnic

102 -1 2| 3 X4 —2 X5 =1
A~ 020 1 -2|-2 Xg =t
000 1 -2/|-1 Xy =2t -1

2X5 + X4 — 2X5 = -2
2x,+(2t-1)-2t =-2

Dosadime za x, a x5. Zustava pouze neznama x.. I
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3X1—2X5+6X3+2x,—4Xx5 =5 |

. Xy +2X3— X4+2X5 =3
Reste soustavu rovnic
X1+2X,42X5 =1

2X1—6Xo,+4X3+2X,—4X5 =5

102 -1 2| 3 X4 —2 X5 =1
A~ 020 1 -2|-2 Xg =t
000 1 -2/|-1 Xy =2t -1

2X5 + X4 — 2X5 = -2
2x,+(2t-1)-2t =-2
1

X2=—§

Nalezneme x,. Dostavame 2x, = -2 - 2t + 1 + 2t a odsud ur¢ime x..
| < > I > |

Soustavy linearnich rovnic (©Robert Marik, 2008



3X1—2X5+6X3+2x,—4Xx5 =5 |
X4 +2X3— X4+2X5 =3
X1+2X,42X5 =1

2X1—6Xo,+4X3+2X,—4X5 =5

Reste soustavu rovnic

2 -1 2| 3% | =
0 1 -2|-2 Xg =
0 1 -2|-1 \i?t_1

X{+2X3— X4 +2X5 =3

2X5 + X4 — 2X5 = -2
2x,+(2t-1)-2t =-2
1

X2=—§

NapiSeme rovnici odpovidajici prvnimu radku.
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3X1—2X5+6X3+2x,—4Xx5 =5 |
X4 +2X3— X4+2X5 =3
X1+2X,42X5 =1

2X1—6Xo,+4X3+2X,—4X5 =5

Reste soustavu rovnic

102 -1 2| 3 X4 —2 X5 =1
A~ 020 1 -2|-2 Xg =t
000 1 -2/|-1 Xy =2t -1

X{+2X3— X4 +2X5=3
ORI X{+2x5— (2t —1)+2t =3
2x,+(2t-1)-2t =-2

X3 =U
3
1

e Dosadime. Po dosazeni zlistanou neznamé x; a x5. Jedna z téchto
neznamych musi byt parametr.

e Volme napr. x5 = u, kde u je libovolné realné Cislo.
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3X1—2X5+6X3+2x,—4Xx5 =5 |
X4 +2X3— X4+2X5 =3
X1+2X,42X5 =1

2X1—6Xo,+4X3+2X,—4X5 =5

Reste soustavu rovnic

102 -1 2| 3 X4 —2X5= -1

A~ 020 1 -2|-2 Xg =t
000 1 -2|-1 Xy =2t -1
X{+2X3— X4 +2X5=3
ORI X{+2x5—(2t—1)+2t =3
2x,+(2t-1)-2t =-2 P
g =
X2=_% X{+2u—(2t—1)+2t=3

Vypocteme x;.
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3X1—2X5+6X3+2x,—4Xx5 =5 |
X4 +2X3— X4+2X5 =3
X1+2X,42X5 =1

2X1—6Xo,+4X3+2X,—4X5 =5

Reste soustavu rovnic

102 -1 2| 3 X4 —2X5= -1

A~ 020 1 -2|-2 X5 =t
000 1 -2|-1 Xy =2t -1
X{+2X3— X4 +2X5=3
ORI X;+2x5— (2t 1) +2t = 3
2x,+(2t-1)-2t =-2 Xg = U
X2=_% X, +2u—(2t—1)+2t =3

Xy =2-2u

ST 1 .
Reseni je [2 - 2u, ~3 u, 2t — 1, t], kde t a u jsou parametry.

[VyFeéeno! Jsme Sikovni.
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3X1—2X5+6X3+2x,—4Xx5 =5 |
X4 +2X3— X4+2X5 =3
X1+2X,42X5 =1

2X1—6Xo,+4X3+2X,—4X5 =5

Reste soustavu rovnic

102 -1 2| 3 X4 —2X5= -1

A~ 020 1 -2|-2 Xg =t
000 1 -2|-1 X, =2t -1
> P X{+2X3— X4 +2X5=3
Xo+ X4 = X5 = = X +2x5—(2t-1)+2t=3
2x,+(2t-1)-2t =-2 Yo = U
5 =
X2=_% X, +2u—(2t—1)+2t =3

Xy =2-2u

. 1 .
Reseni je [2 - 2u, ~3 u, 2t — 1, t], kde t a u jsou parametry.

[ << T < > I >> | Soustavy linedrnich rovnic ©Robert Marik, 2008 EJ



2X1+2Xx5-2X3+ X4 =11}
X{+2X5+ X3—2X, = 1

3Xy+4X,— X3+2X, =5
X1+3X,+3X3-2x, = 4

Reste soustavu
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2X14+2x,-2X3+ x4 =1}

v . X1+2Xo+ Xq—2X, =1

Reste soustavu ' 27 78 774
3X1+4x,— X3+2Xx, =5

X +3X,+3X3-2x, = 4

2 2 2 1|1
1 2 1 2|1
A~ 3 4 -1 25
1 3 3 -24

[ <> B >> | Soustavy linedrnich rovnic
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2X1+2Xx5-2X3+ X4 =11}

.. X14+2X,+ Xa3—2X, = 1

Redte soustavu ' 2 78 774
3x{+4x,— X3+2x, =5

X +3X,+3X3-2x, = 4

2 2 -2 11 1 2 1 2| 1
12 1 =21

Avl 3 4 21 2|5 |
13 3 -2|4

Druhy radek bude klicovy, protoze a,; = 1.
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2X1+2Xx5-2X3+ X4 =11}

.. X14+2X,+ Xa3—2X, = 1

Redte soustavu ' 2 78 774
3x{+4x,— X3+2x, =5

X +3X,+3X3-2x, = 4

2 2 -2 11)\ 1 2 1 -2 {1
A 1 2 1 2|17 0 -2 -4 5|-1
r“1 34 -1 2|5 |~

1 3 3 -2|4
[(-2)R, + A,
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2X1+2Xx5-2X3+ X4 =11}
X{+2X5+ X3—2X, = 1

3Xy+4X,— X3+2X, =5
X1+3X,+3X3-2x, = 4

Reste soustavu

2 2 2 1|1 1 2 1 2| 1
p 1 2 1 =2 1)(_3> 0 -2 -4 5] -1
r“1 34 -1 2|5 |0 -2 -4 8| 2
1 3 3 -24
[(-3)R, + R,
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Reste soustavu

2X1+2Xx5-2X3+ X4 =11}
X{+2X5+ X3—2X, = 1

3Xy+4X,— X3+2X, =5
X1+3X,+3X3-2x, = 4

- W =N
WA DNDDN

-2 11 1 2 1 -2
1 2|1 n| 0 -2 -4 5|1
—125)"0—2—482
3—24) o 1 2 o0 3

[(=DR. + R,
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2X1+2Xx5-2X3+ X4 =11}

.. X14+2X,+ Xa3—2X, = 1

Redte soustavu ' 2 78 774
3x{+4x,— X3+2x, =5

X +3X,+3X3-2x, = 4

2 2 -2 1|1 1 2 1 -2
A~ 12 1 =21 .10 -2 -4 51 N
r 3 4 -1 2|5 0 -2 -4 8| 2
1 3 3 -2 |4 0o 1 2 0| 3
1
0

Dalsim klicovym fadkem bude posledni radek, protoze a,, = 1 je lepsi nez
yp = A3 = —2.
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2X1+2Xx5-2X3+ X4 =11}
X{+2X5+ X3—2X, = 1

3Xy+4X,— X3+2X, =5
X1+3X,+3X3-2x, = 4

Reste soustavu

2 2 -2 1|1 1 2 1 -2
A~121_21~0_2_45_1~
z 3 4 -1 2|5 0 -2 -4 8 2)
1 3 3 -2|4 o 1 2 0] 372
121 -2|1
012 0]3
0 00 5|5
2R, + R,
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2X1+2Xx5-2X3+ X4 =11}
X{+2X5+ X3—2X, = 1

3Xy+4X,— X3+2X, =5
X1+3X,+3X3-2x, = 4

Reste soustavu

2 2 -2 11 1 o 1
Aol 12 1t 21| [o -2 -4 5/-1]
r 3 4 -1 2|5 0 -2 -4 8| 2
13 3 -2|4 o 1 2 o 3l
121 -2]1
012 03
000 5|5
000 8|8

2R, + R,
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2X1+2Xx5-2X3+ X4 =11}
X{+2X5+ X3—2X, = 1

3Xy+4X,— X3+2X, =5
X1+3X,+3X3-2x, = 4

Reste soustavu

2 2 -2 1|1 1 2 1 -2
Aol 12 12 o2 -4 5|
r 34 -1 2|5 0 -2 -4 8| 2
13 3 -2|4 0o 1 2 o0/ 3
121 -2]1 121 -2]1
012 0|3 012 0|3
000 5|5
000 8|8

Prvni dva radky zUstanou.
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Reste soustavu

2X1+2Xx5-2X3+ X4 =11}

X{+2X5+ X3—2X, = 1

3x{+4x,— X3+2x, =5
X +3X,+3X3-2x, = 4

- W =N

OO =
QO =N

oonNn =

wWwhNDN

-2

1

-1

CX)(J‘IOI\)

3

QU1 W=

1
-2
2
-2

,
1
5
4

-2
-2

-2

oOOoON— OO0 =
—

QOO =
QO =N

1 -2

-4 5|-1

-4 8| 2 |~
2 0| 3

Posledni fadky mGzeme vydélit.

Soustavy linearnich rovnic
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2X1+2X5-2X3+ X4 =1}
X{+2X5+ X3—2X, = 1

3Xy+4X,— X3+2X, =5
X1+3X,+3X3-2x, = 4

Reste soustavu

2 2 -2 1]1 2§ =»
Aol 12 1 -2 0 -2 -4 5|-1 ]
r 34 -1 2|5 0 -2 -4 8| 2
1 3 3 -2|4 o 1 2 0| 3
1.2 1 -2|1 1.2 1 -2|1
012 03 012 03
000 5/5|71o0oo0oo0o 1|1
000 8|8

Posledni dva radky jsou stejné a staci uvazovat pouze jeden z nich.
Vynechame tedy posledni radek.
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2X1+2Xx5-2X3+ X4 =11}
X{+2X5+ X3—2X, = 1

3Xy+4X,— X3+2X, =5
X1+3X,+3X3-2x, = 4

Reste soustavu

>

<

2
o o =
o =N
ON =
- O N
- ) —

¢ Rozsirena matice soustavy je ve schodovitém tvaru.
eh(4)=3,h(A)=3n=4

e Soustava ma nekone¢né mnoho feseni s jednim parametrem.
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2X1+2Xx5-2X3+ X4 =11}
X{+2X5+ X3—2X, = 1

3Xy+4X,— X3+2X, =5
X1+3X,+3X3-2x, = 4

Reste soustavu

>

<

2
o o =
O =N
ON =
- O N
—_ ) —

NapiSeme rovnici odpovidajici poslednimu fadku. Tim zname x,.
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2X1+2Xx5-2X3+ X4 =11}
X{+2X5+ X3—2X, = 1

3Xy+4X,— X3+2X, =5
X1+3X,+3X3-2x, = 4

Reste soustavu

+Xo +2 X3 =3

h
5
2
o O =
O =N
O N =
- O N
_Lw—k

NapiSeme rovnici odpovidajici prostrednimu radku.
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2X1+2Xx5-2X3+ X4 =11}
X{+2X5+ X3—2X, = 1

3Xy+4X,— X3+2X, =5
X1+3X,+3X3-2x, = 4

Reste soustavu

Xo+2X3=3
Xy =1 Xz =1

h
5
2
o O =
O =N
O N =
- O N
_Lw—k

¢ Ze dvou neznamych bude jedna rovna parametru.

 Necht napfiklad x, = ¢, kde t je libovoIné redlné Cislo.
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2X1+2Xx5-2X3+ X4 =11}
X{+2X5+ X3—2X, = 1

3Xy+4X,— X3+2X, =5
X1+3X,+3X3-2x, = 4

Reste soustavu

121 =21 X +2X3=3
A~ 012 o3 Xy = 1 X3 =t

000 1|1 X, =3 -2t
Nalezneme x.,.
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2X1+2Xx5-2X3+ X4 =11}
X{+2X5+ X3—2X, = 1

Reste soustavu

3x{+4x,— X3+2x, =5

X +3X,+3X3-2x, = 4

—_ W =

-2
A, ~ 0
>

o o =
o =N
OoON =

X4:1

X{+2Xp + Xz —2X, = 1

Xo+2X3=3

X2:3—2t

Pokracujeme k dalsi rovnici.

©Robert Marik, 2008
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2X1+2Xx5-2X3+ X4 =11}
X{+2X5+ X3—2X, = 1

3Xy+4X,— X3+2X, =5
X1+3X,+3X3-2x, = 4

Reste soustavu

ArN X4:1

o o =
o =N
OoON =
- O N
_Lw—k

X{+2Xp + X3 —2X4 = 1
xi+2@8-2t)+t-2-1=1

Xo+2X3=3
X2:3

-2t

Dosadime za x,, x5 a X4.
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2X1+2Xx5-2X3+ X4 =11}
X{+2X5+ X3—2X, = 1

3Xy+4X,— X3+2X, =5
X1+3X,+3X3-2x, = 4

Reste soustavu

121 2|1 Xp+2X3=3
A ~ 01 2 0|3 X, =1 Xz =1
0 0 O 11 X, =3 -2t
X{+2Xp + X3 —2X4 = 1
xi+2B8-2t)+t-2-1=1
X —4t+t+4=1
Upravime.
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2X1+2Xx5-2X3+ X4 =11}
X{+2X5+ X3—2X, = 1

3Xy+4X,— X3+2X, =5
X1+3X,+3X3-2x, = 4

Reste soustavu

121 2|1 Xp+2X3=3
A ~ 012 03 X, =1 Xz =1
0 0O 111 X, =3 -2t
X{+2Xp + X3 —2X4 = 1
xi+2B8-2t)+t-2-1=1
X —4t+t+4=1
X1 - 3t = —3
Upravime.
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2X14+2x,-2X3+ x4 =1}
X{+2X5+ X3—2X, = 1

3Xy+4X,— X3+2X, =5
X1+3X,+3X3-2x, = 4

Reste soustavu

1 2 1 -2]|1 Xp+2X3=3
A~ 01 2 0]3 X4 =1 Xg =1
0 00 1]1 X, =3-2t
X{+2Xp + X3 —2X4 = 1
xi+2B8-2t)+t-2-1=1
X —4t+t+4=1
Xy -3t =-3
x;=3t-3

Nalezneme xj;.

Soustavy linearnich rovnic
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2X1+2Xx5-2X3+ X4 =11}
X{+2X5+ X3—2X, = 1

3Xy+4X,— X3+2X, =5
X1+3X,+3X3-2x, = 4

Reste soustavu

121 -2|1 Xa+2X3=3
A~ 01 2 0|3 Xy =1 Xg =1
0 00 1]1 X, =3 -2t
X1+ 2Xy + Xz — 2%, = 1
! 2778 4 Xy =-3+3t
xi+2B8-2t)+t-2-1=1
= v 2 g X2=3—2t
Xy —4t+t+4=1 Reseni je o =t kde f € R.
X, -3t =-3 8-
X4=1

Soustavy linedrnich rovnic ©Robert Marik, 2008
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X1 — X3+3x,4 =0}

X1+Xo - X4— X5=0
5X1+X,—4X3+3X,-9%5 =0

X{=X,—2X3+ X4=5x5=0

Reste soustavu
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X1 — X3+3x,4 =0}

X1+Xo - X4— X5=0
5X1+X,—4X3+3X,-9%5 =0

X{=X,—2X3+ X4=5x5=0

Reste soustavu

1 0 -1 3 0]0
1 1 0 -1 -1]0
5 1 -4 3 -9(0
1 -1 -2 1 -5/0

NapiSeme rozsifrenou matici soustavy.
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X1 — X3+3x,4 =0}

X1+Xo - X4— X5=0
5X1+X,—4X3+3X,-9%5 =0

X{=X,—2X3+ X4=5x5=0

Reste soustavu

1 0 -1 3 0|0 1 1 0 -1 -1]0
1 1 0 -1 -1|0

5 1 -4 3 -9|0 |~

1 -1 -2 1 -5|0

Zvolime klicovy radek (s jednickou na zacatku a nejnizSimi ciframi na
dalsich pozicich). Tento radek opiSeme jako prvni.
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X1 — X3+3x,4 =0}

X1+Xo - X4— X5=0
5X1+X,—4X3+3X,-9%5 =0

X{=X,—2X3+ X4=5x5=0

Reste soustavu

0 -1 3 0]0\ 1 1 0 -1 -1]0
1 0 <1 <1|0o7-1 [0 -1 -1 4 1o
1 -4 3 -9(0 |~

-1 -2 1 -5]0

— 01 = —=

Vynulujeme prvek aq.
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X1 — X3+3x,4 =0}

X1+Xo - X4— X5=0
5X1+X,—4X3+3X,-9%5 =0

X{=X,—2X3+ X4=5x5=0

Reste soustavu

0 -1 3 0]0 1 1 0 -1 -1]0
10 -1 -110y5 10 -1 -1 4 10

3 -9|0*] 7| 0 -4 -4 8 -4|0
-1 -2 1 -5|0

—_ U] — =
—
|
S

Vynulujeme prvek ag;.
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Reste soustavu

Xq

X1+X

— X3+3x,4 =0}

2

5x1+X,—4x3+3x,-9x5 =0
X{=X,—2X3+ X4=5x5=0

0
X
1
-1

— 01 = =

-4
-2

3
-1
3
-

0|0
-11(0
-910
50

-1
-4
-2

-1

)"

[eoNeNeNs

1 ,

0 -1 -1]0
1 4 1]o0
~4 8 -40
2 2 -4]0

Vynulujeme prvek a,;.

Soustavy linearnich rovnic

©Robert Marik, 2008



X1 — X3+3x,4 =0}

X1+Xo - X4— X5=0
5X1+X,—4X3+3X,-9%5 =0

X{=X,—2X3+ X4=5x5=0

Reste soustavu

1 0 -1 -1

/1 0 -1 3 0]0) 1 0
1 1 0 -1 -1]0 0 -1 -1 4 1|0
5 1 -4 3 —9/0 || 0 -4 -4 8 -4|0 |
\1 -1 -2 1 -5|0) 0 -2 -2 2 —4|0/ =
/1 1 0 -1 -1]0)
0 -1 -1 4 1|0
0 -1 -1 2 -1/0
\ 0 -1 -1 1 -2|0 )

Prvni dva radky opiSeme, posledni dva vydélime spole¢nym délitelem
vSech Cisel v radku.
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X1 — X3+3x,4 =0}

X1+Xo - X4— X5=0
5X1+X,—4X3+3X,-9%5 =0

X{=X,—2X3+ X4=5x5=0

Reste soustavu

/(1 0 -1 3 o0Jj0) /1 1 0 -1 -1/0)
1 1 0 -1 -1/0 0 -1 -1 4 1]0
5 1 -4 3 —9/0 |70 -4 -4 8 -4|0 |~
\1 -1 -2 1 -5/0/) \0 -2 -2 2 -4|0/)
1 1 0 -1 -1jo0\ /1 1 0 -1 -1]0
0 -1 -1 4 1]0 0 -1 -1 4 1]0
0 -1 -1 2 -1/0 |~
\ 0 -1 -1 1 -2]/0/ \ /

Prvni radek opiSme, druhy radek bude klicovy a opiSme jej také.
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X1 — X3+3x,4 =0}

X1+Xo - X4— X5=0
5X1+X,—4X3+3X,-9%5 =0
X{=X,—2X3+ X4=5x5=0

Reste soustavu

/[1 0 -1 3 0]0 /1 1 0 -1 1|0

1 1 0 -1 -1/0 0o -1 -1 4 1]o0

5 1 -4 3 -9/0 || o0 -4 -4 8 -4/0 |~
\1 -1 -2 1 -5]|0 \ 0 -2 -2 2 -4|0 )
[1 1 0 -1 10 /1 1 0 -1 -1]0

0 -1 -1t 4 1/0,1+ 10 -1 -1 4 1]0

0 -1 -1 2 -1]0}]"| 0o o o -2 -2/0
\ 0 -1 -1 1 -2 o) \ /
Nulujeme as,.
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Xy = X3+3x, =0}

X1+Xo - X4— X5=0
5X1+X,—4X3+3X,-9%5 =0
X{=X,—2X3+ X4=5x5=0

Reste soustavu

/[1 0 -1 3 0]0 /1 1
1 1 0 -1 -1]0 0 -1
5 1 -4 3 -9/0 || o -4

\1 -1 -2 1 -5]|0 \ 0 -2

(1 1 0 -1 —1j0) /1 A
0 -1 -1 4 1|0, | 0 -1
0 -1 -1 2 -1 o)'“ 0 0

\ 0 -1 -1 1 -2 0) \ 0 ©

0
-1
-4
-2

-1

-1

:
-4
-4
-1

-2
-3

-

[eNeoNoNeolNoNoNoNe)
7 —

N

Nulujeme ays,.
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Reste soustavu

Xq

— X3+3x,4

+Xo

=0}

5x1+X,—4x3+3x,-9x5 =0
X{=X,—2X3+ X4=5x5=0

(
\
(

1
1
5
1
1
0
0

\ 0
[ 1

0
0

\ 0

0
1
1
-1
1
-1
-1
-1
.
-1
0
0

-1
0
-4
-2
0
-1
-1
-1
0
-1
0
0

3
-1
3
1
-1
4
2
1
-1
4
-1
-1

0
-1
-9
-5
-1

:
1
-2
-1

:
-1
-1

0 )
0

e N

e

OO OO0OO0OO0O OO

0
0

1 ,

[ 1
0 -1
0 -4

\ 0 -2

/1 1
0 -1
0 O

\ 0 O

0

-1
-4
-2
0
-1
0
0

4
-2
-3

-1

:
-4
-4
-1

:
-2
-3

OO O0OO0O Oooo

N—

-

e

[Vydéh’me posledni dva radky spolecnym délitelem vSech Cisel v radku.
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X1 — X3+3x,4 =0}

X1+Xo - X4— X5=0
5X1+X,—4X3+3X,-9%5 =0

X{=X,—2X3+ X4=5x5=0

Reste soustavu

/(1 0 -1 3 o0Jj0) /1 1 0 -1 -1/0)
1 1 0 -1 -1/0 0 -1 -1 4 1]0
5 1 -4 3 —9/0 |70 -4 -4 8 -4|0 |~
\1 -1 -2 1 -5/0/) \0 -2 -2 2 -4|0/)
/1 1 0 -1 -1j]0) /1 1 0 -1 -1[0)
0 -1 -1 4 1|0 0 -1 -1 4 1]0
0 -1 -1 2 -1/o|"lo o o0 -2 -2|0 |~
\0 -1 -1 1 -2j0/ \o0o 0 0 -3 -3|0)
/1 1 0 -1 -1]0)
0 -1 -1 4 1|0
0 0 0 -1 -1]0

Posledni dva fadky jsou shodné a staci uvazovat pouze jeden z nich. Tim
je matice prevedena do schodovitého tvaru.
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X1 — X3+3x,4 =0}

X1+Xo - X4— X5=0
5X1+X,—4X3+3X,-9%5 =0

X{=X,—2X3+ X4=5x5=0

Reste soustavu

/1 0 -1 3 0|0 /1 1 0 -1 -1/0)

1 1 0 -1 -1/0 0 -1 -1 4 1]0

5 1 -4 3 -9/0 || o0 -4 -4 8 -4]0 |~
\1 -1 -2 1 5|0/ \o0o -2 -2 2 -4|0)
/1 1 0 -1 -1j]0) /1 1 0 -1 -1[0)

0 -1 -1 4 1|0 0 -1 -1 4 1]0

0 -1 -1t 2 1/o|"lo o o0 -2 -2|0|"”
\0 -1 -1 1 -2j0/ \o0o 0 0 -3 -3|0)
/1 1 0 -1 -1]0) h(A) = 3 = h(A,)

0 -1 -1 4 1|0

0 0 0 -1 -1l0 n=>5, 2parametry
\ /
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X1 — X3+3x,4 =0}

X1+Xo - X4— X5=0
5X1+X,—4X3+3X,-9%5 =0

X{=X,—2X3+ X4=5x5=0

Reste soustavu

1 1 0 -1 -1]0
A~|o0 -1 -1 4 1|0
0 0 0 -1 -1|0

UvaZzujeme matici ve schodvitém tvaru.
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X1 — X3+3x,4 =0}

X1+Xo - X4— X5=0
5X1+X,—4X3+3X,-9%5 =0

X{=X,—2X3+ X4=5x5=0

Reste soustavu

1 0 -1 -1
A~ 0 -1 -1 4 A
0 0 0 -1 -1

PrepiSeme posledni radek jako klasickou rovnici.
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X1 — X3+3x,4 =0}

X1+Xo - X4— X5=0
5X1+X,—4X3+3X,-9%5 =0

X{=X,—2X3+ X4=5x5=0

Reste soustavu

-X4—-X5=0
i 1 0 -1 =10

Xg =1
A~ 0 -1 -1 4 1|0
0o 0 0 -1 -1]0

ProtoZze neznamé v jedné rovnici jsou dvé, musi se jedna z nich rovnat
parametru. Necht napfiklad x; je parametr.
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X1 — X3+3x,4 =0}

X1+Xo - X4— X5=0
5X1+X,—4X3+3X,-9%5 =0

X{=X,—2X3+ X4=5x5=0

Reste soustavu

—X4—X5=0
1 1 0 -1 -1]0 xoot

A~ 0 -1 -1 4 10
0 0 0 -1 -1]0 ~X4=t=0
X4:—t

Dosadime parametr a vypocteme x,.
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X1 — X3+3x,4 =0}

.o, X1+Xo - X4— X5=0
Reste soustavu
5X1+X,—4X3+3X,-9%5 =0

X{=X,—2X3+ X4=5x5=0

—X4—X5=0
1 1 0 -1 -1]0 et

A~ 0 -1 -1 4 1]0
0 0 0 -1 -1 X4 —1=0
X4:—t

X, =Xz +4x,+ X5 =0

PrepiSeme dalsi radek do tvaru rovnice.
| < > I > |
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Xq

.. X1+Xo5
Reste soustavu

— X3+3x,4 =0}

5x1+X,—4x3+3x,-9x5 =0
X{=X,—2X3+ X4=5x5=0

1 1 0 -1
A~| 0 -1 -1 4
0 0 0 -1

-1
'
-1

0
0
0

X, =Xz +4x, +X5=0
X, —Xz+4(-t)+1=0

—X4—X5=0
Xg =1
—X4—t=0
X4:—t

Dosadime vSechno co jsme vypocetli dfive.
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Soustavy linearnich rovnic

©Robert Marik, 2008



X1 — X3+3x,4 =0}

X1+Xo - X4— X5=0
5X1+X,—4X3+3X,-9%5 =0

X{=X,—2X3+ X4=5x5=0

Reste soustavu

—X4—X5=0
1 1 0 -1 -1]0 Xo =t

A~ 0 -1 -1 4 1|0
0 0 0 -1 -1]0 Xe=1=0
X4:—t

X, =Xz +4x, +X5=0
- X, — Xz +4(-t)+1=0
X3=S

Zustaly dvé neznamé, jedna z nich musi byt parametr.
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X1 — X3+3x,4 =0}

X1+Xo - X4— X5=0
5X1+X,—4X3+3X,-9%5 =0

X{=X,—2X3+ X4=5x5=0

Reste soustavu

—X4—X5=0
1 1 0 -1 -1]0 Xo =t

A~ 0 -1 -1 4 1]o
0 0 0 -1 -1]0 —Xy=1=0
X4:—t

X, =Xz +4x, +X5=0
X, —Xz+4(-t)+1=0
X3 =S

X, —5-3t=0

Dosadime parametr.
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Xy = X3+3x, =0}

X1+Xo - X4— X5=0
5X1+X,—4X3+3X,-9%5 =0

X{=X,—2X3+ X4=5x5=0

Reste soustavu

—X4—X5=0
1 1 0 -1 -1]0 Xo =t

A~ 0 -1 -1 4 1]o0
0 0 0 -1 -1]0 —Xy=1=0
X4:—t

X, =Xz +4x, +X5=0
X, —Xz+4(-t)+1=0

X3 =S
—X,—5-3t=0
Vypocteme x.,.
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X1 — X3+3x,4 =0}

X1+Xo - X4— X5=0
5X1+X,—4X3+3X,-9%5 =0

X{=X,—2X3+ X4=5x5=0

Reste soustavu

—X4—X5=0
i 1 0 -1 -1]0 X =t
A~ 0 -1 -1 4 1]0 °
0 0 0 -1 -1]0 Xe=1=0
X4:—t
—Xp — Xz +4x,+ x5 =0
X, — Xz +4(-t) +t =0 X1+ X, —X4—X5=0
X3=S
-X,—5=-3t=0

PrepiSeme zbyvajici radek do tvaru rovnice.
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X1 — X3+3x,4 =0}

X1+Xo - X4— X5=0
5X1+X,—4X3+3X,-9%5 =0

X{=X,—2X3+ X4=5x5=0

Reste soustavu

1 1 0 -1 -1]0 B
A~lo -1 21 4 1o X =1
0 0 0 -1 -1]0 ~X4=t=0
Xy = -1t
X, =Xz +4x, +X5=0
X, —Xz+4(-t)+1=0 Xi+X,—X4—X5=0
X3 =8 X1+ (-s=3t)-(-t)-t=0
—-X,—5-3t=0 Xy =8+3t
X, = =5 — 3t

Dosadime vypoctené hodnoty a vyjafime x;.
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X1 — X3+3x,4 =0}

X1+Xo - X4— X5=0
5X1+X,—4X3+3X,-9%5 =0

X{=X,—2X3+ X4=5x5=0

Reste soustavu

1 1 0 -1 -1]0 =0
A~lo -1 21 4 1o X =1
0 0 0 -1 -1]0 —Xy=1=0
Xy = -1t
X, =Xz +4x, +X5=0
X, — X3 +4(-t)+t =0 X{+Xo—X4—X5=0
X3 =8 X1 +(-s=3t)-(-t)-t=0
—-X,—5-3t=0 Xz S+ 3t
Xy : —S§—3t

Soustava je vyreSena (viz. Cervené vztahy)
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X1+ Xo+ Xa+ Xq4 =0)

Xo+ Xg+ X4+ X5=0

Reste soustavu { x;+2x,+3x, =0
Xo+2X3+3X,+4Xx5 =0

X3+2Xx4+3x5 =0
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X1+ Xo+ Xz+ X4 =0)

Xo+ Xg+ X4+ X5=0

Reste soustavu { x;+2x,+3x, =0
Xo+2X3+3X,+4Xx5 =0

X3+2Xx4+3x5 =0

111 1 0|0
0111 1]0
A~ 1 2 3 0 00
01 2 3 4]0
0 01 2 3|0
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X1+ Xo+ Xz+ X4 -0)
Xo+ Xg+ X4+ X5=0
Reste soustavu { x;+2x,+3x, =0

Xo+2X3+3X,+4Xx5 =0

X3+2Xx4+3x5 =0

111 1 0|0 111 1 0|0
o111 1]0

A~ 1 2 3 0 0|0 |~
01 2 3 4]0
0 01 2 3|0

Prvni radek bude klicovy radek.
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X1+ Xo+ Xa+ Xq4 =0)
Xo+ Xg+ X4+ X5=0

Reste soustavu { x;+2x,+3x, =0
Xo+2X3+3X,+4Xx5 =0

X3+2Xx4+3x5 =0

11 1 1
o1 1 1

- O
o o

<
OO =+~ 0O =
O =N = =
- N W = =
NDNWOoO = =
wWwhoO-—=20O
OO O oo
14

Druhy fadek zlstava, ma uz nulu na zacatku.
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X1+ Xo+ Xz+ X4 -0)
Xo+ Xg+ X4+ X5=0
Reste soustavu { x;+2x,+3x, =0

Xo+2X3+3X,+4Xx5 =0

X3+2Xx4+3x5 =0

1T 11 1 0|10y /1 1 1 1 0|0

o111 1]0 ) 0 1 110
A, ~ 123 00|07~} 012 -1 0|0

01 2 3 4]0

0 01 2 3|0

)
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X1+ Xo+ Xz+ X4 =0)

Xo+ Xg+ X4+ X5=0

Reste soustavu { x;+2x,+3x, =0
Xo+2X3+3X,+4Xx5 =0

X3+2Xx4+3x5 =0

111 1 0|0 1 1 1 1 0|0
o111 1]0 0o 1 1 1 110

A, ~ 123 00|0 ]|~} 012 -1 0]0
01 2 3 4]0 012 3 4|0
0 01 2 3|0

Ctvrty radek zlstava, ma uz nulu na zacatku.
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X1+ Xo+ Xz+ X4 =0)

Xo+ Xg+ X4+ X5=0

Reste soustavu { x;+2x,+3x, =0
Xo+2X3+3X,+4Xx5 =0

X3+2Xx4+3x5 =0

111 1 0|0 11 1
o111 1]0 0o 1 1
A, ~ 123 00|0[|~] 012
01 2 3 4]0 01 2
0 01 2 3|0 0 0 1

|
N w=—=

WhO-—=0

[eNeNoNoNe

Posledni radek zlstava, ma uz nulu na zacatku.
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X1+ Xo+ Xz+ X4 =0)

Xo+ Xg+ X4+ X5=0

Reste soustavu { x;+2x,+3x, =0
Xo+2X3+3X,+4Xx5 =0

X3+2Xx4+3x5 =0

111 1 0|0 1 1 1 1 0|0
0111 1]0 o 1 1 1 110
A, ~ 123 00|0]|~] 012 -1 0|0 |~
01 2 3 4]0 01 2 3 4]0
0 01 2 3|0 001 2 3|0
11 1 1 0|0
0 1 1 1 110

Prvni fadek zlistane a druhy radek bude novy kliGovy radek.
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X1+ Xo+ Xz+ X4 =0)

Xo+ Xg+ X4+ X5=0

Reste soustavu { x;+2x,+3x, =0
Xo+2X3+3X,+4Xx5 =0

X3+2Xx4+3x5 =0

111 1 0|0 1 1 1 10 0\
0111 1]0 o 1 1 1 1 O)(_1)
A, ~ 123 00|0|~] 012 -1 0[/07]~
01 2 3 4]0 01 2 3 4]0
0 01 2 3|0 001 2 3|0
11 1 1 0|0
0 1 1 1 110
001 -2 -1]0

( )
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Reste soustavu

X1+ Xo+ Xz+ X4 -0)
Xo+ Xg+ X4+ X5=0
X{+2X5+3X3 =0
Xo+2X3+3X,+4Xx5 =0
X3+2Xx4+3x5 =0

14
(oo N e

OO =
OO = -

—_ -

O =N = =

PPN = = aND W — =

NWO ==
wWwpHpO-—=0O
14
[eNeNeNoR s
O = =
= NN = =

|
N W=

wWwhO-—=0

[eNeoNoNeoNe)

\_//

(-1

)
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Reste soustavu

X1+ Xo+ Xz+ X4 =0)
Xo+ Xg+ X4+ X5=0
X{+2X5+3X3 =0
Xo+2X3+3X,+4Xx5 =0
X3+2Xx4+3x5 =0

14
(oo N e

(ol eNeNoRH
QOO = =

—_ - A

O =N = =

NN =2 =2 aDW = =

1 00 11 1
1 1|0 o 1 1
0 0|0 |~] O 1 2
3 4|0 01 2
2 3|0 0 0 1
00

0
-1]0
3|0
3|0

|
NN w =

wWwhO-—=+0

[eNeoNeoNeoNe)

Posledni radek jiz ma dvé nuly na zacatku a ponechame jej tedy beze ]
zmeny.

Soustavy linearnich rovnic

©Robert Marik, 2008



X1+ Xo+ Xa+ Xq4 =0)
Xo+ Xg+ X4+ X5=0
Reste soustavu { x;+2x,+3x, =0
Xo+2X3+3X,+4Xx5 =0
X3+2Xx4+3x5 =0

11110|0 111 1 0|0
011110 011 110
A~ 123000~ 012 -10[0]~
0123 4|0 012 3 4|0
0012 3|0 001 2 3|0
111 1 0]o0 14 i olo
011 1 1]o0
o011 1 1]0
001 -2 10|~ o051 5 _ilo
001 2 3|0

Posledni dva radky jsou stejné a jeden z nich Ize vynechat. Prvni tfi radky
zlistanou a treti z nich bude novy kli¢ovy radek.
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X1+ Xo+ Xa+ Xq4 =0)
Xo+ Xg+ X4+ X5=0
Reste soustavu { x;+2x,+3x, =0
Xo+2X3+3X,+4Xx5 =0
X3+2Xx4+3x5 =0

111100 111 100
0111 1|0 011 110
A~ 12300[/0|~]012 -10]0]~
012 3 4|0 012 3 4|0
0012 3|0 001 2 3|0
111100\ 111 1 o0]o

011 1 1]0
011 1 1]0

0 01 -2 —-1({0, (-1
001 2 alo) 001 -2 10
) 000 4 4|0

)
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X1+ Xo+ Xa+ Xq4 =0)
Xo+ Xg+ X4+ X5=0
Reste soustavu { x;+2x,+3x, =0
Xo+2X3+3X,+4Xx5 =0
X3+2Xx4+3x5 =0

1111 010 1 1 1 1 0|0
0111 1|0 ot1t1 110
A~ 1 23 000 )|~] 012 -1 00|~
01 2 3 4|0 012 3 4|0
0 01 2 3|0 001 2 3|0
L L 010 1 11 1 0|0
0o 1 1 1 110
0o 1 1 1 110
001 -2 -1/0 |~
001 2 3lo 001 -2 -1|0
000 4 4|0
Matice je ve schodovitém tvaru, h(A) = h(A,) = 4 a soustava ma
nekone¢né mnoho reseni zavislych na (5 — 4) = 1 parametru.
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X1+ Xo+ Xa+ Xq4 =0)

Xo+ Xg+ X4+ X5=0

Reste soustavu { x;+2x,+3x, =0
Xo+2X3+3X,+4Xx5 =0

X3+2Xx4+3x5 =0

OO O =
OO = =
QO = =
|
AN 2
|
NN )
[eNeoNeNe]
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X1+ Xo+ Xz+ X4 =0)

Xo+ Xg+ X4+ X5=0

Reste soustavu { x;+2x,+3x, =0
Xo+2X3+3X,+4Xx5 =0

X3+2Xx4+3x5 =0

111 1 0|0 Xy +4x5 =0

ALl 011 1 1)0 Xg+X5=0

"l oo1 -2 -1]0 X =t
4 4

000 0 X = t
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X1+ Xo+ Xg+ Xy

Reste soustavu { x;+2x,+3x3

Xo+2X3+3X,+4Xx5 =0
X3+2Xx4+3x5 =0

—0)

=0

—
—
[eNeNeNe]

4x, +4x5 =0

X4+ X5=0
X4 = _t
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X1+ Xo+ Xa+ Xq4 =0)
Xo+ Xg+ X4+ X5=0
Reste soustavu { x;+2x,+3x, =0
Xo+2X3+3X,+4Xx5 =0
X3+2Xx4+3x5 =0
111 1 0]0 i iig =l
ALl 011 1 110 Xg+X5=0
r 001 -2 -1(0 0% = 10
0 00 4 0 X = ~t

Xs—2(-t) =1 =0

[ << I <1 > I > |

Xo+Xg+ X4 +X5=0
Xo+ (=) +(-)+t=0
X2=t
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X1+ Xo+ Xa+ Xq4 =0)
Xo+ Xg+ X4+ X5=0
Reste soustavu { x;+2x,+3x, =0
Xo+2X3+3X,+4Xx5 =0
X3+2Xx4+3x5 =0

111 1 0|0 4x4 +4x5 =0
Al 011 1 10 Xg+X5=0
r 001 -2 -1]0 Xg =t
4 4
0 0O 0 X = —t
X3 —2X4,—X5=0 Xo+Xg+X4+X5=0
Xz3—2(-t)-1t=0 Xo+ (-8)+(-H)+t=0

Xi+Xo+Xg+Xx,=0
Xy +t+(-0)+(-t)=0
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Reste soustavu

X1+ Xo+ Xz+ X4 -0)
Xo+ Xg+ X4+ X5=0
X{+2X5+3X3 =0
Xo+2X3+3X,+4Xx5 =0
X3+2Xx4+3x5 =0

111 1 0]0 4x4 +4x5 =0
4~ o011 1 1/0 X4+ X5=0
r 001 -2 -10 X5 =t

4

0 0O 0 Xy = —t

X3 —2X4—X5 =0 Xo+Xg+X4+X5=0

Xz3—2(-t)-1t=0 Xo+ (-8)+(-H)+t=0

X{+Xo+X3+X,=0
Xi+t+(-0)+(-t)=0
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5 Shrnuti
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Véta 10. Bud A ¢tvercova matice fadu n Nasledujici vyroky jsou ekviva-
lentni:

Radky matice jsou tvofeny linearné nezavislymi vektory z IR”.
Sloupce matice jsou tvoreny linearné nezavislymi vektory z R”.
Hodnost matice A je rovna n, tj. h(A) = n

Matice A je invertibilni, tj. existuje matice A~ k ni inverzni.

Matice A je regularni, tj. det A # 0.

Soustava linearnich rovnic, jejiz matice soustavy je matice A, ma pro
libovolnou volbu koeficientd na pravych stranach rovnic jediné reseni.
Homogenni soustava linearnich rovnic, jejiz matice soustavy je matice
A, ma pouze trivialni reseni.

Kazdy algebraicky vektor z R” Ize vyjadfit jako linearni kombinaci
vektor( tvorenych radky (sloupci) matice A, a to jednoznacné, az na
poradi.
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lentni:
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A, ma pouze trivialni reseni.

Kazdy algebraicky vektor z R” Ize vyjadfit jako linearni kombinaci
vektor(l tvofenych fadky (sloupci) matice A, a to jednoznacné, az na
poradi.
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Véta 11. UvaZujme soustavu linearnich rovnic v maticovém tvaru .
Ptedpokladejme, Ze k matici A existuje inverzni matice A~'. Potom ma sou-
stava jediné reSeni
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Véta 11. UvaZujme soustavu linearnich rovnic v maticovém tvaru .
Ptedpokladejme, Ze k matici A existuje inverzni matice A~'. Potom ma sou-
stava jediné reSeni, jehoz jednotlivé slozky jsou prvky sloupcového vektoru
A~'. b, kde uvedeny soucin chapeme v maticovém smyslu.
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KONEC
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